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Predmluva 


Tento text je velmi nedokonalou verzf budoucfch skript. Nektere jeho casti 
budou jeste vyrazne revidovany. Presto snad muze pomoci studentum MFF UK v 
prvmm rocnfku pri prfprave na zkousku. 




KAPITOLA 1 


Logika, mnoziny a zakladni 
ciselne obory 


1.1. Logika 

1.1.1. Logika je veda o formalnf spravnosti myslenf. Formalne logicka spravnost 
spocfva ve spravnosti vyvozeni zaveru z predpokladu. V tomto oddflu se budeme 
zabyvat logikou vyrokovou a predikatovou. 

1.1.2. Vyrokje tvrzenf, o kterem ma smysl rfci, ze je pravdive (platf) nebo ne¬ 
rd pravdive (neplatf). Pokud vyrok platf, rfkame, ze ma pravdivostnf hodnotu 1, 
pokud neplatf, rfkame, ze ma pravdivostnf hodnotu 0. Pouze nektere spravne utvo- 
rene gramaticke vety jsou vyroky. Vety „Cfslo 4 je sude.“ a „Praha je hlavnf mesto 
Kanady.“ jsou vyroky, naproti tomu „Ahoj!“ nebo „Kez by uz byl konec.“ nikoli. 
Tvrzenf „(5fslo 7i n je iracionalnf.“ je vyrok, i kdyz zatfmnenf znamo, zda pravdivyci 
nepravdivy. Z vyroku lze vytvaret nove slozitejsf vyroky pomocf logickych operacf. 
Se zakladnfmi logickymi operacemi se nynf seznamfme. 

1.1.3. Negacf vyroku A rozumfme vyrok „Nenf pravda, ze platf A.“ K vyjadrenf 
negace vyroku A muzeme take pouzft obrat „Neplatf A.“, prfpadne zmenit prfslus- 
ne sloveso ve vyroku pomocf predpony „ne-“. Negaci vyroku A znacfme -•A. Je-li 
vyrok A pravdivy, pak je vyrok -•A nepravdivy. Je-li vyrok A nepravdivy, pak je 
vyrok -•A pravdivy. 

1.1.4. Konjunkcf vyroku A a B nazveme vyrok „Platf A a zaroven platf B.“ Dale 
pouzfvame take obraty „Platf A a platf B.“, „Platf A i B.“ Konjunkci vyroku A a B 
znacfme A A B, nekdy take A&B. Pokud jsou pravdive oba vyroky A a B, pak je 
konjunkce AaB pravdiva. Pokud je alespon jeden z vyroku A a B nepravdivy, pak 
je konjunkce A A B nepravdiva. 

1.1.5. Disjunkcf vyroku A a B nazveme vyrok „Platf A nebo platf B.“ Disjunkci 
vyroku AaB znacfme A V B. Pokud je alespon jeden z vyroku AaB pravdivy, 
pak je disjunkce A v B pravdiva. Pokud jsou oba vyroky AaB nepravdive, pak 
je disjunkce A V B nepravdiva. Poznamenejme, ze disjunkce nenf vylucujfcf, to 
znamena, ze je pravdiva i v prfpade, kdy platf oba vyroky AaB zaroven. Takto 
pouzfvame spojku „nebo“ v matematice na rozdfl od prirozeneho jazyka, kde muze 
mft i vyznam vylucovacf. 
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1.1.6. Implikacf nazyvame vyrok.Jestlize platf (vyrok) A, potom platf (vyrok) B .“ 
Takove spojenf vyroku A a B znacfme A =>• B. Pokud A neplatf nebo oba vyroky 
A i B platf, pak jde o pravdivy vyrok. Pokud A platf a B neplatf, pak jde o vyrok 
nepravdivy. Vyroku A rfkame predpoklad a vyroku B zaver. Mfsto vyroku .Jestlize 
platf A, potom platf 1?.“ pouzfvame take nasledujfcf obraty. 

• Jestlize platf vyrok A, pak platf vyrok B. 

• Vyrok A implikuje vyrok B. 

• Z vyroku A plyne vyrok B. 

• Predpokladejme, ze platf vyrok A, potom platf vyrok B. 

• Necht; platf vyrok A. Potom platf vyrok B. 

• Vyrok A je postacujfcf podmfnkou pro platnost vyroku B. 

• Vyrok B je nutnou podmfnkou pro platnost vyroku A. 

Je-li predpoklad A nepravdivy, pak implikace A =>• B platf vzdy bez ohledu na 
platnost zaveru B. Jinymi slovy, z nepravdiveho vyroku plyne jakykoliv jiny vyrok. 
Tato skutecnost muze nekdy pusobit potfze, ktere vyplyvajf z rozdflneho pouzfvanf 
obratu .Jestlize platf A, pak platf B.“ v logice a v prirozenem jazyce. V bezne re- 
ci pouzfvame tento obrat zpravidla tehdy, existuje-li nejaka vecna souvislost mezi 
predpokladem A a zaverem B, zatfmco v logice pouzfvame tento obrat i ke spojenf 
vyroku, kde takova souvislost nemusf existovat, naprfklad .Jestlize je medved ry- 
ba, pak jsou Atheny v Egypte.“ Pravdivost takoveho vyroku v logice zavisf pouze 
na pravdivostnfch hodnotach predpokladu a zaveru. Ackoliv pravdivost takovych 
vyroku muze pusobit nezvykle, je formalne logicke pojetf implikace v matematice 
velmi uzitecne. Podrobnejsf vysvetlenf lze nalezt naprfklad v @11.8]. 

1.1.7. Ekvivalencf vyroku A a B nazyvame vyrok ,Vyrok A platf prave tehdy, kdyz 
platf vyrok B.“ Ekvivalenci vyroku A a B znacfme A O B. Pokud f a B majf 
stejnou pravdivostnf hodnotu, pak \c A O B pravdivy vyrok. Pokud nemajf A a 
B stejnou pravdivostnf hodnotu, pak je A B nepravdivy vyrok. Mfsto „Vyrok A 
platf prave tehdy, kdyz platf vyrok B.“ pouzfvame take nasledujfcf obraty. 

• Vyrok A platf tehdy a jen tehdy, kdyz platf vyrok B. 

• Vyrok A je ekvivalentnf s vyrokem B. 

• Vyrok A je nutnou a postacujfcf podmfnkou pro platnost vyroku B. 

1.1.8. Nasledujfcf tabulky uvadejf pravdivostnf hodnoty vyse definovanych logic- 
kych operacf v zavislosti na pravdivosti vyroku A a B. 


A 

->A 

A 

B 

AaB 

Aw B 

A => B 

A o B 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

1 

0 

0 

1 

0 

1 

1 

0 



1 

1 

0 

1 

0 

1 

1 

1 

0 

1 

0 

1 


1.1.9. Pro zjednodusenf zapisu bude mft mezi logickymi operacemi negace pred- 
nost pred ostatnfmi operacemi. Naprfklad zapis —>A =>• B znamena (- <A) =>• B. 
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1.1.10. Veta (vlastnosti negace, konjunkce a disjunkce). Necht' A, B a C jsou vyro- 
ky. Potom jsou nasledujici vyroky vzdy pravdive bez ohledu na pravdivost vyroku 
A, B, C. 


(a) -(-4) ^ A 

(b) (IaB)^(Ba A) 

(c) ((A aB)aC)o(Aa(Ba O) 

(d) (AvB)o(Bv A) 

(e) ((A v B) v C) (A v (B v C)) 

(f) (4v(JJa O) o ((A v B) A (A v C)) 

(g) (4a(Sv O) ^ ((A A B) v (A A O) 


Dukaz . (a) Predpokladejme nejprve, ze vyrok A jc nepravdivy. Potom je vyrok ->A 
pravdivy a vyrok —■(—>^4) je nepravdivy. Vyroky A a ->(->4) maji stejnou pravdivostni 
hodnotu, takzeje vyrok -•{-'A) A pravdivy. 

Nyni predpokladejme, ze vyrok A je pravdivy. Potom je vyrok ->4 nepravdivy 
a vyrok —•(—>^4) je pravdivy. Vyroky A a ->(->4) maji stejnou pravdivostni hodnotu, 
takze je vyrok —■(—•^4) A opet pravdivy. Tim je dukaz proveden. Predchozi uvahu 
lze prehledneji zapsat pomoci nasledujici tabulky. 


A 

->A 


-(-4) A 

0 

1 

0 

1 

1 

0 

1 

1 


(b) Kazdy z vyroku A a B muze byt pravdivy nebo nepravdivy. Pouzijeme-li 
stejny postup jako v predchozim pripade, je treba projit celkem ctyri pripady. Tyto 
pripady spolu s pravdivostnimi hodnotami prislusnych vyroku jsou zachyceny v 
nasledujici tabulce. 


A B 

AaB 

B A A 

(A A B) o (B A A) 

0 0 

0 

0 

1 

0 1 

0 

0 

1 

1 0 

1 1 

0 

1 

0 

1 

1 

1 


Posledni sloupec pravdivostnich hodnot obsahuje pouze pravdivostni hodnotu 1, 
takze uvazovana ekvivalence je vzdy pravdiva. 

(c) Podobnejako v predchozim pripade sestavime prislusnou tabulku. Zde je 
jiz celkem osm moznosti pravdivostnich hodnot pro trojici vyroku A, B a C. 



L. LOGIKA, MNOZINY A ZAKLADNI Cl'SELNE OBORY 


A 

B 

c 

AaB 

BaC 

(AaB)aC 

A A (B A C) 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

0 

1 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

1 

1 

0 

1 

1 

1 

0 

1 

0 

1 

0 

1 


Poslednf dva sloupce pravdivostmch hodnot jsou shodne, takze dokazovana ekvi- 
valence je vzdy pravdiva. 

Prfpady (d)-(g) lze odvodit zcela obdobne a prfslusne tabulky zde jiz uvadet 
nebudeme. ■ 

1.1.11. Tvrzenf (b) a (c) Vety |1 .1. io| ukazujf, ze pokud chceme postupne spojit vy- 
roky Ai,... ,A n pomocf konjunkce, nezalezf na poradf, v jakem uvazovane vyroky 
spojimc. Napnklad vyroky 

Ai A ((A 2 a A 3 ) A A 4 ), ((A 4 a A 3 ) a Ai) a A 2 

jsou ekvivalentnf. V takovych pnp adech p ak pouzfvame jednodussf zapis A , A 
A 2 a ■■■ a A„. Tvrzenf (d) a (e) Vety |1.1.10| umoznujf zavedenf obdobneho zapisu 
A i v A 2 v • • • v A n pro disjunkci. V prfpade konjunkce dokonce nekdy vynechava- 
me symbol A a vyroky pouze oddelujeme carkami. Naprfklad vyrok „Platf vyroky 
Ai , A 2 , A 3 .“ znamena „Platf vyrok A\ A A 2 A A 3 .“ 

1.1.12. Veta (negace konjunkce, disjunkce, implikace a ekvivalence). Necht; A a B 
jsou vyroky. Potomjsou nasledujfcf vyroky vzdy pravdive bez ohledu na pravdivost 
vyroku A a B. 

(a) -04 A B)o (-T v -.B) 

(b) ^(A (rA A ->B) 

(c) -(4 =>• B) o (A A -B) 

(d) -(A <s>B)o (Ao -B) 

Dukaz. Pomocf tabulky pravdivostmch hodnot ukazme napnklad platnost (d). Prav¬ 
divost vyroku (a)-(c) lze dokazat obdobne. 


A B 

A o B 

-04 ^ B) 

A & -B 

0 0 

1 

0 

0 

0 1 

0 

1 

1 

1 0 

0 

1 

1 

1 1 

1 

0 

0 


Poslednf dva sloupce jsou shodne, a tedy vyrok -<(A O B) O (d —B) je vzdy 
pravdivy. ■ 
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1.1.13. Veta (vztah implikace a ekvivalence). Necht: A a B jsou vyroky Potom jsou 
vyroky A B a (A =£■ B) A (B A) ekvivalentnf, tj. vyrok 

(A<> B)& ((A =» B) A (B =► 4)) (1.1) 

je vzdy pravdivy bez ohledu na pravdivost vyroku Adi B. 

Dukaz. Opet pouzijeme tabulku pravdivostnfch hodnot. 


A 

B 

A => B 

B =► A 

04 =>- B) A (B=> A) 

A B 

0 

0 

1 

1 

1 

1 

0 

1 

1 

0 

0 

0 

1 

1 

0 

1 

0 

1 

1 

1 

0 

1 

0 

1 


Poslednf dva sloupce jsou shodne, a vyrok ( |l.l[ ) je tedy vzdy pravdivy. ■ 

1.1.14. Veta. Necht; A, B a C jsou vyroky. Potom jsou nasledujici vyroky vzdy 
pravdive bez ohledu na pravdivost vyroku A, B, C. 

(a) (A =► B) O (-■B =► -.4) 

(b) 04 =► B) o (-.A v 5) 

(c) (04 v B) =A C) o ((A =► C) A (5 =► C» 

Dukaz. Tvrzeni plynou z nasledujicich tabulek pravdivostnich hodnot. 

(a) 


A B 

-■ A 

-5 

A => B 

->B => ->A 

(A =► B) O (-B =► -.A) 

0 0 

1 

1 

1 

1 

1 

0 1 

1 

0 

1 

1 

1 

1 0 

0 

1 

0 

0 

1 

1 1 

0 

0 

1 

1 

1 


(b) 


A B 

- A 

A =>• B 


04 => B) & (-A v B) 

0 0 

1 

1 

1 

1 

0 1 

1 

1 

1 

1 

1 0 

0 

0 

0 

1 

1 1 

0 

1 

1 

1 


(c) 
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A 

B 

c 

Aw B 

(4vB)4C 

A^C 

B => C 

(A => C) A (B => C) 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

1 

1 

0 

0 

1 

0 

1 

1 

1 

1 

0 

1 

0 

1 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

0 

0 

1 

0 

0 

1 

0 

1 

0 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

0 

1 

1 

1 

0 

1 

0 

1 

0 

1 

0 

1 


Sloupec pravdivostnfch hodnot odpovfdajfcf vyroku {Aw B) =>■ C je shodny s 
posledmm sloupcem, a proto je vyrok v bode (c) vzdy pravdivy. ■ 

1.1.15. Tvrzenf „Cfslo a je liche.“, kde a je promenna, je gramatickou vetou, nicme- 
ne nenf vyrokem, protoze jej nelze potvrdit ani vyvratit. Z uvedeneho tvrzenf se 
stane vyrok, pokud promennou a nahradfme konkretnfm cfslem, naprfklad „Cfslo 
7 je liche.“ Prave uvedeny prfklad motivuje nasledujfcf definici. 

1.1.16. Definice. Vyrokova forma V(x\,..., x n ) je vyraz, z nehoz vznikne vyrok, 
kdyz zapromenne Ai ,... ,x„ dosadfme po fade prvky z danych mnozin Mi, M2. .... M n . 
Takovou vyrokovou formu s n promennymi a prfslusnymi mnozinami M\, M2...., M n 
znacfme 

V(xi,... ,x„), ai e M\,X2 e M 2 , ...,x n e M n . 

1.1.17. Pojem mnoziny v predchozf definici pouzfvame v intuitivnfm smyslu. Pro 
nase uvahy nam zatfm postacf toto (ne zcela presne) vymezenf: Mnozinou rozumme 
kazde shmuti urcilych a navzajem ruznych objektu (ktere nazyvame prvky) dojedineho celku. Je-li 
a prvkem mnoziny A, pak pfseme a e A. Pokud a nenf prvkem A, pfseme a £ A. 
Jestlize kazdy prvek mnoziny A je i prvkem mnoziny B, potom rfkame, ze A je 
podmnozinou B a pfseme A C B. Prazdnou mnozinou nazve me m nozinu, ktera 
neobsahuje zadny prvek. Zpresnujfcf vyklad je uveden v Oddflu |L3| a Dodatku 

1.1.18. Necht' vyrokova forma V ma tvar „a je hlavnf mesto Ceske republiky“, kde 
za a dosazujeme prvky z mnoziny vsech ceskych mest. Pak K(Praba) je pravdivy 
vyrok, ale vyrok K(Plzen) neplatf. 

1.1.19. Poznamka. Predikatem v logice rozumfme vlastno st, kterou nejakemu pred- 
metu prisuzujeme, nebo mu ji upframe. V Prfkladu |1.1.18| je predikatem „byt hlav- 
nfm mestem Ceske republiky 11 . Predikatova logika se venuje studiu predikatu a 
vysetrovanf vlastnostf kvantifikace. Pojmem kvantifikace se nynf budeme zabyvat. 

1.1.20. Definice. Necht; V{x), x e M, je vyrokova forma a P C M . 

(a) Vyrok „Pro kazde a € P platf V(x).“ symbolicky zapisujeme ve tvaru 

Va eP : V(x). 

Symbol V nazyvame obecnym kvantifikatorem. 

(b) Vyrok „Existuje x e P takove, ze platf K(a).“ zapisujeme ve tvaru 

Ea e P: V{x). 
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Symbol 3 nazyvame existencnim kvantifikatorem. 

(c) Vyrok „Existuje prave jedno x e P takove, ze platf V(x).“ zapisujeme ve 
tvaru 

3!x e P: V(x). 

1.1.21. Poznamka. Z typografickeho hlediska vznikly symboly V a 3 otocenfm 
pismen A a E. Pi'smeno A vychazi z nemeckeho slova allgemein, a pi'smeno E patrne 
z francouzskeho slova exister. 

1.1.22 (kvantifikace pres prazdnou mnozinu). Necht' V(x), x e M, je vyrokova 
forma. Jestlize P je prazdna mnozina, potom vyrok 

Vx e P: V(x) 

povazujeme za pravdivy. Na druhe strane vyrok 
3 xeP \ V(x) 

je zrejme nepravdivy. 

1.1.23. Pokud ma vyrokova forma vice promennych, muzeme z ni pomoci kvantifi- 
katorn vytvorit nove vyrokove formy s mensim poctem promennych nebo dokonce 
vyroky. Mejme vyrokovou formu V(x, y), x e M\ , y e M2. Nynf muzeme vytvorit 
nove vyrokove formy s jednou promennou napriklad takto: 

VxeM,: V(x, y), 3x e M x : V(x, y), 

Vy e M 2 : V(x, y), 3 y e M 2 : V(x, y). 

V prvnim radku jde o vyrokove formy s promennou y a ve druhem s promennou 
x. Z techto forem lze utvorit vyroky pouzitim dalsiho kvantifikatoru, napriklad 

Vx e Mi: (Vy e M 2 : V(x, y)), 3y e M 2 : (3x e M x : V(x, y)). 

Vyroky uvedeneho typu zapisujeme zpravidla jednoduseji nasledujicim zpusobem: 
Vx e Mi Vy e M 2 : V(x, y), 3y € M 2 3x e Mi: V(x, y). 

Obdobne muzeme pomoci kvantifikatoru vytvaret vyrokove formy a vyroky z vy¬ 
rokove formy s vice nez dvema promennymi. 

1.1.24 (intuitivni pojeti matematicke logiky). V nasem textu se pridrzime intuitiv- 
niho vyznamu kvantifikatoru, tj. vyuzijeme toho, jak v bezne reci rozumime obra- 
tum „pro kazde x“ a „existuje x“. Nebudeme tedy usilovat o ciste formalni pojeti 
matematicke logiky, nebot' takovy pristup by pro svou narocnost nebyl primereny 
nasemu textu. Proto nektere vlastnosti kvantifikatoru z tohoto oddilu nebudeme 
dokazovat, nicmene by tyto vlastnosti mely byt intuitivne zrejme. V knize [ ]T^ ] je 
mozne se seznamit s precizni vystavbou matematicke logiky a jejimi hlubokymi 
vysledky. Kniha vsak predpoklada obeznamenost s vyssi matematikou. 

1.1.25 (zuzeni vyrokove formy). Uved'me nejprve dve nasledujici vlastnosti. Necht; 
K(x), x e Mi, je vyrokova forma a M 2 C M,. Potom plati: 

(a) (Vx e Mi: E(x)) =J> (Vx e M 2 : V(x)), 



1. LOGIKA, MNOZINY A ZAKLADNI' CfSELNE OBORY 


(b) (Ex e M 2 : V(x)) =► (Ex e M l : V(x)). 

Vyrok (a) rfka, ze pokud vyrok V(x) platf pro kazdy prvek x mnoziny Mi, pak platf 
i pro kazdy prvek x z mnoziny M 2 . Vyrok (b) tvrdi, ze pokud v podmnozine M 2 
existuje prvek x takovy, ze V(x) platf, pak takovy prvek nalezneme i v mnozine Mi . 

1.1.26 (poradf kvantifikatoru). Uved'me dale tri zakladnf vlastnosti tykajfcf se po- 
radf kvantifikatoru, ktere budeme casto pouzfvat. Necht; V(x,y),x e Mi, y e M 2 
je vyrokova forma. Potom platf: 

• (Vx e Mi Vy e M 2 : V{x,y)) O (Wy e M 2 Vx e M x : F(x,y)), 

• (Ex e Mi By e M 2 : V(x, y)) (Ey e M 2 Ex e Mi: V(x, y)), 

• (Ex e Mi Vy e M 2 : V(x,y)) (Vy e M 2 Ex e Mj: V(x,y)). 

Prvnf dve vlastnosti rfkajf, ze poradf kvantifikatoru stejneho typu lze zamenovat, aniz 
by se zmenila pravdivostnf hodnota vyroku. V poslednf ze trf vyse uvedenych for- 
mulf je vsak pouze implikace, nikoli ekvivalence. Poradf obecneho kvantifikatoru 
a existencnfho kvantifikatoru totiz obecne zamenit nelze, jak ukazuje nasledujfcf 
prfklad. 

Necht: A(m , d),m e M,d e D, znacf vyrokovou formu 

„Muz m je otcem dftete d.“, m e M,d e D, 
kde M je mnozina vsech muzu a D je mnozina vsech detf. Vyroky 

Vd e D Em e M: A(m , d), E meMVdeD: A(m , d) 

se lisf pouze poradfm kvantifikatoru. Prvnf vyrok rfka, ze kazde dfte ma sveho otce. 
Druhy vyrok tvrdf, ze existuje muz, kteryje otcem vsech detf. Pravdivostnf hodnoty 
techto vyroku se tedy lisf. 


1.1.27. Oznacenf. Necht: V(x, y) je vyrokova forma, kde za promenne x a y bere- 
me prvky mnoziny A. V takovem prfpade vzhledem k zamennosti kvantifikatoru 
stejneho typu pouzfvame casto mfsto zapisu 

Vx e A Vy e A : V(x, y) 


zapis 


Vx,y e A: V{x,y). 


Podobne mfsto 


BxeAByeA: V(x,y) 


pfseme zkracene 


Ex,y e A: V(x,y). 

Tuto konvenci budeme zrejmym zpusobem pouzfvat i ve formulfch, ktere obsahujf 
vice nez dva kvantifikatory. 

1.1.28. Oznacenf. Necht' V a P jsou vyrokove formy s promennou x e M. Zapis 
Vx e M, P(x): F(x), (1.2) 
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oznacuje vyrok 

VxeM: (P(x) =>■ V{x)). 

Vyrok ( |l.2[ ) cteme: „Pro kazde x z M splnujfcf P platf V(x).“ Zapis 

E x e M,P(x): V(x) (1.3) 

oznacuje vyrok 

E xeM: (P(x) aV(x)). 

Vyrok ( |l.3| ) cteme: „Existuje x z M splnujfcf P, pro ktere platf F(x).“ Obdobny 
zapis pouzfvame i v prfpade, ze V je vyrokova forma o vice nez jedne promenne. 
Vyse uvedena umluva zjednodusuje a zprehlednuje zapis formulf. 

1.1.29 (negace vyroku s kvantifikatory). Necht: V a P je vyrokova forma s promen- 
nou x e M. Negaci vyroku 

VxeM: V(x) 

lze zapsat ve tvaru 

E xeM: ~^V{x), 

pricemz ->V znacf vyrokovou formu, ktera po dosazenf za promennou x urcuje 
vyrok -i(K(x)). Podobne negaci vyroku 

E xeM: V(x) 

lze zapsat ve tvaru 

WxeM: -K(x). 

Negovat vyrok 

Vx e M,P(x ): V(x), 

znamena negovat vyrok 

VxeM: (P(x) => V(x)). 

Po provedenf negace dostaneme 

E xeM: -(P(x) =>• V(x)), 

takze podle Vety [l.l. 1 2| (c) 

E xeM: (P(x) a-.7(jc». 

Poslednf formuli lze prepsat ve tvaru 

Ex e M,P(x ): ->V(x). 

Podobne lze odvodit, ze negace vyroku 

Ex e M,P(x ): V(x) 

ma tvar 

Vx e M,P(x ): -K(x). 
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Pokud negujeme vyrok, ktery obsahuje vice kvantifikatoru, postupujeme tak, 
ze ve formuli zamenime obecne kvantifikatory za existencni, existencni za obecne 
a znegujeme vyrokovou formu. Spravnost postupu vyplyva z predchoziho vykladu. 

1.1.30. Negacivyroku 

Vx e Mi By e M 2 Vze« 3 : V(x, y, z ) 

lze zapsat ve tvaru 

Ex e Mi Vy e M 2 E z e M 3 : ->V(pc,y,t). 

1.1.31. Priklad. 

Dalsi pffklady jsou uvedeny v Oddilu |l ,9| . 


1.2. Zakladnf metody dukazu 

1.2.1. Mnozinu vsech pfirozenych cisel, tj. mnozinu vsech cisel 1, 2, 3,..., bu- 
deme znacit N, mnozinu vsech celych cisel Z, mnozinu vsech racionalnich cisel, 
tj. mnozinu cisel tvaru kde p e Z a q e N, budeme znacit Q a mnozinu vsech 
realnych cisel M. Iracionalnim cislem rozumime kazde realne cislo, ktere neni raci- 
onalni. Cisla z uvedenych mnozin muzeme porovnavat mezi sebou podle velikosti, 
scitat, odecitat, nasobit a debt. Pro rovnost realnych cisel budeme pouzivat stan- 
dardni symbol = a pro nerovnosti symboly <, >, <, >. Pro uvedene operace pak 
symboly + (plus), — (minus), • (krat) a - (zlomkova cara). Budeme predpokladat 
znalost zakladnich vlastnosti techto mnozin na urovni stredoskolske matematiky, 
tj. zejmena znalost vlastnosti pocetnich operaci. Take pouzijeme tvrzeni, ze mno- 
zina pfirozenych cisel je rovna mnozine vsech celych cisel, ktera jsou vetsi nez 0, a 
cislo 1 je nejmensi prirozene cislo, tj. pro kazde n e N plati n > 1.0 mnozinach 
N, Z, Q alR zde hovorime zejmena proto, abychom je mohli pouzivat v ilustracnich 
prikladech tohoto oddilu. Jejich presnemu zavedeni se budeme venovat v Oddi- 
lu|J a Dodatku |b|. Logicka struktura hlavni linie vykladu vsak nebude narusena 
pouzivanim dosud nedefinovanych pojmu a nedokazanych tvrzeni. 

1.2.2. V matematice vychazime z nekolika zakladnich tvrzeni, ktera nedokazuje- 
me. Takova tvrzeni nazyvame axiomy. Vsechna dalsi tvrzeni jsou potom odvozo- 
vana z axiomu a tvrzeni jiz dokazanych. Matematicke tvrzeni, ktere povazujeme za 
dulezite nebo zajimave samo o sobe, vetsinou nazyvame vetou. K oznaceni tvrze¬ 
ni, ktere ma pomocny charakter, tj. potfebujeme jej pouze k dukazu jinych tvrzeni, 
pouzivame zpravidla slovo lemma.U Definice vymezuji nove pojmy, vety a lemma¬ 
ta hovori o vlastnostech techto pojmu a vztazich mezi nimi. Matematicka teorie je 
tak tvorena axiomy, definicemi, vetami, lemmaty a dukazy. Podrobnejsi vyklad o 
axiomech i samotnem jazyce matematiky je uveden v Dodatku 


'Slovo lemma je stredmho rodu. 
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Nejcasteji byva matematicka veta formulovana ve tvaru implikace, tj. pokud 
plati predpoklad A, pak plati zaver B. Dukazem je pak posloupnost spravnych 
uvah vedoucich od predpokladu vety k jejimu zaveru. Mezi zakladnf typy dukazu 
patff: 

• prfmy dukaz, 

• nepnmy dukaz, 

• dukaz sporem, 

• dukaz rozborem pripadu, 

• dukaz matemadckou indukci. 

Tyto postupy nyni strucne vysvetlime a vyklad doplnime pnklady. Uved'me jeste, 
ze u slozitejsich dukazu je casto nutne pouzit i nekolika z vyse uvedenych postupu 
a vzajemne je kombinovat. 

1.2.3 (pffmy dukaz). Mejme matematickou vetu ve tvaru implikace A =>• B pro 
jiste vyroky A a B. Pri primem dukazu postupujeme takto: Predpokladame, ze vy- 
rok A plati. Odtud odvodime platnost jisteho vyroku Ci, pomoci C\ dokazeme 
pravdivost jisteho vyroku C2, z neho pak dokazeme C3 a tak dale, az z predpokla- 
du platnosti vyroku C„ dokazeme vyrok B. Odvodili jsme tedy nasledujici retez 
implikaci 

A =>• Ci, Ci =>■ C2, C2 => C3,..., C „-1 C n , C„ B, 

ze ktereho jiz plyne platnost implikace A B. Chceme-li dokazat nejakou vetu 
primym dukazem, je na nas, abychom nalezli vhodne stredni cleny C\,... ,C n , ktere 
nam umozni z predpokladu odvodit zaver. Jakje hledat v konkretnim pripade, na 
to bohuzel zadny navod ci dokonce algoritmus neexistuje. Matematika je tvurci 
cinnost a bez urcite miry duvtipu zadnou novou vetu dokazat nelze. 

1.2.4 (nepnmy dukaz) . Ten to typ dukazu je zalozen na ekvivalenci vyroku A =>• B 
a -'B =^> ->A (viz Vetu |l,1.14| (a)). Plati-li druhy vyrok, pak plati i prvni. Staci tedy 
nalezt jakykoli dukaz druheho vyroku. 

1.2.5 (dukaz sporem). Tato metoda je zalozena na ekvivalenci vyroku A =>• B 
a -'{A A ~'B) (viz Vetu |l,1.12| (c)). Pri tomto zpusobu dokazovani predpokladame 
platnost vyroku A A —•B. Pokud se nam z neho podari odvodit vyrok C, ktery je 
neplatny, pak nemuze platit ani vyrok A A ~'B (z platneho vyroku nelze odvodit 
vyrok neplatny). Plati tedy ->(A A -'B), neboli A =$ B. 

1.2.6 (duka z rozbo rem pripadu). Ma-li dokazovane tvrzeni tvar (A V B) => C,pak 
podle Vety |l . 1.1 4| (c) staci dokazat tvrzeni d=>Cafi=>C.V tomto dukazu tedy 
nejprve dokazujeme zaver C za predpokladu, ze plati A. Pak dokazujeme C za 
predpokladu, ze plati B. Pri aplikaci teto metody je tedy treba zapsat predpoklad 
vety ve tvaru A v B tak, abychom pak mohli snaze odvodit A =>• C a B C. Ani 
zde neni k dispozici zadny algoritmus, jak takova A a B nalezt, a je treba pouzit 
vlastniho duvtipu. 
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1.2.7 (dukaz matematickou indukci). Metodu dukazu matemadckou indukci lze 
pouzit k dukazu vyroku tvaru 

Vn e N: V(n), (1.4) 

kde V(n), n e N, je vyrokova forma. V prvm'rn kroku matematicke indukce doka¬ 
zeme platnost vyroku V{\). Ve druhem kroku pak dokazeme vyrok 

Vn e N: (V(n) =*> V(n + 1)), 

neboli predpokladame platnost V(n) (tzv. indukcnipredpoklad) a odvodime plat¬ 
nost V(n + 1). Z techto dvou kroku pak vyplyva platnost vyroku 
V pnpade, ze chceme dokazat vyrok tvaru 

Vn e Z,n >n 0 : V(n), 

kde no e Z a V(n), n e {j e Z; j > n 0 }> je vyrokova forma, pak v prvmm kro¬ 
ku matematicke indukce dokazeme platnost vyroku V(no)- Ve druhem kroku pak 
dokazeme vyrok 

Vn e Z ,n>n 0 -. (V(n) =>• F(n + 1)). 

Korektnost teto dukazove metody podstatne souvisi s konstrukcemi mnoziny 
prirozenych cisel a mnoziny celych cisel, kterym se budeme venovat v Dodatku IB]. 

1.2.8 (dukaz uplnou matematickou indukcf). Necht; V(n), n e N, je vyrokova for¬ 
ma. Vyrok 

V/i 6 N: V(n) (1.5) 

je nekdy mozne dokazat pomoci uplne matematicke indukce, ktera sestava z ove- 
reni nasledujicich tvrzeni: 

(a) plati K(l), 

(b) pro kazde n e N plati 

(V/ £ N, j < n: V(j)) V(n + 1). 

Krok (b) uplne matematic ke ind ukce se lisi od druheho kroku matematicke in¬ 
dukce popsane v paragrafu |1.2.7| v tom, ze misto abychom predpokladali platnost 
pouze V(n), predpokladame, ze plati vyroky V{\), V(2),, V(n). 

Predpokladejme, ze plati (a) a (b). Ukazeme, ze pak plati (jk5[). Definujme 
vyrokovou formu W(n). n e N, nasledujicim zpusobem: Vyrok W(n) rika, ze pro 
kazde j e N ,j< n, plati V(J). Matematickou indukci dokazeme tvrzeni 

Vn e N: W(n). (1.6) 

Vyrok W( 1) plati podle (a). Nyni predpokladejme, ze pro nejake n e N plati W(n). 
Potom podle (b) plati V(n + 1). Plati-li W(n) a V(n + 1) , pak plati W(n + 1). Podle 
principu matematicke indukce plati ( |l.6[ ) . Z vyroku ( |l.6[ ) pak okamzite plyne jl.5[ ) . 

Dalsi varianty dukazu matematickou indukci jsou uvedeny v prikladove casti 
teto kapitoly (Oddil[b9|). 

Pouziti vyse uvedenych dukazovych metod priblizime v nasledujicich prikla- 
dech. 
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1.2.9. Priklad. Dokazte, ze pro kazde plati |(a 2 + b 2 ) > ab. 

Resent Provedeme pfimy dukaz tvrzeni. Vezmeme libovolna cisla a,b e R. Potom 
plati ( a—b ) 2 > 0. Upravime-li tuto nerovnost, dostaneme a 2 —2ab+b 2 > 0. Odtud 
jiz snadno plyne dokazovana nerovnost \(a 2 + b 2 ) > ab. a 

1.2.10. Priklad. Necht; n e N. Dokazte, ze potom existuje k e N takove, z e n = 
2k, nebo n = 2k — 1, pricemz oba pripady nemohou nastat zaroven. V prvnim 
pripade ffkame, ze n je sude, a ve druhem, ze je liche. 

Resent K dukazu prvni cash tvrzeni pouzijeme matematickou indukci. Pro n = 1 
polozme k = 1. Potom mame 1 =2-1-1. Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro 
n e N, a chceme tvrzeni dokazat i pro cislo n + 1. Podle indukcniho predpokladu 
existuje k e N takove, ze n = 2k, nebo n = 2k — 1. V prvnim pripade plati n + 1 = 
2k + 1 = 2 (k + 1) — 1, ve druhem n + 1 = 2k. V prvnim pripade je tedy hledanym 
cislem k + 1 a ve druhem k. 

Pokud by cislo n e N bylo zaroven liche i sude, pak by existovala k, l e N 
takova, ze n = 2k = 21 — 1. Potom 2(1 — k) = 1, a tedy l — k > 0. Tudiz by 
platilo k + 1 < /, a tedy n = 21 — 1 > 2 (k + 1) — 1 =2^+1 >2 k = n, coz 
neni mozne. Metodou dukazu sporem jsme odvodili i druhou cast tvrzeni. Tim je 
tvrzeni prikladu dokazano. * 

1.2.11. Priklad. Necht; n e N a p e N je liche. Dokazte, ze potom p n je liche 
cislo. (Symbol p n znaci p--- p a p° = 1. Podrobneje tento zapis zaveden vpara- 

grafu|L6ll(b).) 

Resent Necht; p e N je liche. Tvrzeni dokazeme matematickou indukci. Pro n = 1 
je cislo p 1 = p liche podle predpokladu. Predpokladejme platnost tvrzeni pro 
prirozenc cislo n, tj. predpokladejme, ze cislo p n je liche. Pak existuje A: e N takove, 
ze p n = 2k — 1. Existuje take l e N takove, ze p = 21 — 1. Potom plati 
p n+1 = p n ■ p = (2k - 1) - (21 - 1) = 2(2 kl - k - l + 1) - 1. 

Dale plati 2 kl — k — l + 1 = k(l — 1) + l(k — 1) + 1 > 1, a tedy 2 kl — k — l + 1 e N. 
Odtud plyne, ze cislo p n+1 je liche. * 

1.2.12. Pripomenme, ze cislo d e Z nazyvame delitelem cisla n e Z, znacime 
d | n, pokud existuje k € Z splnujici n = kd. Pro kazde n e N je zrejme 1 i n 
delitelem n. Rekneme, ze n e N je prvocislo, pokud n > 1 a jeho jedini kladni 
delitele jsou lan. Napriklad cisla 2,3,5,7,11 jsou prvocisla. 

1.2.13. Priklad. Necht; n e N. Dokazte, ze potom existuje prave jedna dvojice 
kje N takova, z en = 2 k ~ l (2l - 1). 

Resent K dukazu pouzijeme uplnou matematickou indukci. Pro n = 1 polozime 
k = 1 a l = 1 a mame n = 1 = 2 1-1 (2-1-1). 

Predpokladejme, ze kazde j e M,j < n, lze vyjadrit ve tvaru 2 k ~ 1 (2l — 1) pro 
vhodna k, l e N. Chceme ukazat, ze i pro cislo n + 1 lze nalezt prislusna k,l e N. 
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Pokud je n + 1 cislo liche, pak existuje / e N takove, ze n + 1 = 21 — 1. Polozime 
k = la tvrzeni je dokazano. Pokud je cislo n + 1 sude, pak existuje m e N takove, 
ze n + 1 = 2m. Ponevadz m < n, existuji podle indukcniho predpokladu cisla 
k', l' e N takova, ze m = 2 k '~ 1 (2 /' — 1). Potom staci polozit k=k'+\a.l = l'. 

Zbyva dokazat, ze cisla k, l jsou pro dane n e N urcena jednoznacne. Predpo- 
kladejme, ze n = 2 k ~ 1 (2l - 1) = 2 k '~ 1 (2 /' - 1) pro k , /, k', l' e N. Predpokladejme, 
ze k' > k, pak plati 21 - 1 = 2 k '~ k (2V — 1). Cislo na leve strane rovnosti je liche, 
zatimco cislo na prave strane je sude, coz je spor. Podobne vede ke sporu predpo- 
klad k < k'. Musi tedy platit k = k'. Potom dostavame 21 — 1 = 2V — 1. Odtud jiz 
snadno plyne / = /'. Tim je dukaz jednoznacnosti proveden. * 

1.2.14. Priklad. Necht; n e N. Dokazte, ze je-li n 2 sude, potom je i n je sude. 

Resent. Podle Prikladu |l.2.1l| plati, ze pokud je n liche, pak je i n 2 liche. Odtud 
plyne tvrzeni metodou neprimeho dukazu. * 

1.2.15. Priklad (Hippasusi). Dokazte, ze cislo V2, ktere je definovano jako kladne 
reseni rovnice y 2 = 2 v oboru realnych cisel, ne ni racio nalni. Existenci ajednoznac- 
nost takoveho reseni dokazeme pozdeji (vizte |4.3.14| ). 

Reseni. Provedeme dukaz sporem. Predpokladejme, ze \/2 je racionalni cislo. Po¬ 
tom existuji p e N a q e N takova, ze \[2 = £ Navic muzeme predpokladat, 
ze nejvyse jedno z cisel p a q je sude. Podle Prikladu |l.2.13| lze totiz nalezt cisla 
ki,li,k 2 , h z mnoziny N U {0} takova, ze p = 2 kl (2l\ — 1) a q = 2 k2 (21 2 — 1). Pak 
staci misto dvojice p a q uvazovat dvojici 2/ t — 1 a 2 k2 ~ k ' (21 2 — 1), pokud k 2 > k t , 
nebo 2 kl ~ k2 (2li — 1) a 2 1 2 — 1, pokud k 2 < k\. 

Z rovnosti -s/2 = ^ plyne, ze p 2 = 2q 2 , a tedy cislo p 2 je sude. Podle Prikla¬ 
du |1 .2. 14| dostavame, ze i p je sude, a tedy p 2 = 4k, kde k e N. Z vychozi rovnosti 
p 2 = 2q 2 dostavame, ze q 2 je sude. Podle Prikladu |l.2.14| je cislo q sude. Odtud 
plyne, ze p a q maji spolecneho delitele 2. To je ovsem spor s predpokladem, ze 
nejvyse jedno z cisel p a q je sude. Cislo ~J2 tedy neni racionalni. * 

1.2.16. Priklad. Necht; n e N. Dokazte, ze potom je cislo n(n + 1) sude. 

Reseni. Provedeme dukaz rozborem pripadu. Mejme n e N. Pak plati, ze n je sude, 
nebo n je liche. Pokud je n sude, pak je i cislo n(n + 1) sude. Pokud je cislo n liche, 
pakje cislo n + 1 sude, a proto je i cislo n(n + 1) sude. Tim je dukaz proveden. * 

1.2.17. Pri dukazu vyroku 

Vx e M : V(x) 

casto postupujeme nasledujicim zpusobem. Zvolime x e M pevne, ale libovol- 
ne, tj. o x predpokladame pouze to, ze je prvkem M, a nic dalsiho. Postupnymi 
dedukcemi ukazeme platnost vyroku K(x ) pro toto x. Tim je pak dukaz proveden. 


2 Hippasus (5. stol. pr. n. 1.) 
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1.2.18 (konstruktivm a nekonstruktivni dukaz). Pri dukazu vyroku 
E x e M: V(x) 

mame dve moznosti. Bud pnmo nalezneme nejake x e M, pro ktere plati V(x), 
nebo takove x e M nenalezneme, ale dokazeme, ze alespon jedno musi existovat. 
Tyto postupy nazyvame po fade konstruktivnim dukazem a nekonstruktivnim 
dukazem. Nekonstruktivni dukaz take nekdy nazyvame existencnim dukazem. 

1.2.19. Priklad. Ukazte, ze existujf iracionalm cisla a, b takova, ze a b je cislo raci- 
onalm. 

Resmi (konstruktivm dukaz). Polozme a = a b = log 2 9, kde log 2 oznacuje loga- 
ritmus o zakladu 2 . Presnou definici vyrazu a b a logaritmu uvedeme v Kapitole 
Potom plat! 

a b = V2° S2 9 = 22 1 o S 2 (3 2 ) = 2 lo S 2 3 = 3 . 

Staci tedy odvodit, ze cislo log 2 9 je iracionalm. Pouzijeme metodu dukazu spo- 
rem. Predpokladejme, ze log 2 9 = kde p e Z a q e N. Ponevadz je cislo log 2 9 
kladne, musi byt p prirozene. Potom 9 = 2 lo S 2 9 = 2 ? , a tedy 9 ? = 2 P . Cislo 2 P je 
sude a podle Prikladu |l.2.1l| je cislo 9 q liche, coz je spor. * 

Resent (nekonstruktivni dukaz)■ Vyuzijeme opet iracionalitu cisla \f2. Pokud by cislo 

■v/2 

•J2 bylo racionalni, pak bychom byli s dukazem hotovi. Pokud by tomu tak 
nebylo, pak by cisla s/2^ a \f2 byla iracionalm, pritom ale cislo 

(V2^)^ = -v/2 2 = 2 

je racionalni. Tim je tvrzeni dokazano, nebot; alespon jedna dvojice cisel 

a = \Pi , b = V2 nebo a = \f2^, b = 2 

splnuje zadani ulohy. Vyse uvedeny postup vsak nerika, zda je resenim prvni nebo 
druha dvojice cisel. 

Poznamenejme jeste, ze Ize ukazat, ze cislo \[2 je iracionalni. Dukaz je vsak 
velmi obtizny (|^,^]). * 

1.2.20 (dukazy nerovnosti). Mamc-li dokazat nerovnost A < B rnczi realnymi cisly 
A a 2?, casto postup ujeme tak, ze nalezneme realne cislo C spltiujici A < CaC < B. 
Odtud pak jiz plyne nerovnost A < B. Pri hledani cisla C jde o to, aby dukazy 
nerovnosti A < C a C < B byly snazsi nez dukaz nerovnosti A < B. Cislu C nekdy 
rikame homi odhad cisla A a take dolni odhad cisla B. Samotnou nerovnost A < C 
nebo C < B take nekdy nazyvame odhadem. 
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1.3. Mnoziny 

1.3.1. Nebudeme se zde zabyvat otazkou, co je obecne mnozina. Tento problem, 
jenz se nachazi na pomezi matemadky a filosofie, je totiz velmi ncsnad ny a pre kra- 
cuje ramec tohoto textu. Zopakujme zadm pouze formulaci z paragrafu |1. 1. 17| , kte- 
ra nka, ze mnozinou rozumime kazde shrnuti urcitych a navzajem ruznych objektu 
(ktere nazyvame prvky) do jedineho celku. Doplnujici informace jsou uvedeny v 
Dodatku [a|. Pro systematicky vyklad teorie mnozin doporucujeme knihu [|5[|. 

Nyni zopakujeme pojmy z paragrafu mum a pridame nekolik dalsich. 

1.3.2. Mnozina je urcena svymi prvky. Skutecnost, ze prvek a patri do mnoziny A, 
znacime a e A, a skutecnost, ze a do A nepatri, zapiseme ve forme a A. 

Mnozinu definujeme vyctem prvku, napriklad piseme {1,2, 3,4, 5}, nebo po- 
moci vlastnosti, kterou museji splnovat jeji prvky, tj. piseme { x e M; V(x)}, kde M 
je mnozina a V(x), x e M, je vyrokova forma. Prikladem je zapis jieN; x < 6}. 

Prazdnou mnozinou nazveme mnozinu, ktera neobsahuje zadny prvek. Ozna- 
cime ji symbolem 0. Mnozinu, ktera neni prazdna, nazyvame neprazdnou. 

1.3.3. Rekneme, ze mnozina A je cast! mnoziny B nebo mnozina A je podmno- 
zinou mnoziny B, jestlize kazdy prvek mnoziny A je rovnez prvkem mnoziny B. 
Tuto skutecnost znacime A C B (nekdy tez piseme B D A) a tomuto vztahu mezi 
mnozinami rikame inkluze. Prazdna mnozina je podmnozinou kazde mnoziny. 

Mnoziny A a B jsou si rovny (A = B), jestlize maji stejne prvky, neboli plati 
soucasne A C B a B C A. Neni tezke odvodit, ze pro libovolne mnoziny A. B. C 
plati 

• A = A, 

• jestlize A = B, potom B = A, 

• jestlize A = B a B = C, potom A = C. 

Pokud si mnoziny A a B nejsou rovny, piseme A ^ B. Rekneme, ze mnozina A 
je vlastni casti mnoziny B nebo A je vlastni podmnozinou mnoziny B, jestlize 
A C B a A + B. 

Necht' X je mnozina. Mnozinu vsech podmnozin X znacime !P{X) a nazyvame 
ji potencni mnozinou mnoziny X. Z jazykovych duvodu budeme casto pouzivat 
slovni spojeni „system (pod)mnozin“ misto „mnozina (pod)mnozin“. 

1.3.4. Oznaceni. (a) Necht; n e N a A \,..., A n jsou mnoziny. Potom zapis A\ c 
• • • C A n znamena, ze plati inkluze A\ c A 2 , A 2 C A 3,..., A„-i c A n . Obdobne 
znaceni pouzivame i pro symbol D. 

(b) Necht; X je mnozina a n e N. Misto zapisu x\ e X,X 2 e X,...,x n e X 
budeme casto pouzivat strucnejsi zapis X\ , x 2 ,..., x„ e X. 

Nyni zavedeme operace, ktere ze dvou (nebo vice) mnozin utvori dalsi mno- 

1.3.5. Sjednocenim mnozin A a B nazveme mnozinu vytvorenou vsemi prvky, 
ktere patri alespon do jedne z mnozin A ci B. Sjednoceni mnozin A a B znacime 
symbolem 4UB. 
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Je-li A system mnozin, pak jeho sjednoceni (J A definujeme jako mnozinu 
vsech prvku a, pro ktere existuje A e A takove, zest A. 

1.3.6. Prunikem dvou mnozin A a B nazveme mnozinu vsech prvku, ktere nalezeji 
soucasne do A i do B. Prunik mnozin A a B znacime symbolem A fl B. Maji-li dve 
mnoziny prazdny prunik, rekneme o nich, ze jsou disjunktni. 

Je-li A neprazdny system mnozin, pak jeho prunik fj A definujeme jako mno¬ 
zinu vsech prvku a, ktere pro kazde AeA splnuji a e A. Rekneme, ze system A je 
disjunktni, jestlize pro kazde A, B e A splnujici A ^ B plati A fl B = 0. 

1.3.7. Necht; <A = {{1,2,3}, {3,4,7}, {1,2,3,4,5}}. Potom \JA = {1,2,3,4,5,7} a 
n=A = {3}. 

1.3.8. Rozdilem mnozin A a B nazveme mnozinu prvku, ktere patri do mnoziny A 
a nepatri do mnoziny B. Rozdil mnozin A a B znacime A \ B. 

1.3.9. Necht' meNalj,..., A m jsou mnoziny. Kartezskym soucinem A\ x A 2 x 

• ■ • x A m nazveme mnozinu vsech usporadanych m-tic [fli, «2. a m \, kde a; € At 

pro kazde i e {1,..., m}. Nekdy misto symbolu [a\, 02 ,.... a m \ pouzivame symbol 
(ai, a2,..., a m ). Presnou definici pojmu usporadana n-tice lze nalezt v Dodatku 
Je-li A mnozina a n e N, pak misto A x • • • x A piseme A n . 

n -krat 

1.3.10. Poznamka. V operaci kartezskeho soucinu neni obecne mozne zamenovat 
poradi mnozin. Pokud napriklad A = {0}, B = {1}, pak A x B = {[0,1]}, BxA = 
{[1,0]}, takzed x B ± B x A. 

1.3.11. Veta (de MorganovaS pravidla). Necht; X je mnozina a A je neprazdny 
system mnozin. Pak plati 

JST\(J A = p){*\d; A e A} 

a dale 

X \ p| = (J{Z \ d; AeA}. 

Dukaz. Provedeme dukaz prvniho z uvedenych tvrzeni. Mame dokazat dve inklu- 
ze, a sice 

X\|J^ c P{2f \ A; AeA} 

a zaroven _ 

2T \ |J A D p{2T \ A; AeA}. 

Je-li x e X \ [J A, znamena to, ze x patri do X, ale nepatri do sjednoceni [J A. 
Tedy x A pro kazdou mnozinu A e <A. To ale znamena, ze pro kazde A e A je 
tel\i,a tudiz x e \ A; A e <A}. Tim je prvni inkluze dokazana. 

Necht; iel\4 pro kazdou z uvazovanych mnozin AeA. Tedy x e X, ale 
x £ A pro vsechna AeA. Takze x \J A. Tudiz celkem x e X \ ]J A, cimz je 
zavrsen dukaz druhe inkluze. 

Druhe de Morganovo pravidlo lze dokazat obdobne. ■ 


3 Augustus de Morgan (1806-1871) 
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1.4. Relace usporadani a zobrazeni 


Relace usporadani. 

1.4.1. Definice. Necht' A a B jsou mnoziny. Binarni relaci R mezi prvky mnozin 
A a B rozumime libovolnou podmnozinu R kartezskeho soucinu Ax B. Pokud 
[a, b ] e R, pak rikame, ze prvek a je v relaci R s prvkem b. Piseme a Rb. Pokud 
A = B, rikame, ze je binarni relace na A. Pokud nehrozi nedorozumeni, budeme 
misto slovniho spojeni „ binarni relace“ pouzivat slovo „relace“. 

Existuje mnoho prikladu matematickych objektu, ktere jsou relacemi. V tuto 
chvili pro nas budou dulezite dva specialni typy relaci, totiz usporadani a zobraze¬ 
ni. Nasledujici definice nam pomuze zavest prvni z nich. 

1.4.2. Definice. Necht; A je mnozina a necht; R je relace na A. Rekneme, ze R je 

• reflexivni, jesdize plati 

Vx e A: [x,x] e R, 

• symetricka, jestlize plati 

Vx,y € A: [x,y] e R => [y,x] e R, 

• tranzitivni, jestlize plati 

Vx,y,z € A: ([x,y] e R /\[y,z] e R) =► [x,z] e R, 

• antisymetricka, jestlize plati 

Vx,y e A: [x, y] e R => [y,x] $ R, 

• slabe antisymetricka, jestlize plati 

Vx,y e A : (\x,y] e R a [y,x] e R) =>• x = y. 

1.4.3. Definice. Necht; A je mnozina a necht; R je relace na A. Rekneme, ze R je 

• usporadani (nekdy tez castecne usporadani ci neostre usporadani) , jestli¬ 
ze je reflexivni, slabe antisymetricka a tranzitivni, 

• ostre usporadani, jestlize je antisymetricka a tranzitivni, 

• linearni usporadani, jestlize jde o usporadani takove, ze pro kazde prvky 
x,y e A plati [x, y] e R nebo [y, x] e R. 

1.4.4. Prave definovany pojem usporadani je velmi abstraktni a pouziva se pro 
porovnavani velmi rozmanitych objektu mezi sebou. Usporadani realnych cisel je 
jenom jednim z mnoha prikladu usporadani. Toto usporadani je navic linearni. 
Podobne ostra nerovnost mezi realnymi cisly je ostrym usporadanim ve smyslu 
nasi definice. 

1.4.5. Necht' X je mnozina. Pak relace 

R = {[A, B] e 3>(X) x 3>(X); A c B) 
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je usporadanf na -R(X). Pokud ma X alespon dva prvky, pak toto usporadanf nenf 
linearnf. Jestlize totiz existujf x, y e X, x ^ y, pak neplad ani {x} C {y} ani 

!.v! c {a {. 

1.4.6. Prfklad. Na mnozine N 2 definujeme lexikograficke usporadanf <i ex nasle- 
dujfcfm zpusobem 

[«i,«2] <iex [mi,m2] O («i < mi v (n 1 = mi A « 2 < m2)). 

Overte, ze relace <i ex je opravdu usporadanf. 

Resent Refiexivita. Pro libovolne [«i, /?2] € N 2 plad {ri \,«2] <i ex [« i, n 2 ], nebot' «1 = 
ni a «2 < « 2 - 

Slaba antisymetrie. Pokud [«i,«2] <iex [mi,m2] a zaroven [mi,m2] <iex [«i, M2], pak 
nemuze pladt «i < mi ani mi < n Musf tedy pladt n\ = m\. Pak ovsem platf 
n 2 < m 2 am 2 < «2, a proto n 2 = m 2 - Dokazalijsme tedy, ze [fti,n 2 ] = [«?i,m 2 ]. 

Tranzitivita. Uvazujme nynf prvky [m 1, M2], [mi, m2], [k\ , ^2] € N 2 splnujfcf 
[»J,» 2 ] <lex Ni,rn 2 ] a [mi,m 2 ] <iex [fcl.fo]. 

Z prvnfho vztahu plyne n\ < mi a z druheho mi < ki- Dostavame tedy n 1 < &i. 
Pokud platf dokonce «i < &i, pak [«1, ^2] <i ex [^1.^2]- Pokud n 1 = fci, pak platf 
take«i = mi. Musf tedy platit«2 < m2 a m2 < ^2-Odtudplynenerovnost«2 < k 2 - 
Tfm je dokazan vztah [n\, n 2 \ <i ex [k \, k 2 ], a 

Nynf uvedeme nekolik zakladnfch pojmu, ktere souvisf s relacf usporadanf. 

1.4.7. Definice. Necht: < je relace usporadanf na mnozine laid Rekneme, 
ze prvek x e X je 

• hornfzavorou mnoziny A, jestlize pro kazde a e A platf a < x, 

• dolnf zavorou mnoziny A, jestlize pro kazde a e A platf x < a. 

Mnozina A je 

• shora omezena, jestlize existuje prvek x e X, kteryje hornf zavorou mno¬ 
ziny A, 

• zdola omezena, jestlize existuje prvek x e X, kteryje dolnf zavorou mno¬ 
ziny A, 

• omezena, jestlize je omezena shora i zdola. 

1.4.8. Definice. Necht; < je relace usporadanf na mnozine laMcI Rekneme, 
ze prvek Gel je supremem mnoziny M, jestlize platf: 

(a) G je hornf zavorou mnoziny M, 

(b) je-li prvek G' € X hornf zavorou mnoziny M, potom G < G'. 

Rekneme, ze prvek g e X je infimem mnoziny M, jestlize platf 

(a) gje dolnf zavorou mnoziny M, 

(b) je-li prvek g' e X dolnf zavorou mnoziny M, potom g' < g. 
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1.4.9. Poznamka. V predchozich dvou definicich jsme pouzili symbol <, ktery se 
pouziva zejmena pro oznacem usporadani na realnych cislech. Zde jej pro nazor- 
nost pouzivame k oznaceni libovolne relace usporadani. 

1.4.10. Necht; < je relace usporadani na mnozine X a A c X. Podle predchozi 
definice je supremum A jeji nejmensi horn! zavorou a infimum je jeji nejvetsi dolni 
zavorou. Supremum a infimum mnoziny A nemusejf existovat, pokud vsak existujf, 
jsou urceny jednoznacne. 

Odvod'me toto pozorovani napriklad pro infimum, v pripade suprema je moz- 
ne postupovat obdobne. Necht; g i a g2 jsou infima mnoziny A C X vzhledem k 
usporadani < na mnozine X. Potom g\ i g2 jsou dolni zavory mnoziny A. Podle 
vlastnosd (b) z definice infima plati gi < g2 a take g2 < gi ■ Ze slabe antisymetrie 
relace usporadani pak plyne g\ = g2- 

Pokud supremum mnoziny A (vzhledem k usporadani <) existuje, znacime jej 
sup A. Pokud existuje infimum mnoziny A, znacime jej inf A. 

Supremum a infimum budeme pouzivat zejmena pri studiu podmnozin real¬ 
nych cisel, pro ilustraci vsak uved'me nasledujici priklad, ktery vyuziva lexikogra- 
fickeho usporadani dvojic prirozenych cisel. 

1.4.11. Priklad. Necht; <i ex je lexikograficke usporadani na mnozine N 2 (viz Pri- 
klad |1.4.^ ). Dokazte, ze supremum mnoziny A = {[1, n] e N 2 ; n e N} je rovno 
prvku [2,1]. 

Resent. Pro kazde n e N podle definice plati [1,«] <i ex [2,1], cimz je overena pod- 
minka (a) z definice suprema. Uvazujme prvek [a,b\ e N 2 , ktery je horni zavorou 
mnoziny A. Potom pro kazde n e N plati bud 1 < a, nebo 1 = a a n < b. Druha 
moznost vsak nemuze platit pro kazde n, nebot' prirozene cislo b + 1 nesplnuje 
nerovnost b + 1 < b. Plati tedy 1 < a, neboli 2 < a. Pak ovsem opet podle defi¬ 
nice usporadani <i ex dostavame [2,1] <i ex [a, b], Tim je overena i podminka (b) z 
definice suprema. * 

1.4.12. Veta. Necht; < je relace usporadani na mnozine X, M c X je neprazdna 
mnozina a necht; existuje infimum a supremum mnoziny M. Potom plati inf M < 
sup M. 

Dukaz. Mnozina M je neprazdna, takze muzeme nalezt prvek a e M. Potom pla¬ 
ti infM < a, nebot' infM je dolni zavorou M. Dale plati a < supM, nebot' 
sup M je horni zavorou M. Odtud diky tranzitivite usporadani dostavame nerov¬ 
nost infM < sup M. ■ 

K prave zavedenym pojmum suprema a infima se vratime v Oddilu |L5| , kde 
budou uvedeny dalsi ilustracni priklady. 

Relace zobrazeni. 

1.4.13. Definice. Binarni relaci F C A x B nazyvame zobrazenim z mnoziny A 
do mnoziny B, jestlize plati 

Vx eA Wyi, y 2 e B : (([x,yi] e F a [x,y 2 ] e F)=> y x = y 2 ). 
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1.4.14. Je-li F zobrazenf z mnoziny A do mnoziny B, pak podle definice pro kazde 
x e A existuje nejvyse jedno y G B takove, ze [ x,y ] G F. Pokud pro dane x G A 
takove y existuje, pak je tedy urcenojednoznacne a znacfme je F(x). 

1.4.15. Definice. Necht: F je zobrazenf z mnoziny A do mnoziny B. 

• Definicnfm oborem zobrazenf F nazyvame mnozinu 

D(F) = {x G A; By e B: F(x) = y}. 

• Oborem hodnot zobrazenf F nazyvame mnozinu 

X(F) = {y G B; 3a G A: F(x) = y}. 

• Grafem zobrazenf F nazyvame mnozinu 

graf(F) = {[a, F (x)] e A x B; x e D(F)}. 

1.4.16. Poznamky. (a) Zobrazenf jsme definovali pomocf pojmu relace. Pri tomto 
prfstupu tedy ztotoznujeme pojem zobrazenf a pojem grafu zobrazenf. V matema- 
ticke analyze vsak casto chapeme zobrazenf F z mnoziny A do mnoziny B jako 
pfifazeni, tj. prvkum a z jiste podmnoziny A je prirazen jednoznacne urceny prvek 
F(x) z mnoziny B. V takovem prfpade pak zobrazenf a jeho graf chapeme jako dva 
ruzne objekty, ktere si vsak vzajemne jednoznacne odpovfdajf. 

(b) Je-li F zobrazenf z mnoziny A do mnoziny B, pak je F take zobrazenf z 
mnoziny C do mnoziny D, pokud F C C x D, neboli D(F) C C a M{F) C D. 

Naprfklad zobrazenf F, ktere kazdemu kladnemu cfslu tel prirazuje realne 
cfslo je zobrazenfm z mnoziny kladnych realnych cfsel do mnoziny kladnych 
realnych cfsel, ale take zobrazenfm z 1 do 1 . 

1.4.17. Oznacenf. Necht' A a B jsou mnoziny. Pak symbol F: A —»■ B znamena, 
ze F je zobrazenf z mnoziny A do mnoziny B a 3 A(F) = A. Takove zobrazenf F 
nazyvame take zobrazenfm mnoziny A do mnoziny B. Na rozdfl od zobrazenf z 
mnoziny A do mnoziny B, kde definicnf obor je pouze podmnozinou mnoziny A, 
je zobrazenf mnoziny A do mnoziny B definovano prave ve vsech bodech mnoziny 
A. 

1.4.18. Zobrazenf F : A —»■ B casto definujeme tak, ze pro kazde x € A urcfme 
prvek F(x) € B. V takovem prfpade nekdy pouzfvame zapis a i-> F( a), a € A. Je 
treba si uvedomit, ze dva ruzne predpisy mohou definovat stejne zobrazenf. Tak je 
tomu naprfklad u nasledujfcfch dvou predpisu: 

A I—> (a + 1)^, A G M, 

A I—> A^ + 2a + 1, AG M. 

1.4.19. Definice. Necht; /: A -»■ B je zobrazenf, M c A, P C B. 

• Obrazem mnoziny M pri zobrazenf / rozumfme mnozinu 

{y G B; Ea g M: /(a) = y}, 
kterou znacfme f{M). 
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• Vzorem mnoziny P pri zobrazenf / rozumfme mnozinu 

(x e A; f{x) e P}, 
kterou znacfme / _1 (P). 

1.4.20. Definice. Rekneme, ze zobrazenf f: A —*■ B je 

• proste (injektivnf), jestlize platf 

Vx.y € A: (f(x) = f(y) => x = y), 

• „na“ (surjektivnf), jestlize platf 

Vy eBlxeA: /(*) = y, 

• bijekce (vzajemnejednoznacne zobrazenf), jestlize je proste a „na“. 

1.4.21. Poznamka. Abychom mohli rfci, ze nejake zobrazenf je „na“, musf byt 
zadana koncova mnozina B. Odtud vyplyva, ze pojmy surjektivity a bijektivity 
zobrazenf zavedene v Definici |l ,4.20| predstavujf vlastnosti zobrazenf / a zaroven 
mnoziny B. 

1.4.22. Necht' /: A ->• B je proste zobrazenf. Potom primo z definic dostavame, 
ze / je bijekce mnoziny A na mnozinu f(A). 

1.4.23. Definice. Necht; f : A ^ B je zobrazenf a C C A. Pak zobrazenf g: C -*• 
5 definovane predpisem x /(x), x e C, nazyvame restrikcf nebo zuzenfm 
zobrazenf / na mnozinu C. Zobrazenf g znacfme f\c- 

1.4.24. Definice. Necht; / a g jsou zobrazenf. Pak zobrazenf go / je definovano 
predpisem (g o /)(x) = g(/(x)) pro vsechna x e >£)(/) takova, ze /(x) e <0(g). 
Zobrazenf go/ nazyvame slozenym zobrazenfm (slozenfm zobrazenf) / a g, 
pricemz g nazyvame vnejsfm zobrazenfm a / nazyvame vnitrnfm zobrazenfm. 

1.4.25. Definice. Necht' f: A Bjeproste zobrazenf. Pakzobrazenf / _1 : /(A) ->• 
A definovane pro ye f(A) predpisem f~ l {y ) = x, kde x e A je jednoznacne ur- 
ceno vztahem y = /(x), nazyvame inverznfm zobrazenfm k zobrazenf /. 

1.4.26. Poznamka. K zobrazenf, ktere neni proste, nelze definovat inverzni zobra¬ 
zenf. Prfkladem je funkce /: R ->• M definovana predpisem /(x) = x 2 pro x e I. 

1.4.27 (sjednocenf a prunik indexovaneho systemu). Necht; X a I jsou mnoziny 
a pro kazde a e I je definovana mnozina A a c X. Mame tedy dano zobrazenf 
a i-> j 4„ mnoziny / do potencnf mnoziny ,P(X). Takove zobrazenf nazyvame in- 
dexovanym systemem mnozin. Uvazujme system A = {A a ; a e I}. Pak mnozinu 
U A oznacujeme take symbolem iJae/ Pokud je navfc I neprazdna mnozina, 
pak mnozinu P) A oznacujeme Dcee/ 

Na zaver tohoto oddflu uvedeme definice dvou typu zobrazenf, se kterymi bu- 
deme casto pracovat. 
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1.4.28. Definice. Necht' A je neprazdna mnozina. 

(a) Konecnouposloupnosti prvku A rozumfme kazde zobrazenf mnoziny {1,..., 
kde n e N, do mnoziny A. Pokud k i->- ak, k e {1,je takove zobrazenf, pak 
tuto posloupnost znacfme {a*}^ =1 . Prvek ak nazyvame k-tym clenem teto posloup¬ 
nosti. 

(b) Nekonecnou posloupnosti prvku A rozumfme kazde zobrazenf n ^ a n , 
n e N, mnoziny prirozenych cfsel N do mnoziny A. Takovou posloupnost ob- 
vykle znacfme {a n }^ =1 , prfpadne jen {«„}. Prvek a n nazyvame «-tym clenem teto 
posloupnosti. 

1.4.29. Posloupnost muze byt definovana take rekurentne. Mejme neprazdnou 
mnozinu A. Pri rekurentnfm zadanf posloupnosti je obvykle explicitne predepsan 
clen e A nebo nekolik prvnfch clenu ai,a 2 ,. ■ ■ ,a n e A pro nejake n e N a je 
stanoven predpis, podle ktereho je mozne pro kazde j € N , j > n, urcit hodnotu 
dj+i e Ana zaklade znalosti hodnoty Uj , prfpadne nekterych dalsfch jiz znamych 
hodnot ak, kde k < j . Existence a jednoznacnost takto zadane posloupnosti vy- 
plyva z nasledujfcf vety. 

1.4.30. Veta (rekurentne zadana posloupnost). Necht' A je neprazdna mnozina a 
S je mnozina vsech konecnych posloupnosti prvku mnoziny A vcetne prazdne po¬ 
sloupnosti. Necht; /:•§-»■ 4 je zobrazenf. Potomexistujepravejedna posloupnost 
{ x n)^=i prvku mnoziny A splnujfcf 

(a) x\ = /(0), 

(b) x n = f{xi ,... ,x„_i) pro kazde n e N,n > 1. 

Dukaz . Nejprve pomocf matematicke indukce ukazeme, ze pro kazde k e N exis- 
tuje prave jedna posloupnost {x k } k =l takova, ze 

(a’) x k = m, 

(b’> x k n = f{x k ,..., x k _ x ) pro kazde n € {2,..., k}. 

Pokud k = 1, pak je posloupnost {x,J}’ =1 jednoznacne urcena podmfnkou 

GO. v , ^ 

Predpokladejme, ze pro k e N podmfnky (a’) a (b’) jednoznacne urcujf po¬ 
sloupnost {x k } k =l . Posloupnost \x k+l musf podle indukcnfho predpokladu 
splnovat {x k+ l } k =l = {x k } k n=v Prvek x\+\ musf splnovatx*+J = f(x k+1 ,..-,x k+l ) 
f(x\,x k ), a je tedy jednoznacne urcen. 

Hledanou posloupnost {x n }^ =l definujeme predpisem x n = x",n e N. Tato 
posloupnost zrejme splnuje podmfnku (a). Vzhledem k jednoznacnosti posloup¬ 
nosti {x k } k n=l platf {x J „} k =l = {x k } k =l pro kazde kj e N ,j > k. Pro kazde 
k,j e N, j >k, tedy platf Xk = x J k . Potom pro n e N, n > 1, platf 

*n=xl = /(*?,....4-i) = /(*i>-• • - x n- 1). 
cfrnz je overenapodmfnka (b). Odtud plyne, ze {x n }%mapozadovane vlastnosti. 
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1.4.31. Poznamka. Nejcastejsf zpusob zadanf rekurentnf posloupnosti {x n }^L , vy- 
pada nasledovne. Je dana neprazdna mnozina A a zobrazenf g: A -> A. Prvek 
x\ e A je dan a x n = g(x n - 1) pro n e N,n > 1. Tento zpusob je specialnfm prf- 
padem zadanf rekurentnf posloupnosti z predchozf vety. Stacf totiz definovat jed- 
nak /(0) = x\ a pro konecnou posloupnost (y 1,..., y m ) prvku mnoziny A polozit 

f(yi,-,y m ) = g(y m )- 


1.5. Mnozina realnych cisel 

1.5.1. Cfselne obory prirozenych, celych, racionalnfch a realnych cfsel majf pro 
dalsf vyklad zasadnf vyzna m. T ejich presna konstrukce vsak nenf snadna, a proto 
ji provedeme az v Dodatku ^|. V tomto oddfle budeme predpokladat, ze uvede- 
ne mnoziny jiz mame zkonstruovany, a uvedeme jejich vlastnosti, ktere budeme v 
dalsfm vykladu pouzfvat. V Dodatku [b] pak ukazeme, ze tyto vlastnosti v jistem 
smyslu jiz jednoznacne urcujf uvazovane cfselne obory. 

Nase cfselne obory popfseme jako mnoziny, na nichz jsou definovany operace 
scftanf a nasobenf a relace usporadanf, ktere budeme znacit obvyklym zpusobem 
+ , • a <, pricemz jsou splneny nasledujfcf skupiny vlastnosti: 

• vlastnosti scftanf a nasobenf a jejich vzajemny vzta h (viz |1.5.2| a |1.5.3[ ), 

• vztah usporadanf a operacf scfta nf a na sobenf (viz |l.5.9[ ), 

• vlastnost existence suprema (viz 

Zakladnf vlastnosti mnozin N,ZaQ jsou uvedeny v |l.5.13| - p~.5.15| . 

Nynf popfseme, jake vlastnosti pozadujeme po ctverici (R, +, <), kde R je 
mnozina, +:RxR R, ■: R x R —► R jsou zobrazenf a < je relace, ktera je 
podmnozinou R x R. Dale tez uvedeme vlastnosti mnozin N, Z a Q. 

1.5.2 (vlastnostiscftanf). Zobrazenf +, respektive •, prirazuje dvojici [x,y] e RxR 
hodnotu v R, kterou znacfme x + y, respektive a • y. Mfsto o zobrazenfch + a • 
budeme hovorit o operacfch + a •. 

(a) Scftanf realnych cfsel je asociativnf, neboli 

VA,y,zeR: A + (y + z) = (x + y) + z. (1.7) 

(b) Scftanf realnych cfsel je komutativnf, neboli 

Vx, y e R: x + y == y + x. (1.8) 

(c) V mnozine realnych cfsel existuje nulovy prvek, neboli 

3ty e R Vx e R: x + ui = x. (1.9) 

Prvek w je urcen jednoznacne. Pokud totiz prvky ui] a V )2 majf uvedenou vlastnost, 
pak platf wi + w 2 = tui a take dfky komutativite scftanf + w 2 = w 2 + w\ = w 2 - 
Odtud plyne it>i = w 2 . Prvek w znacfme symbolem 0. 

(d) Pro kazde x e R existuje opacny prvek, neboli 

Vx e R Ez e R: x + z = 0. 
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Pro dane x e R je prvek z urcen jednoznacne. Pokud totiz prvky Z\ a z 2 map 
uvedenou vlastnost, pak diky komutativite a asociativite scitani plati 

z 1 = Zl + 0 = Zl + (x + Z 2 ) = (zi + x) + Z 2 

= Z 2 + (Zl + x) = Z 2 + (x + Zl) = Z2 + 0 = Z2- 
Prvek z znacfme symbolem —x. 

1.5.3 (vlastnostinasobeni). (a) Nasobem realnych cfselje asociativm, neboli 

Vx,y,zeM:;c-(yz) = (x-y)-z. (1.10) 

(b) Nasobenf realnych cfselje komutativnf, neboli 

Vx,y eR: x-y = y-x. (1.11) 

(c) V mnozine realnych cisel existuje jednotkovy prvek, neboli 

Eu e I \ {0} Vx e M: v ■ x = x. (1.12) 

Prvek v je urcen jednoznacne. Pokud totiz prvky ui, V 2 e M \ {0} splnuji prave 
uvedenou podminku, potom plati t?i = Vz ■ Vi m m • V% * V 2 - Prvek v znacfme 
symbolem 1. 

(d) Pro kazde x e R \ {0} existuje inverzni prvek, neboli 

Vx eR\{0}Ey eM: x-y = 1. (1.13) 

Pro dane x e R je prvek y urcen jednoznacne. Pokud totiz prvky y\ a j2 maji 
uvedenou vlastnost, pak diky komutativite a asociativite nasobem plati yi = yi • 
(x • y 2 ) = iyi ■ x) • y 2 = yi- Prvek y znacfme symbolem x -1 nebo 

1.5.4 (vzajemny vztah scitani a nasobeni). Scitani a nasobeni splnuji pravidlo dis- 
tributivity, neboli 

Vx,y,z eR: (x + y) ■ z = x ■ z + y ■ z. (1.14) 

1.5.5 (operace odcitani a deleni). Necht' x, y e M. Rozdil cisel x a y je definovan 
jako cislo x + (— y) a znacime ho symbolem x — y. Pokud navic y ^ 0, pak je podil 
cisel x a y definovan jako cislo x-y -1 . Misto x ■ y -1 pouzivame take symbol y nebo 
(mene casto) x : y ci x/y. 

1.5.6. Z vlastnosti uvedenych v |l.5.2| , |l.5.3| a |l.5.4| vyplyvaji vsechna obvykla pra- 
vidla pro pocitani s realnymi cisly. Nekolik zakladnich prikladu uvedeme v nasle- 
dujici vete. Dukazy dalsich pocetnich pravidel jsou obsazeny v Dodatku [b]. 

1.5.7. Veta. Plati: 

(a) Vx € R: - (-x) = x, 

(b) Vx e R \ {0}: (x" 1 )" 1 = x, 

(c) Vx e R: 0-x = 0. 
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Dukaz. (a) Necht; a e E. Potompodle |1.5.2| (d),(b) plati a+(—a) = Oaf— a)+a = 0. 
Tedy a je opacny prvek k prvku — A, a proto plati — (— a) = x. 

(b) Necht; x e E \ {0}. Potom podle |l.5.3| (d),(b) plati x ■ a -1 = 1 a a -1 • x = 1. 
Tudiz x je inverzm prvek k prvku a -1 , jinymi slovy (a -1 ) -1 = a. 

(c) Necht; a e E. Postupnym pouzitim |l.5.3| (c), |l.5.2| (c), |l.5.4| a znovu ra ce) 
dostaneme 

a = 1- a = (1 + 0)-a = 1- a + 0- a = a + 0-a. 

Pricteme-li v rovnosti a = a + 0 • a k obema stranam cislo —a, dostaneme 
a + (—a) = (a + 0 • a) + (—a). 

Odtu d pomoci vlastnosti |1.5.2| (d) pouzite na levou stranu rovnosti a vlastnosti 
@b) ,(a) pouzitych na pravou stranu obdrzime 
0 = 0 ■ a + (a + (—a)) . 

Konecne diky vlastnostem |l.5.2| (d),(c) odtud dostaneme 0 ■ a = 0. ■ 

1.5.8. Poznamka. Nekdy hovorime o prvcich mnoziny E jako o bodech a o prvku 
0 jako o pocatku. 

1.5.9 (vztah usporadani a operaci scitam a nasobeni). (a) Relace < je linearm'm 
usporadanim na mnozine M. 

(b) Pro kazde a, y, z et splnujici x < y plati 

a + z < y + z. 

(c) Pro kazde x, y e M splnujici 0 < a a 0 < y plati 

0< A-y. 

1.5.10. Oznaceni. Necht; a, y e M. 

(a) Symbol x > y ma stejny vyznam jako symbol y < x. Pokud a < y a a ^ y, 
pak piseme x < y nebo y > x. Symboly < a > znaci tzv. ostrou nerovnost. 

(b) Pokud a > 0, respektive a < 0, pak nazyvame a kladnym, respektive za- 
pornym, realnym cislem. Pokud a > 0, respektive a < 0, pak nazyvame a neza- 
pornym, respektive nekladnym, realnym cislem. 

1.5.11. Veta. Plati 

Va, y,z e E: (x < y A z > 0) => xz < yz. 

Dukaz. Predpokladejme, ze realna cisla x,y,z splnuji a < y a z > 0. Prictenim 
prvku —a k leve a pr ave st rane nerovnosti a < y dostaneme 0 < y — x. Potom 
podle vlastnosti (c) v |1.5.9| obdrzime 0 < (y - x)z = yz — xz. Prictenim prvku az 
k leve a prave strane posledni nerovnosti dostaneme pozadovanou nerovnost. ■ 

V Definicich |1.4.7| a |1.4.8| jsme zavedli pojem horni zavory, dolni zavory, ome- 
zenosti mnoziny a pojmy suprema a infima pro obecne usporadani. Nyni bude- 
me tyto pojmy pouzivat pro mnozinu realnych cisel s uvedenym usporadanim <. 
Vlastnost existence suprema realnych cisel lze pak formulovat nasledovne. 
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1.5.12 (vlastnost existence suprema). Kazda neprazdna shora omezena podmno- 
zina R ma supremum. 

1.5.13 (zakladni vlastnosti mnoziny prirozenych cisel). Mnozina N C M priroze¬ 
nych cisel splnuje tyto podmmky: 

(a) 1 € N, 

(b) VxeN:i + leN, 

(c) jestlize IcN splnuje 

• led, 

• Vx e A \ x + \ e A, 
potom N = A. 

Podmmky (a)-(c) lze neformalne popsat nasledujicim zpusobem. Mnozina 
prirozenych ci'sel obsahuje ci'slo 1 (podminka (a)) a pokud je nejake realne ci'slo 
x cislem prirozenym, pak take cfslo .r + 1 je ci'slem prirozenym (podminka (b)). 
Podminka (c) rika, ze mnozina prirozenych cisel je nejmensi mnozina splnujici 
podmmky (a) a (b). Tato vlastnost take zarucuje platnost principu matematicke in- 
dukce (viz |l.2.7| ). Mnozina prirozenych cisel, opet neformalne receno, tedy vznikla 
tak, ze jsme do ni zaradili prvek 1 a pak vsechny prvky, ktere vznikly postupnym 
pricitanim 1, a zadnejine. Misto 1 + 1,1 + 1 + 1, l + l + l + l,... budeme samozrejme 
psat 2,3,4,... 

1.5.14. Mnozina celych cisel je definovana jako 

Z = N U {0} U {m e K; -me N}. 

1.5.15. Mnozina racionalnich cisel je definovana jako 

Q = {pq _1 \ p eZ,q e N}. 


1.6. Vlastnosti realnych cisel 

Pote co jsme popsali mnozinu realnych cisel, budeme pokracovat odvozenim 
jejich zakladnich vlastnosti. 

Vlastnosti pocetnich operaci a uspor adani. 

1.6.1. Oznaceni. (a) Necht' m,n e Z, m < n, a pro kazde i e {m, - n} je a; e R. 

Potom symbolem Y^i=m a ‘ znacime soucet vsech realnych cisel a m ,... ,a n , tedy 

T. at = a m + a m+ 1 H-1- a n -\ + a„. 

Je-li m > n, pak klademe 


I>=°. 
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(b) Nechti m,n e Z, m < n, a pro kazde i e je a, e E. Potom 

symbolem Y]" =m a; znacime soucin vsech realnych cisel a m _ ,a n , tedy 

Y[ at = a m -a m +i ■a n . 

Je-li m > n, pak klademe 

fl at = 1. 

Pripomenme jeste, ze pokud a e E a n e N, pak symbol a n znaci soucin 


a ■ a---a ■ a . 



Pokud fleI,a^O,a/ieN, pak symbol a " znaci soucin 





Pro aeE definujeme symbol a 0 jako 1. Zde nedefinujeme novou pocetni operaci, 
ale pouze uzitecnou zkratku, ktera zjednodusuje zapis nekterych vyrazu. Toto je 
treba mit na pameti zejmena v pripade, kdy a = 0. 

(c) Pro kazde n e N U {0} definujme symbol«!, cteme n faktorial, takto: 0! = 1 
a «! = «•(« — 1)! pro n e N. Pokud n e N, pak je cislo n\ soucinem cisel 1 

(d) Pro n, k e N U {0}, k < n, definujeme kombinacni cislo ("), cteme n nad k, 
predpisem 


\k) (n — k)\k\ 

1.6.2. Poznamka. Presne vzato jsou definice souctu a soucinu konecne mnoha 
realnych cisel induktivni. Mame-li definovan soucet (soucin) n realnych cisel, mu- 
zeme definovat soucet (soucin) n + 1 realnych cisel. Z techto definic by mely take 
vychazet dukazy beznych pravidel pro pocitani s konecnymi soucty a souciny, jako 
je napriklad vzorec 


E^=E^+ n E +i ^ 

kde «i < «2 < «3 jsou prirozena cisla a a ni ,... ,a„ 3 jsou realna cisla. Zde vsak 
volime vyse uvedeny neformalni vyklad, neboi jeho presnost je pro nas text dosta- 
cujici. 

Uved'me nasledujici pozorovani, ktere je uzitecne pri praci se soucty realnych 
cisel. 


1.6.3. Necht'm, 


i, p e Z, m < n, a pro kazde i e {n 
n n+p 

= 


, n) je at e E. Potom plati 
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nebot; v obou souctech scitame realna cfsla a m . a n . 

1.6.4. Veta (binomicka veta). Pro kazde n e N U {0} a pro kazda u,kl plati 

(a + bf =p^a"- k b k . (1.15) 

Dukaz. Tvrzem dokazeme matematickou indukcf. Pro n = 0 a libovolna a,b e R 
plati 


{a+b)° = 1, 

Odtud dostavame ( |l. 1 5[ ) pro n = 0. 

Predpokladejme, zeneNU {0}, a,b eR a vztah ( ]l. 1 5[ ) plati. Pak diky indukc- 
mmu predpokladu a algebraickou upravou dostaneme 

(a + (.)”+■ = (o + bT ■ (o + i>) = j - 

Podle pozorovanf v P3 obdrzfme 

a tedy 

= ‘■* +< +£ + E( t ” i)«" +I_l6l + 4 * +I 

- + S (G) + G - 0) + C: I) 6 “ +1 - 


(a+bY 
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Dokazovane tvrzenf nynf plyne z nasledujfcfho vztahu, ktery platf pro kazdc n, k e 
N,k < n: 


G) + G - l) _ (; n-k)\k\ + (n + 1 — k)\(k — 1)! 

n\ /I 1 \ 

~~ (n — k)\(k — 1)! ' \k + n + l-k) 


(n-k)l(k- 1)! (n + 


n+J_ = rn + l\ 

fl -k)k V k ) 


Nasledujfcf prfklad obsahuje zobecnenf znamych vztahu a 2 —b 2 = (a—b)(a+b) 
a a 3 -b 3 = (a- b)(a 2 + ab + b 2 ). 

1.6.5. Prfklad. Dokazte, ze pro vsechna n e N a pro vsechna a,b eR platf 
a n —b n = {a-b)-jra n ~ k b k -\ 

Resent'. Vztah odvodfme upravou prave strany: 

(a - 6) ■ E a n ~ k b k ~ l = ^ a n+1 ~ k b k ~ l - ^ a n ~ k b k 

k= 1 k=l k= 1 

n n -1 

= a" + ^ a n+l ~ k b k ~ l — ^ a n ~ k b k — b" 
k=2 k =1 

= a n + J2 a n ~ k b k - J2 a n ~ k b k - b n 
k= i k =i 

= a" — b n . 


1.6.6. Prfklad. Necht' geR\{l}aneNU {0}. Potom platf 


XY- 


i -g n+1 
1-9 


Resent. Pouzij eme P rfklad |l. 6. 5| pro a = 1,6 = <7 a na mfsto cfsla n dosadfme « + 1. 
Pak s pomocf |l.6.3| obdrzfme 

1 - g *+l = (1 - q) J2 q k ~ l = (1 - q) • 
k= 1 *=o 


Odtud jiz snadno plyne dokazovany vztah, nebot' 1 — q ^ 0, a tedy muzeme obe 
strany rovnosti vydelit cfslem 1 — q. a 

1.6.7. Veta. Nech ike N. 
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(a) Pro kazde xjel,0<x<]i, platf x k < y k . 

(b) Pro kazde x e I, x > 1, platf x < x k . 

(c) Pro kazde tel,0<t<l, platf x k < a. 

Dukaz. (a) Necht;i,) , el,0<i< y. Podle Prfkladu |l.6.5| platf 

y k - X k = (y - x) - ^ y n_fe x fe_1 . 

k =1 

Vyraz y — x je zrejme kladny. Take vyraz Ylk=i y n ~ k x k ~ 1 je kladny, nebot; vsechny 
scftance v teto sume jsou nezapome a scftanec pro k = 1 je kladny. Kladny je tedy 
i soucin obou vyrazu. Dostavame y k — x k > 0, neboli x k < y k . 

(b) Pokud k = 1 nebo x = \, pak tvrzenf zrejme platf. Predpokladejme, ze 
platf k > 1 a x > 1. Potom je k — 1 e N, a tedy podle jiz dokazaneho tvrzenf (a) 
mame x k ~ x > \ k ~ l = 1. Odtud s pomocf Vety |l. 5.1 1] obdrzfme 

x k =x-x k ~ l >x-\=x. 

(c) Pokud k = 1 nebo x = 1, pak tvrzenf zrejme platf. Predpokladejme, ze 
platf k > 1 a x < 1. Potom je k — 1 e N, a tedy podle jiz dokazaneho tvrzenf (a) 
mame x k_1 < \ k ~ l = 1. Odtud s pomocf Vety |1. 5. ll| obdrzfme 

x k = x ■ x k ~ l < x • 1 = x. ■ 

Absolutnf hodnota realneho cfsla. 

1.6.8. Definice. Pro kazde xel definujeme jeho absolutnf hodnotu jako 
x, pokud x > 0, 

-x, pokud x < 0. 

1.6.9. Nenf tezke si rozmyslet, ze pro kazde xel platf: 

(a) |x| > 0, 

(b) |x| = 0 x = 0, 

(c) |x| = |-x|, 

(d) ||x|| = |x|, 

(e) VAeK: |Ax| = |A| - |x|, 

(f) |x| = max{x, — x}. 

Geometricky muzeme absolutnf hodnotu cfsla x interpretovat jako vzdalenost bo- 
du x od pocatku na realne ose. Vyraz |x — y \ pak nazveme vzdalenostf bodu x od 
bodu y. 

Nasledujfcf nerovnost budeme pri praci s absolutnf hodnotou casto pouzfvat. 
Jejf nazev pochazf z jejfho zobecnenf pro komplexnf cfsla, ktere vyjadruje nerov¬ 
nost mezi souctem delek dvou stran trojuhelnfka a delkou zbyvajfcf strany. 

1.6.10. Veta (trojuhelnfkova nerovnost). Pro kazda a,b el platf 

\a + b\ < \a\ + \b\. 



( 1 . 16 ) 
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Dukaz. Necht; a,b e E. Z |1.6.9| (f) okam zite vy plyva, ze platf a < \a\ a b < \b\. 
Odtud dostavame a+& < |a| + |6|. Opetz |L6^9| (f) snadno vyplyva, ze platf \a\ > —a 
di\b\ > — b. Odtud dostavame — (a+b) < |a] + |i|. Podle definice absolutnf hodnoty 
platf \a + b\ = a + b nebo \a + b\ = —{a + b). V obou pffpadech tedy dostavame 
\a+b\< \a\ + \b\, cfmz je nerovnost ( |1.16| ) dokazana. ■ 

1.6.11. Dusledek. (a) Pro kazda x, y e E platf 

|W-|y||<l*-y|. (1.17) 

(b) Pro kazda x,y,z el platf 

|x-yl<|x~s| + |z-y|. (1-18) 

Dukaz. (a) Necht; ijel. Polozme v ( |l . 1 6[ ) nejprve a = y,b = x — y. Obdrzfme 
\x\ = \y + x-y\ < Lvl + I-V -,v|. Platf tedy |x| - |.v| < \x-y\. V ( jlTT^ ) dale polozme 
a = x,b = y-x. Dostaneme |y| = \x + y-x\ < \x\ + \y-x\ = |x| + \x — y\. Platf 
tedy —(|a| — |y| ) <\x — y |. Z obdrzenych nerovnostf jiz plyne ( |l. 17| ). 

(b) V dl.l6[ ) polozme a = x - z,b = z — y, a dostaneme pozadovanou nerov¬ 
nost. ■ 

1.6.12 . Poznamka. Nekdy byva trojuhelnfkovou nerovnostf nazyvana nerovnost 

d). 

1.6.13. Lemma. Necht; a,b e E. Jestlize existuje K e E, K > 0, takove, ze pro 
kazde s e E, s > 0, platf \a — b\ < Ke, potom a = b. 

Dukaz. Provedeme dukaz sporem. Predpokladejme, ze ackoli jsou podmfnky lem- 
matu pro realna cfsla a, b splneny, jsou cfsla aab ruzna. Predpokladejme nejprve, 
ze a > b. Polozme e = —b). Cfslo e je kladne, a proto podle predpokladu 

platf 0 < \a — b\ < Ke = \(a — b). Odtud vyplyva 0 < a — b < — b), coz je 

spor. Pokud a < b, pak polozfme e = jg(b — a) a spor obdrzfme obdobne jako v 
predchozfm prfpade. ■ 

Dalsf vlastnosti suprema a infima. 

1.6.14. Usporadanf < na mnozine E je linearnf, a proto je cfslo Get supremem 
mnoziny Met prave tehdy, kdyz platf 

(a) G je hornf zavorou mnoziny M, 

(b) VG'el,G'<G3reM:G'< a. 

Pokud je totiz G supremem mnoziny M, pak je G hornf zavorou M, a tedy splnuje 
(a). Jestlize G' eI,G' < G, potom G' nenf hornf zavorou M. Odtud plyne, ze 
existuje x e M takove, ze G' < a. Tfm je overena podmfnka (b). 

Nynf predpokladejme, zeGel splnuje podmfnky (a) a (b). Potom je G hornf 
zavorou mnoziny M. Predpokladejme, ze G' e E je hornf zavorou M. Chceme 
ukazat, ze platf G < G'. Predpokladejme, ze tomu tak nenf. Potom dfky linearite 
usporadanf < dostavame G' < G. Podle vlastnosti (b) existuje x e M takove, ze 
G' < x, coz je ovsem spor s predpokladem, ze G' je hornf zavorou mnoziny M. 
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Zdurazneme, ze linearitu usporadanf < jsme vyuzili v okamziku, kdy jsme z 
predpokladu, ze neplatf G < G' odvodili nerovnost G' < G. Pro obecne uspora¬ 
danf takove odvozenf nelze provest. 

Obdobne cfslo g e M je infimem mnoziny Met prave tehdy, kdyz platf 

(c) g je dolnf zavorou M, 

(d) Vg' e M, g < g' 3x e M: x < g'. 

1.6.15. Veta (o existenci infima). Necht: M c Mje zdola omezena neprazdna mno¬ 
zina. Potom existuje infimum mnoziny M a oznacfme-li 

-M = {xe M; -X e M}, 
pak platf inf M = — sup(—M). 

Dukaz■ Mnozina —M je zrejme neprazdna. Necht' K e R je dolnf zavorou mnoziny 
M. Pro kazde x e —M platf —x e M, takze K < — x, tedy x < —K. Odtud pl yne, ze 
— K je hornf zavorou mnoziny — M. Mnozina —M je tedy shora omezena. 
plyne existence suprema mnoziny — M, ktere oznacfme symbolem G. Dokazeme, 
ze prvek g = —G je in fimem mnoziny M tak, ze overfme podmfnky (c) a (d) z 
charakterizace infima v |1.6.14| . 

Pro kazde x e M platf —a e — M, tedy —x < G, takze g < x. Cfslo g je proto 
dolnf zavorou mnoziny M. Tfm jsme overili podmfnku (c). Predpok ladejm e, ze 
g'elag<g'. Polozme G' = —g'. Potom G' < G, a z vlastnosti (b) v |l.6.14| tedy 
vyplyva, ze existuje y e — M takove, ze G' < y, takze — y < g'. Protoze — y e M, 
overili jsme i podmfnku (d) v |1.6.14| . Tfm je dukaz proveden. ■ 

1.6.16. Definice. Necht' M cl. 

• Rekneme, ze a je nejvetsfm prvkem (maximem) mnoziny M, jestlize a e 
M a a je hornf zavorou mnoziny M. 

• Rekneme, ze b je nejmensfm prvkem (minimem) mnoziny M, jestlize 
b e M a b je dolnf zavorou mnoziny M. 

1.6.17. Pokud maximum a minimum mnoziny M existujf, pak jsou urceny jedno- 
znacne. Ma-li totiz mnozina M dve maxima Gi, G2, pak G\ i G2 jsou hornf zavory 
M. Platf tedy Gi < G 2 a G 2 < G1, a proto Gi = G 2 . Obdobne se dokaze jedno- 
znacnost minima. Minimum a maximum mnoziny M znacfme po fade min M a 
maxM. 

1.6.18. Veta. Necht; M c M. 

(a) Ma-li mnozina M maximum, pak ma i supremum, ktere je rovno jejfmu 
maximu. 

(b) Ma-li mnozina M minimum, pak ma i infimum, ktere je rovno jejfmu mi- 
nimu. 

Dukaz. (a) Predpokladej me, ze G = maxM. Pakje G hornf zavorou M, a tedyje 
splnena podmfnka (a) zHEj e-li nyn f G' < G, pak G je prvek M vetsf nez G ', a 
tedyje splnena i podmfnka (b) z |l.6.14j . Proto je cfslo G supremem mnoziny M. 
Tvrzenf (b) lze dokazat obdobne. ■ 
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1.6.19. Priklad. Nechti xjelaA = {x, y}. Pak existuje maximum i minimum 
mnoziny A. 

Resent. Budeme postupovat rozborem pripadu. Mejme tedy prvky x,y el. Z li¬ 
nearity usporadani R plati x < y nebo y < x. V prvnim pripade je zrejme 
max{x, y} = y, min{x, y} = x, 

v pripade druhem plati 

max{x, y} = x, min{x, y} = y. 


1.6.20. Oznaceni. Nechti n e N a a\ . a n e R. Potom zapis «i < ••• < a n 

znamena, ze plati nerovnosti ai < ct2, a2 < 03,... ,a n -1 < a„. Obdobne znaceni 
pouzivame i pro dalsi typy nerovnosti. 


1.6.21. Definice. Nechti a, b e R, a < b. Definujeme mnoziny 


(d,i) = {xel; a < x < b}, 
(«,i] = {xel; a < x < b}, 
(-00, b) = {x e R; x < b}, 

{a, 00) = {x e R; a < x}, 
(-00,00) = R. 


[d,i] = {xel; a < x < b}. 
[a,i) = {xel; a < x < b}, 
(-00, i] = {xel; x < b}, 

[a, 00) = {x e R; a < x}. 


Pak mnoziny ( a,b ), (-00, b), (a, 00) a (-00,00) nazyvame otevrenymi intervaly, 
mnozinu [a, b] nazyvame uzavrenym intervalem a mnoziny [a,b),(a,b], (-00, b] a 
[a, 00) nazyvame polouzavrenymi intervaly. 


1.6.22. Prazdna mnozina je take intervalem, neboti (a,a) = 0 pro kazde a e R. 
Take kazda jednoprvkova podmnozina R je intervalem, neboti [a, a] = {a} pro 
kazde a e R. 


Nasledujici lemma udava uzitecnou charakterizaci intervalu. Chceme-li uka- 
zat, ze jista mnozina je intervalem, staci overit podminku ze zneni lemmatu, ktera 
rika, ze mnozina s kazdymi dvema svymi body x a y obsahuje i vsechny body mezi 
x a y. Neni tedy treba hledat prislusne krajni body intervalu. Lemma pouzijeme 
napriklad v dukazu Vety [4.3.6| . 

1.6.23. Lemma. Nechti M c R. Mnozina M je interval prave tehdy, kdyz plati 

Vx,y eMVzeR: (x < z < y ^ z e M). (1.19) 

Rada matematickych vet ma tvar ekvivalence. Jejich dukaz casto vedeme tak, 
ze dokazeme postupne dve implikace. Pro zjednoduseni a zprehledneni zapisu bu¬ 
deme obcas pouzivat symboly =>■ a <=, ktere uvedou prislusne casti dukazu. 

Dukaz Lemmatu \L62$ => Predpokladejme, ze M = (a, b), kdc a,b e iaa < b. Pro 
overeni p o d m inky ( |1.19[ ) vezmeme x,ye M azeR takove , ze x < z < y. Potom 
plati a<x<z<y<b, a tedy z e M. Tim je podminka ( |l. 1 9[ ) po uvedeny typ 
intervalu overena. Pro ostatni typy intervalu je overeni obdobne. 
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-<= Predpokladejme, ze mnozina M splnuje ( ]1.19[ ). Pokud M = 0, pak je M 
interval. Neni-li M omezena zdola ani shora, pak M = R = (—00, +00). Vezmeme- 
li totiz libovolne cislo z £ R, pak existuje x £ M, x < z (nebot; M neni zdola 
omezena) a take existuje y £ M, z < y (protoze M neni shora omezena). Podle 
predpokladu tedy plati z £ M. 

Je-li M omezena a neprazdna, pak klademe G = sup M a g = infM. Plati 
(g, G ) C M. Je-li totiz z £ (g, G), pak podle definice infima existuje takove x e M, 
ze x < z, podobne podle definice suprema existuje y £ M, z < y. Podle naseho 
predpokladu je tedy z e M. Dale je M c [g, G], nebot' g je dolni zavorou Ma6 
je horni zavorou M. Mnozina M je tedy interval s krajnimi body g a G, pricemz 
kazdy z nich muze (ale nemusi) patrit do M. 

V ostatnich pripadech, kdy je M omezena pouze zdola a kdy je M omezena 
pouze shora, lze tvrzeni dokazat obdobne. ■ 

1.6.24. Veta. Necht' n,m e Z, n < m. Pak n + 1 < m. 

Dukaz. Provedeme primy dukaz. Jelikoz n < m, je m — n kladne cele cislo. Tedy 
m — n je prirozene cislo, a proto 1 <m—n. Tim je tvrzeni dokazano. ■ 

1.6.25. Veta (existence cele casti). Pro kazde x e R existuje prave jedno k e Z 
takove, zek<x<k+l. 

Dukaz. Nejprve sporem dokazeme jednoznacnost cisla k s uvedenymi vlastnostmi. 
Necht; existuji k,j e Z takova, z ek ^ j,k<x<k + laj<x< j + 1. Bez ujmy 
na obecnosti muzeme predpokladat, ze j < k. Potom k < x a x — 1 < j, takze 
0 < k — j <1. Protoze k — j £ Z a 0 < k — j , plyne z Vety |l.6.24| , ze 1 < k — j. 
To je spor s tim, ze k — j <1. Dokazali jsme tedy, ze existuje nejvyse jedno cislo s 
uvedenymi vlastnostmi. 

Nyni dokazeme, ze pro dane x e R prislusne cislo existuje. Oznacme M = 
{n £ Z; n < x}. Cislo x je horni zavorou mnoziny M, a proto je M shora ome¬ 
zena. Ukazeme, ze M je neprazdna. Predpokladejme, ze tomu tak neni. Pak pro 
kazde n € Z plati, zex < n, a proto je mnozina Z zdola omezena. Mnozina Z je 
neprazdna, a tak existuje infimum gel mnoziny Z. Pak pro kazde n £ Z mame 
g < n. Je-li n £ Z, pak i n - 1 £ Z, a proto g < n - 1. Pro kazde n £ Z potom 
plati g + 1 < n. Prvek g + 1 je tedy dolni zavorou mnoziny Z, coz je spor s tim, ze 
g = infZ. Mnozina M je tudiz neprazdna. 

Existuje tedy supremum G £ R mnoziny M. Potom existuje k £ M takove, ze 
G — 1 < k. Pak plati G < k + 1, a tedy k + l £ M. Odtud a z faktu k £ M plyne 
keZa.k<x<k + l. ■ 

1.6.26. Definice. Necht; x £ R. Potom cislo k £ Z splnujici k < x < k + 1 
(jehoz existenci a jednoznacnost zarucuje Veta |l.6.251 ), nazyvame celou casti cisla 
x a znacime jej [x]. 

1.6.27. Veta (Archimedovai vlastnost R). Ke kazdemu x £ R existuje « £ N spl¬ 
nujici x < n. 


4 Archimedes (287 pf. n. 1. - 212 pr. n. 1.) 
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Dukaz■ Necht; 


€ R. Nyni staci polozit n = max{[x] + 1,1}. 


1.6.28. Lemma. Necht; 4,Bc R jsou neprazdne mnoziny splnujici 
Va e AVb e B: a <b. 

Pak existuje sup A a inf B a plati sup A < inf B. 

Dukaz. Vezmeme ao e A a bo € B libovolne. Die predpokladu je a (l dolni zavorou 
B a bo horni zavorou A. Diky neprazdnosti obou mnozin tedy existuje sup A a 
infB. Protoze 


Vb e B: b je horni zavorou A, 

plati 

Vb e B : sup A <b. 

Tedy sup A je dolni zavora B, z cehoz plyne sup A < inf B. ■ 


1.6.29. Veta (hustota Q v R). Necht; a,b e R, a < b. Potom existuje y e Q takove, 
ze a < y < b. 

Dukaz. Podle Vety |l.6.27| existuje ke kladnemu cislu cislo n e N takove, ze 
plati < n. Je tedy na + 1 < nb. Polozime y = ^S +1 . Potom y e Q a podle 
Vety |1.6.25| plati 

na [na\ + 1 < na + 1 nb ^ 


1.6.30. Veta. Necht; M c N je neprazdna mnozina. Potom existuje minimum 
mnoziny M. 

Dukaz. Jelikoz M C N, je 1 dolni zavorou M. Proto existuje infimum mnoziny M, 
ktere oznacime symbolem g. Z definice infima plyne, ze existuje a e M splnujici 
g 5 a < g + Dokazeme, ze a = min M. Necht; tedy b e M je libovolne. Chceme 
ukazat, zea <b. Tuto nerovnost dokazeme sporem. 

Predpokladejme tedy, ze b < a. Plati g <b. Protoze a — b je kladne cele cislo, 
plati a — b e N. Tedy 1 < a — b. Plati tak 

1 <a-b<g+^-g=^. 

Tedy 2 < 1, coz je spor s tim, ze 1 je nejmensi prirozene cislo. Plati tedy a < b, a a 
je tak minimem mnoziny M. ■ 

1.6.31. Oznaceni. V dalsim vykladu budeme pouzivat i zapisy a > y a x > y, 
ktere po fade znamenaji totez co y < x a y < a. 



1.7. koneCne a spoCetne mnoziny 


1.7. Konecne a spocetne mnoziny 

Pojem „pocet prvku mnoziny 11 je mozne rozsirit i na pffpady, kdyje uvazova- 
na mnozina nekonecna. Potom misto tohoto pojmu pouzivame pojem „mohutnost 
mnoziny 11 . Jeho presne zavedeni vsak presahuje ramec naseho textu a je mozne jej 
nalezt napriklad v knize [|5|]. V tomto oddilu pouze ukazeme jeden ze zpusobujak 
porovnavat mnoziny co do velikosd, ktery s pojmem mohutnosti pracuje implicit- 
ne. Podame take presnou definici konecnych a nekonecnych mnozin. 

1.7.1. Definice. (a) Rekneme, ze mnozina A ma stejnou mohutnost jako mnozina 

B, jestlize existuje bijekce A na B. Znacime A w B. 

(b) Rekneme, ze mnozina A ma mohutnost mens! nebo rovnou mohutnosti 
mnoziny B, jestlize existuje proste zobrazeni A do B. Znacime A < B. 

(c) Rekneme, ze mnozina A ma mensimohutnost nez mnozina B, jestlize exis¬ 
tuje proste zobrazeni A do B a pritom A a B nemaji stejnou mohutnost. Znacime 
A^B. 

1.7.2. Oznaceni. Necht; A je mnozina. Zobrazeni Id/i: A —> A definovane predpi- 
sem Id/i (a) = a, a e A, nazyvame identickym zobrazenim. 

1.7.3. Veta. Necht; A, B, C jsou mnoziny. Potom plati 

(a) A< A, 

(b) pokud A < B a B < C , pak A < C. 

Dukaz. (a) Identicke zobrazeni Id^ je zrejme proste zobrazeni mnoziny A do mno¬ 
ziny A, a tedy A < A. 

(b) Podle predpokladu existuji prosta zobrazeni f : A —> B a g: B —> C. 
Slozene zobrazeni go/ je dobre definovano na mnozine A amahodnoty vmnozine 

C. Pokud (g o f)(x) = (go f)(y), pak f(x) = f(y), nebot; g je proste. Ze vztahu 

f(x) = f(y) pak plyne x = y, nebot; / je proste. To znamena, ze zobrazeni go/ 
je proste, coz dokazuje vztah A <C. ■ 

1.7.4. Veta. Necht; A, B, C jsou mnoziny. Potom plati 

(a) A sb A, 

(b) pokud A B, pak B & A, 

(c) pokud A « B a B & C, pak A & C. 

Dukaz. (a) Identicke zobrazeni Id^ je bijekce mnoziny A na mnozinu A, a proto 

A & A. 

(b) Predpokladejme, ze / je bijekce mnoziny A na mnozinu B. Zobrazeni / 
je proste, a proto existuje zobrazeni / -1 . Defmicnim oborem zobrazeni f~ l je 
mnozina B a jeho obor hodnot je roven A. Zobrazeni / -1 : A —> B je tedy „na“. 
Pokud prox,y e B plati / _1 (a) = /“* (y), potom jc = f(f~ l {x)) = f(f~Hy)) = 
y, a zobrazeni / -1 je tedy proste. Dostavame tak, ze zobrazeni / -1 je bijekce, a 
proto ma mnozina A stejnou mohutnost jako mnozina B, tj. B m A. 

(c) Podle predpokladu existuje bijekce / mnoziny A na mnozinu B a bijekce g 
mnoziny B na mnozinu C. Slozene zobrazeni go/ je dobre definovano na mnozine 
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A a ma hodnoty v mnozine C. Pokud ( g o f)(x) = (g o f)(y), pak f(x) = f(y), 
nebot; g je proste. Ze vztahu f(x) = f(y) pak plyne x = y, nebot; / je proste. To 
znamena, ze zobrazenf g o f je proste. Pro kazdy prvek c e C existuje prvek b e B 
takovy, ze g(b) = c, nebot; g je „na“. Pro prvek b existuje prvek a e A takovy, ze 
/(a) = b, nebot; / je „na“. Potomplati (go f)(a) = g(f(a)) = g(b) = c. Zobrazenf 
go f je tedy „na“. Tun je tvrzenf dokazano. ■ 

1.7.5. Veta (Cantorova^-Bernsteinova® veta). Necht; X a Y jsou mnoziny splnujfcf 
X < Y a zaroven Y < X. Pak X a Y majf stejnou mohutnost. 

K dukazu Cantorovy-Bernsteinovy vety pouzijeme nasled ujfcf lemma. Pripo- 
menme, ze symbol P(X) znacf potencnf mnozinu (viztc |l. 3. 3[ ). 

1.7.6. Lemma. Necht; X je mnozina a H : -P{X) — > P(X) je zobrazenf splnujfcf 
podmfnku 

VA, B e 3>(X): A C B =» H(A) c H(B). (1.20) 

Potom existuje C C X takove, ze H(C) = C. 


Dukaz. Definujme = {A e P(X); A c H(A)}. Ukazeme, ze C = (j'C je hleda- 
nou m nozi nou. Zrejme platf C C X. Pokud A potom A c C podle definice C. 
Dfky ( |l.20t ) pak platf H(A) c H(C). Dohromady tedy mame A c H(A) c / /(C) . 
Z teto uvahy a definice C dostavame C C H(C). Nynf znovu pouzijeme ( |l.20( ) 
pro dvojici mnozin C a H(C ) a dostaneme H(C ) C H(H(C)). To znamena, ze 
H(C) e C, a tedy /7(C) C C. Tim je rovnost H(C) = C dokazana. ■ 

Dukaz Vety |7.7-4 Podle predpokladu vety existujf prosta zobrazenf /: X —> Y a 
g: Y ->• X. Definujme zobrazenf H: P(X) P(X) predpisem 
H(A) = X\g(Y\f{A% 

Pokud U CV CX, potom f(U) C f(V), a tedy take Y \ f(V) C Y\ f(U). Od- 
tud jiz snadno odv odfm e inkluzi H(U ) C H(V). Zobrazenf H tedy splnuje pred- 
poklady Lemmatu I1.7.6L s pomocf ktereho nalezneme mnozinu C C X splnujfcf 
77(C) = C. Pak platf 

C = 77(C) = X\g(Y\ /(C)). 

Odtud plyne X \ C = g(Y \ /(C)). Zobrazenf g|y\/(c> je tedy proste zobrazenf 
mnoziny Y \ f(C) na mnozinu X\C. Potom g -1 |x\c je proste zobrazenf I\C na 
Y \ /(C). Ponevadz f\c je proste zobrazenf C na /(C), je nasledujfcf zobrazenf 
h\ X —»• Y hledanou bijekcf mezi mnozinami X a. Y 


h(o) = 


\ g-'ia) 


pro a e C, 
pro a e X\C. 


Z nasledujfcf vety vyp lyva, ze pro kazdou mnozinu existuje mnozina, ktera je 
„vetsf“ ve smyslu Definice |l.7.l| . 


5 Georg Cantor (1845-1918) 

6 Felix Bernstein (1878-1956) 




1.7. koneCne a spoCetne mnoziny 


1.7.7. Veta (Cantorova veta). Necht! X je mnozina. Pak X < tP{X). 

Dukaz. Zobrazcnf <p : X —> ■ r P(X) definovancpredpisem <p{x) = {x}, je proste, takze 
platf X < 3>(X). 

Zbyva ukazat, ze mnoziny X a !P(X) nemaji stejnou mohutnost. Provedeme 
dukaz sporem. Predpokladejme, ze existuje bijekce <p: X -»• fP(X). Oznacme A = 
{x eX\ x (p{x)}. Zobrazcnf <p je bijekce, a proto muzeme nalezt a e X takove, ze 
( p(a) = A. Pokud a e A, pak podle definice mnoziny A platf a <p(a), coz je spor, 
nebot! cp(a ) = A. Pokud a A, pak podle definice mnoziny A platf a e <p(a ) = A, 
coz je opet spor. Tfm je predpoklad existence bijekce <p priveden ke sporu a tvrzenf 
je dokazano. ■ 

1.7.8. Definice. Necht' A je mnozina. Rekneme, ze mnozina A je 

• konecna, pokud je bud prazdna, nebo existuje n e N takove, ze X ma 
stejnou mohutnost jako {1 

• nekonecna, pokud nenf konecna, 

• spocetna, jestlize je konecna nebo ma stejnou mohutnost jako N, 

• nespocetna, pokud nenf spocetna. 

1.7.9. Lemma. Necht! m,n e N. Potom {1sa {1 prave tehdy, kdyz 

m = n. 

Dukaz. Pokud m =n, potom {1,...,«} {1. m} podle Vety |1.7.4| (a). 

Opacnou implikaci dokazeme pomocf matematicke indukce podle m. Predpo- 

kladejme, ze m = 1 a {1} {1,... ,n}. Potom existuje bijekce (p: {1} ->■ {1_ ,n}. 

Platf tedy ^(1) = 1 a take <p( 1) = n. Musf tedy platit n = 1, a proto m = n. 

Predpokladejme platnost tvrzenf pro me N. Dale predpokladejme, ze pro ne- 

jake« e N platf {1_ ,n} m {1,... ,m+ 1}- Existuje tedy bijekce^: {1,..., w+1} —> 

{1,..., n}. Pak existuje jednoznacne urcene cfslo ko e {1,..., m + 1} takove, ze 

<p(ko) = n. Definujme pomocne zobrazenf \jr : (1_ ,m} —> {1_ ,n — 1} predpi- 

sem 

f(k) = I P okud ke{l....,m}\ {k 0 }, 

/ <p(m + 1), pokud k = ko a ko e {1,..., m}. 

Zobrazenf i/r je dobre definovane s hodnotami v mnozine {1,..., n — 1}. Overme, ze 
jde obijekci mnoziny {1,..., m} namnozinu {1,... ,n — 1}. Zobrazenf je „na“, nebot! 
obor hodnot obsahuje vsechny prvky mnoziny {1,... = {1,— 1}. 

Predpokladejme nynf, ze xjr(k) = ir(k') pro k, k' e {1,..., m}. Pokud k = ko, pak 
ko e {1,... ,m} a \j/(k) = = <p(m + 1). Dfky prostote (p platf k' = ko = k. 

Pokud k ± k 0 , pak dfky prostote cp musf byt k' ^ k Q . Potom ale platf i// (k) = 
( p(k) = (p{k') = i k(k')- Odtud plyne k = k'. Zobrazenf ifr je tedy proste. 

Mame tedy {1,1} {1,..., m}. Podle indukcnfho predpokladu dosta- 

vame n — 1 = m, a tedy n = m + 1. ■ 

1.7.1 0. Po kud X « {1,... ,n} pro jiste n e N, pak je toto n urceno podle Lem- 
matu |l.7.9| jednoznacne. Toto pozorovanf je dulezite pro korektnost nasledujfcf 
definice. 
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1.7.11. Definice. Pokud je mnozina X prazdna, pak rfkame, ze pocet prvku mno¬ 
ziny X je roven 0. Pokud X rs {\.... ,n} pro jiste n e N, pak rfkame, ze pocet 
prvku mnoziny X je roven n. Pocet prvku konecne mnoziny X znacfme |V|. 

1.7.12. Pokud jsou mnoziny X a Y konecne a majf stejnou mohutnost, pak jsou 
obe prazdne nebo obe neprazdne. V prvnfm prfpade X = Y a pocet prvku X a 

Y je roven 0. Ve druhem prfpade existu jf m,n e N takova, ze X rs ,m} a 

Y « {1,... ,n}. Potom podle Vety |1.7.4| dostavame {1,... ,m} ^ {1,... ,«}, a tedy 
podle Lemmatu |1.7.9| platf m = n, neboli |AJ = |F|. 

Pokud jsou X a Y konecne a majf stejny pocet prvku, pak jsou opet obe prazdne 
nebo obe neprazdne. V prvnfm prfpade X = Y a X w Y. Ve druhem prf pade 

existuje n e N takove, ze X w {1,..., n} a Y « {1,_ n). Potom podle Vety |l.7.4| 

dostavame X mY. 

Platf tedy, ze dve konecne mnoziny majf stejnou mohutnost, prave kdyz majf 
stejny pocet prvku. 

1.7.13. Veta. Necht; A c M je konecna mnozina. Potom je mnozina A omezena. 
Je-li navfc A neprazdna, pak existuje jejf maximum a minimum. 

Dukaz. Je-li A prazdna, pak je zrejme omezena, nebot; kazde x e M je zaroven hornf 
i dolnf zavorou mnoziny A. 

Necht; je A neprazdna. V tomto prfpade provedeme dukaz matematickou in- 
dukcf podle poctu jejfch prvku. Je-li A jednoprvkova, je tvrzenf zrejme. Predpo- 
kladejme nynf, ze tvrzenf platf pro kazdou mnozinu o n prvcfch. Necht' A je mno¬ 
zina o n + 1 prvcfch, tj. existuje bijekce <p\ {1,... ,n + 1} -+■ A. Polozme B = 

{^>(1),- <p(n)}. Pak B c M ma n prvku, a tedy je die indukcnfho predpokladu 

omezena a existuje jejf maximum G' a minimum g'. Polozme 

g = min {<p(n + 1), g'}, G = max{< p(n + 1), G'}. 

Cfsla gaG jsou dobre definovana die Prfkladu |1.6.19| . Dale platf 
Vi + g<<p(i)<G. 

Tedy g je dolnf zavora mnoziny A a G je hornf zavora mnoziny A. Proto je mnozina 
A omezena. Protoze g',G' e <p{{\,... ,n}) C A, je g,G e A. Nalezlijsme tedy 
minimum i maximum mnoziny A. Die principu matematicke indukce tedy tvrzenf 
platf pro vsechny konecne podmnoziny A C R. ■ 

1.7.14. Veta. Mnozina N je nekonecna. 

Dukaz. Proved eme dukaz sporem. Predpokladejme, ze mnozina N je konecna. Pod¬ 
le Vety |l.7.13| je potom mnozina N omezena, a tedy existuje jejf hornf zavora v 
R, kterou oznacfme K. Potom podle Archimedovy vlastnosti realnych cfsel (Ve¬ 
ta |l.6.27[ ) existuje n € N takove, ze n > K. Tudfz K nenf hornf zavorou mnoziny 
N,cozjespor. ■ 

Nasledujfcf lemma muze byt ponekud prekvapive, protoze ukazuje, ze mnozi¬ 
nu N x N je mozne proste zobrazit do N. 
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1.7.15. Lemma. Zobrazenf fNxN^N definovane predpisem 

<p(n,m) = (n + m) 2 + n, (n,m) e N x N, 

je proste. 

Dukaz. Predpokladejme, ze platf <p(n,m) = ip(n', m') pro (n.m). (n'. in') e N x N. 
Potom mame 

(«' + m' + l) 2 > («' + m') 2 + n' = <p(n', m') = <p(n,m) 

= (n + m) 2 + n > (n + m) 2 . 

Odtud plyne nerovnost n' + m' + \ > n + m. Potom mame n + m < n' + m'. 
Obdobne odvodfme nerovnost n' + m' < n + m. Musi tedy platit n' + m' = n + m. 
Odtud a z rovnosti (p(n,m ) = <p(n',m') plyne n = n', a tedy take m = m'. Zobrazenf 
ipje tedy proste. ■ 

1.7.16. Lemma. Necht' A, B jsou mnoziny a /: A —*■ B je zobrazenf. Pak f(A) < 
A. 

Dukaz. Korektnf dukaz se opfra o axiom vyberu, coz je vyrok, jehoz platnost pri 
praci s mnozinami predpokladame. Zde je jedna z jeho moznych formulacf: 

Je-li b i->- Cb,b e I, indexovany system neprazdnych mnozin, potom existuje zobrazem 
<p: I ->• Ufes/ Q takove, ze pro kazde b e / plati(p{b) e Cb- 
Dalsf vysvetlenf je uvedeno v Dodatku [b]. 

Pokud je mnozina A prazdna, potom tvrzenf zrejme platf. Pokud je mnozina 
A neprazdna, potom polozime I = /(i) a Cj = / -1 (W) pro b e I. Podle axi- 
omu vyberu existuje zobrazem <p : / {A) ->• A takove, ze pro kazde b e / (A) platf 
cp{b) € f~ l {{b}). Zobrazenf <p je proste. Pokud totiz <p(fj) = < p(b'), potom platf 
b = f(cp(b)) = f(<p(b')) = b'. Dostavame tedy f(A) < A. ■ 

1.7.17. Veta (vlastnosti konecnych mnozin). 

(a) Necht; A je konecna mnozina a B c A. Potom B je konecna. 

(b) Necht; A je konecna mnozina, jejfmiz prvky jsou konecne mnoziny. Po¬ 
tom [J d4> je konecna mnozina. 

(c) Necht; neNaii,...,4„ jsou konecne mnoziny. Potom A\ x • • • x A n je 
konecna mnozina. 

(d) Necht; A je konecna mnozina, B je mnozina a f: A —*■ B je zobrazenf. 
Potom /(d) je konecna mnozina. 

Dukaz. (a) Nejprve matematickou indukcf podle n dokazeme, ze je-li n e N a A c 
(1,... ,«},potomje mnozina d konecna. Je-li n = lad c {1}, pak bud'jed prazdna 
mnozina, nebo d = {1}. V obou prfpadech prfmo z definice plyne, ze mnozina d 


je konecna. 

Predpokladejme nynf, ze kazda podmnozina mnoziny {1. n} je konecna. 

Necht'd je podmnozina mnoziny + 1}. Pokud d C pak je d 


konecna mnozina podle indukcnfho predpokladu. V opacnem prfpade platf 

d = (dn{i.fi})u{« + l}. 
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Pak je mnozina B = A Pi {1,...,«} konecna. Je-li B prazdna, pak A = {n + 1} 
a existuje bijekce mnoziny {1} na mnozinu A. Je-li B neprazdna, potom existujf 
k e N a bijekce <p : {1,..., k} —» B. Definujme i/r: (1,..., k + 1} —► A predpisem 

(i) U(0 pro / € {1. k), 

(n + 1 pro i = k 

Pak \jr je bijekce {1,..., & + 1} na d, a tedy A je konecna mnozina. 

Predpokladejme nyni, ze A je konecna neprazdna mnozina a B jejeji neprazd¬ 
na podmnozina. Pak existuje n € N a bijekce <p: A -+ {1,... ,«}. Potom je zob- 
razeni ijr = <p\s bijekci mnoziny B na mnozinu <p(B). Podle prvni casti dukazuje 
mnozina (p(B) konecna, tj. existuje me N a bijekce w: <p(B) -+ {1,... ,m}. Pak 
co o \fr je bijekce mnoziny B na mnozinu {1,..., m}, takze mnozina B je konecna. 

(b) Nejprve dokazeme, ze sjednoceni dvou konecnych mnozin je konecna mno¬ 
zina. Necht; tedy CaD jsou konecne mnoziny. Je-li alespon jedna z nich prazdna, 
pak tvrzeni zrejme plati. Predpokladejme tedy, ze jsou obe neprazdne. Potom exis- 
tuj im,n e N a bijekce a: C —> {1,...,«}, fS: D -*■ {1,, m}. Definujme zobrazeni 

y: D\C ->-{« + l. n +m} predpisem y(x) = /}(x)+n, x e D\C. Pak zobrazeni 

<p: CUD->{1. n +m} definovane predpisem 


<p(x) = 


j «w, 

( Y(X), 


k e C , 
k e D\C, 


je proste zobrazeni mnoziny CUfldo mnoziny + m}, nebot' zobrazeni 

a\c, y\d\c jsou prosta a 

«(C) n y(D \ C) C {1, ..., n} n {n + 1, ..., n + m) = 0. 


Plati (p(C U D) c {1. n + m}, a mnozina cp(C U D) je te dy kon ecna podle jiz 

dokazane casti (a). Mnozina C U D je konecna, nebot' podle |l . 4.221 plati C U D w 
cp(C U D). 

Pokud je mnozina A konecna, pak je bud prazdna nebo ma n prvku, kde n e 
N. V prvnim pripade je jeji sjednoceni prazdnou mnozinou, a je tedy konecne. 
Ve druhem pripade dokazeme tvrzeni matematickou indukci. Pro n = 1 tvrzeni 
zrejme plati. Predpokladejme nyni, ze tvrzeni plati pro n e N. Necht; tedy A = 
{Ai ,..., A n+ i}, kde A t ,i = 1,... ,n + 1, jsou dane konecne mnoziny. Potom podle 
indukcniho predpokladu je U” =1 At konecnou mnozinou. Pak je ale mnozina 


u ^=( u ^) u ^ + 1 


konecna die prvni casti dukazu. Tim je podle principu matematicke indukce tvr¬ 
zeni dokazano. 

(c) Podobne jako v (b) staci dokazat, ze kartezsky soucin dvou konecnych ne- 
prazdnych mnozin A a B je konecny. Mcjme m,n e N a bijekce a: A -»• {1. n}, 
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fi: B —> {1__ m}. Necht; ip je zobrazenf z Lemmatu |1.7.15| . Pak zobrazenf \/r defi- 

novane predpisem 

\lf(a,b) = (p(a(a),f}(b)), (a,b) e Ax B, 

je proste zobrazenf mnoziny A x B do konecne mnoziny {\,... ,(n + m) 2 + n). 
Mnozina i Js(AxB) je tedy konecna podle jiz dokazane casti (a). Odtud plyne i 
konecnost mnoziny A x B, neb ot' Ax B fa \fr{Ax B). 

(d) Diky Lemmatu MM vime, ze f(A) < A, tj. existuje proste zobrazenf 
x/r: f(A) —» A. Potom je mnozina i/r(/(zl)) podmnozinou konecne mnoziny A, a 
je tedy podle (a) konecna. Mnozina f(A)je tedy konecna, nebot; f(A) rs xjf{ f{A)). 


1.7.18. Lemma, (a) Mnozina A je spocetna prave tehdy, kdyz plati A < N. 

(b) Necht; A jc neprazdna mnozina. Potom je mnozina A spocetna prave tehdy, 
kdyz existuje zobrazenf /: N -»■ A, ktere je „na“. 

Dukaz. (a) =S> Pokud je A spocetna, pak je bud konecna, nebo A » N. V prvnim 

pripade je A bud prazdna nebo existuje n e N takove, ze A fa {1__ n }. Zrejme 

tedy plati A < N. 

Pokud A fa N, pak take zrejme A < N. 

<= Necht; /: A N je proste zobrazenf. Mnozina f(A)jc bud'omezena, nebo 
neomezena. Predpokladejme nejprve, ze nastava prvni moz nost. P otom existuje 
cislo K e R, ktere je borni zavorou mnoziny f{A). Podle Vety |l.6.27| exi stuje n € N 
takove, ze K < n. Potom plati f(A) c {1,Podle V^ty |1.7.17| (a) je f(A) 
konecna mnozina. Vzhledem k tomu, ze A fa f(A) podle |1.4.22| , clostavame, ze 
mnozina A je konecna, a tedy spocetna. 

Predpokladejme nyni, ze mnozina / (A) neni omezena. Induktivne budeme 
konstruovatposloupnostprirozenychcisel {nfc}£L r Polozmenj = min f(A). Pred¬ 
pokladejme, ze pro k e N jsou jiz definovana cisla n i,... ,«£. Mnozina f(A) \ 
{«i,... ,«yt}je neprazdna, nebot; f{A)je. neomezena. Polozimen*+i = min(/ (/l)\ 
nk }) • Tim je konstrukce posloupnosti provedena podle Vety |1.4.30| . Zob- 
ra zeni <p: k i-> n^,k e N, je podle konstrukce proste a plati y>(N) = f(A). Pod¬ 
le |l.4.22| plati ^ (N) fa N, a tedy f(A) fa N. Odtud dostavame A fa N, nebot; 
A fa f(A) podle |1.4.22| . Mnozina A je tedy spocetna. 

(b) =>• Podle jiz dokazaneho bodu (a) existuje proste zobrazenf g: A N. 
Mnozina A je neprazdna, takze muzeme nalezt prvek a e A. Zobrazenf /: N -»■ A 
definujeme predpisem 

( g~ l (n), pokud n e M{g), 

| a, pokud n e N \ M{g). 

Potom zrejme /(N) = A. 

4= Predpokladejme, ze /: N —> A je zobrazenf, ktere je „na“. Potom podle 
|l.7.16| plati A < N. Mnozina A je tedy spocetna podle jiz dokazane casti (a). ■ 

1.7.19. Veta (vlastnosti spocetnych mnozin). 
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(a) Necht; A je spocetna mnozina a B c A. Potom je mnozina B spocetna. 

(b) Necht; A je spocetna mnozina, jejimiz prvkyjsou spocetne mnoziny. Po¬ 
tom je mnozina (J A spocetna. 

(c) Necht; n e N a A \,..., A n jsou spocetne mnoziny. Potom je mnozina 
A\ x • • • x A„ spocetna. 

(d) Necht; A je spocetna mnozina, B je mnozina a f: A —>■ B jc zobrazeni. 
Potom je mnozina f(A) spocetna. 

Dukaz. (a) Necht' B c A a A je spocetna. Potom Id#: B ->• A je proste zobrazeni, 
a plati tedy B < A. Ponevadz A < N podle Lemmatu |l.7.18| (a), dostavame B < N 
podle Vety |LL3l(b) a mnozina B je tedy spocetna podle Lemmatu |l.7.18| (a). 

(b) Oznacme A = {A e A; A ^ 0}. Potom (J A = [J A. Pokud A = 0, po¬ 
tom je mnozina 1J A prazdna, a tedy spocetna. V opacnem pripade existuje podle 
Lemmatu |l.7.18| (b) zobrazeni f:N-*A, ktere je „na“. Pro kazde /lei existuje 
zobrazeni gA: N ->• A, ktere je „na“. Definujme zobrazeni \fr: N x N 1J A pred- 
pisem \jr{n,m) = gf( n )(m). Zobrazeni \jr je „na“. Pro kazde a e 1J A totiz existuje 
A e A takove, ze x e A. Existuji tedy n, m e N takova, ze f(n) = Aa gA(m) = 
Potom f{n,m ) = gn,Am) = g A (m ) = x. 

Podle Lemmat |l.7.15| a |l.7.18| (a) je mnozina N x N s pocetna, a tedy existuje 
zobrazeni h mnoziny N na mnozinu NxN (Lemma |l . 7.1 8| (b)) . Potom je zobraz eni 
^ o h zobrazenim mnoziny N na mnozinu (J A, coz podle Lemmatu |l.7.18| (b) 
dokazuje spocetnost mnoziny (J A. 

(c) Podobne jako v dukazu bodu (b) a (c) Vcty |l.7.T7| staci dokazat, ze kartez- 
sky soucin dvou spocetnych mnozin A a B je spocetny. Kartezsky soucin A x B je 
roven sjednoceni {J a€A {a} x B. Zrejme plati {a} xS»< B. Mnozina Ax B je tedy 
spocetnym sjednocenim spocetnych mnozin a podle (b) je tedy spocetna. 

( d) Nec ht; A je spocetna mnozina a /: A —> B je zobrazeni. Vime z_Lem- 

matu |1.7.T^ , ze plati f(A) < A. Protoze A < N, dostavame podle Vety |1.7.3| (b) 
f(A ) 5 N. Odtud plyne podle (a) spocetnost f(A). ■ 

1.7.20. Priklad. Dokazte, ze mnozina racionalnich cisel Q je spocetna. 

Reseni Mnozina Z je spocetna, nebot'je sjednocenim mnoziny kladnych cisel, mno¬ 
ziny zapornych cis el a jed noprvkove mnoziny obsahujici cislo 0. Mnozina ZxN 
je tedy podle Vety |1.7.19| (c) spocetna. Zobrazeni /: Z x N —»• Q definovane pred- 
pisem f(p,q) = pq~ x zobrazuje Z x N na Q. Podle Vety |1.7.19| (d) je mnozina Q 
spocetna. * 

1.7.21. Priklad. Necht; $ je disjunktni system neprazdnych otevrenych intervalu 
v R. Dokazte, ze potom je system $ spocetny. 

Reseni Pro kazde J e $ nalezneme racionalni cislo qj e J. Pak je zobrazeni defi¬ 
novane predpisem J qj, J e ft, prostym zobrazenim mnoziny ft do spocetne 
mnoziny Q, tedy ft je take spocetna. * 

1.7.22. Priklad. Necht; A je nekonecna mnozina. Dokazte, ze potom A obsahuje 
nekonecnou spocetnou podmnozinu. 
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Resent Definujme induktivne posloupnost {a n }'^L 1 nasledovne. Zvolme a\ e A li- 
bovolne. Predpokladejme, ze pro n e N jsme jiz definovali prvky a\,... ,a n . Mno¬ 
zina A \ {a \,..., a n ) je neprazdna, nebot; A je nekonecna. Prvek g„ +i zvol me libo- 
volne z teto mnoziny. Mnozina {a n ; n e N} je nekonecna die Vety |l.7.14| , a dm je 
dukaz proveden. * 

1.7.23. Poznamka. MnozinaT R je ncspo cctna. Dukaz provedeme az v Pnkladu |3.8.9| 
a jinym zpusobem v paragrafu |10.10.32| . 


1.8. Vlastnosti elementarnich funkci 

Realnafunkce /jednerealnepromenne (dalejen funkce) je zobrazem f: M —>■ 
M, kde M je podmnozinou mnoziny realnych cisel. 

V tomto oddilu uvedeme definice nekterych pojmu, ktere jsou dulezite pri 
zkoumani realnych funkci. Dale se seznamime s elementarnimi funkcemi, tj. s po- 
lynomy, exponencialou, logaritmem, odmocninami, obecnou mocninou, gonio- 
metrickymi funkcemi a cyklometrickymi funkcemi. Uvedeme souhrny jejich za- 
kladnicb vlastnosd, ze kterych lze odvodit vsechna pocetni pravidla stredoskolske 
matemadky. V Kapitole ^pak nekolik takovych odvozeni provedeme. 

1.8.1. Definice. Necht' J C ffi je interval. Rekneme, ze funkce f \ J -»■ M je 

• rostouci na intervalu J , jestlize pro kazde x lt x 2 e J, X\ < x 2 , plati 
fix t) < f(x 2 ), 

• klesajici na intervalu J, jestlize pro kazde xi,x 2 e J, x\ < x 2 , plati 
fix t) > f(x 2 ), 

• neklesajici na intervalu J, jestlize pro kazde xi,x 2 e J, x\ < x 2 , plati 
fix t) < fix 2 ), 

• nerostouci na intervalu J, jestlize pro kazde x \, x 2 e J, x\ < x 2 , plati 
fix t) > fix 2 ). 

1.8.2. Definice. Monotonni funkci (respektive ryze monotonni funkci) na inter¬ 
valu id rozumime funkci, ktera je neklesajici nebo nerostouci (respektive ros¬ 
touci nebo klesajici) na J. 

1.8.3. Definice. Necht; /:!->IaMcl Rekneme, ze / je 

• shora omezena na M, jestlize mnozina /(M) je shora omezena, 

• zdola omezena na M, jestlize mnozina /(M) je zdola omezena, 

• omezena na M, jestlize mnozina /(M) je omezena, 

• konstantni na M, jestlize pro vsechna x,y e M plati f(x) = fiy). 

1.8.4. Definice. Necht; /:l->laMcl Rekneme, ze / je 

• licha, jestlize pro kazde a e <0(/) plati — x e 5)(/) a fi~x) = — fix'), 

• suda, jestlize pro kazde x e £>(/) plati —a e <£)(/) a /(—a) = fix), 

• periodicka s periodou a, kde a e R, a > 0, jestlize pro kazde a e 5)(/) 
plati a + a e <£>(/), a - a e £>(/) a /(a + a) = fix). 
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1.8.5 (algebraicke operace s funkcemi). Necht' M je mnozina, /: M —»■ R, g: M —> 
lacel. Pak definujeme funkce f + g, fg, cf na mnozine M predpisy 
(f + g){x) = f(,x) + g{x), xeM , 

(. fg)(x ) = f(x)g(x), X e M, 

( cf)(x ) = c/O), x e M. 

Je-li g 0) 7^ 0 pro kazde a; e M, pak definujeme 



1.8.6. Veta. Necht' M je neprazdna mnozina a f: M —>■ R a g: M —>• R jsou 
zobrazenf. 

(a) Jestlize / a g jsou shora omezena, potom 

sup(/ + g)(M) < sup f(M) + sup g(M). 

(b) Jestlize / a g jsou zdola omezena, potom 

inf(/ + g)(M) > inf /(M) + inf g(M). 

Dukaz■ (a) Mnoziny /(M) a g(M) jsou neprazdne a shora omezene, a proto existuji 
jejich suprema, ktera oznacfine po fade A a B. Necht; x e M. Potom z definice 
suprema plyne f(x) < A a g(x) < B, a tedy take /(jc) + gO) < A + B. Protoze 
x e M bylo zvoleno libovolne, je A + B horni zavorou mnoziny (/ + g)(M). Odtud 
plyne tvrzenf (a). 

(b) Dukaz tvrzenf (b) je obdobny dukazu tvrzenf (a). ■ 

1.8.7. Necht' a,b e R. Definujme funkci /: R -»• R predpisem f(x) = ax + b. 
Takto definovana funkce se nazyva afinnf. Pokud je b = 0, rfkame, ze / je line- 
arm. Zde definujeme pojem linearnf funkce jinak, nez je obvykle na strednf skole, 
protoze v pokrocilejsfch matematickych textech se uzfva prave uvedene definice. 

1.8.8. Necht' a,b,c e R. Definujme funkci /: R -»• R predpisem f(x) = ax 2 + 
bx + c. Je-li a^O, pak se takto definovana funkce nazyva kvadraticka. 

1.8.9. Polynomem budeme rozumet kazdou funkci P tvaru 

P(x) = a 0 + aix -|-fl„x", tel, (1.21) 

kde n e N U {0} a ao, fli,..., a„ € R. Cfsla ao,...,a„ se nazyvajf koeficientypolyno- 
mu P. Nulovym polynomem rozumfme konstantnf nulovou funkci definovanou 
na R. 

Dukaz nasledujfcfho tvrzenf a dukaz tvrzenf z dalsfho paragrafu jsou uvedeny 
v Dodatku ??. Pro kazdy nenulovy polynom existuji jednoznacne urcena cfsla n e 
N U {0}, a 0 ,...,a n e R ,a n ^0, takova, ze 

P(x) = ao + a\x-\ - V a n x n , tel. 

Pak rfkame, ze stupen polynomu P je roven n. Stupen nuloveho polynomu defi¬ 
nujeme jako — 1. Stupen polynomu P znacfme st P. 
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1.8.10. Realnym korenem polynom u P r ozumime kazde cislo x e K splnujicf 
P(x) = 0. Necht; P je polynom tvaru ( |l .2l[ ), kde a n ^ 0. Potom existuje nejvyse n 
realnych korenu polynomu P. 

Pro polynomy stupne 1 a 2 je mozne urcit hodnoty realnych korenu pomoci 
nasledujicich vzorcu. Rovnice ax + b = 0, kde a,b e R.a ^ 0, ma prave jeden 
realny koren —*. Odvozem je snadne. Uvazujme rovnici 

ax 2 +bx+c= 0, (1.22) 

kde di,cel,a^0. Oznacme D = b 2 —Aac. Cfslo D nazyvame diskriminantem 
rovnice ( |1.22[ ). Pokud D > 0, pak ma rovnice prave dva realne koreny a 

~ h 2a ° ' P°kud D = 0, pak ma rovnice prave jeden realny koren Pokud D < 0, 
pak rovnice nema realne koreny. 

1.8.11 (deleni polynomu). Necht; P a Q jsou dva polynomy, pricemz polynom Q 
neni nulovy. Pak existuji jednoznacne urcene polynomy R a Z takove, ze P = 
RQ + Z a st Z < st <2- 

Polynomy R a Z hledame pomoci nasledujiciho algoritmu. Pokud st Q > st P, 
pak stacf polozit R rovno nulovemu polynomu a Z = P. Pokud st Q < st P, pak 
nalezneme takove a\ e M a ki e N U {0}, ze st(P — aix kl Q) < st P. Tento krok 
potom opakujeme, pricemz misto polynomu P uvazujeme polynom P — a\X k ' Q, 
pokud nema tento polynom stupen mensi nez polynom Q. Timto zpusobem ob- 
drzfme a\,..., ai e M a ki,..., hi e N takova, ze platf st(P - aix kl Q - a 2 x k2 Q - 
- aix k ‘ Q) < st Q. Potom polozime R(x) = aix kl H- {- aix k ‘ a Z = P — RQ. 

1.8.12. Priklad. Vydelte polynom P(x) = 2x 3 + Ax 2 — x + 2 polynomem Q(x) = 
x 2 + x + 2. 

Resem. Budeme postupovat podle algoritmu uvedeneho v |l.8.1l| . Polynom Q vy- 
nasobime vyrazem 2x a vysledek odecteme od P. Obdrzime 

Pi(x ) = P(x) - 2xQ(x) = 2x 3 + Ax 2 -x + 2- 2x(x 2 + x + 2) = 2x 2 - 5x + 2. 
Polynom Q vynasobime vyrazem 2 a vysledek odecteme od Pi - Obdrzime 
P 2 (x) = P x (a) - 2 Q(x) = 2x 2 -5x + 2- 2(x 2 +x + 2) = -1x-2. 

Potom mame 

P(x) = (2x + 2 )Q{x) -lx-2. 

* 

1.8.13. Necht; he N. Potom A:-tou odmocninou nazyvame inverzni funkci k funk- 
ci x x k , x e [0, oo), je-li k sude, a k a w- x k , x e R, je-li k liche. Znacime 
x i-> %/x. Definice je korektni, nebot; v obou pripadech uvazujeme inverzni funkci 
k funkci, ktera je na svem definicnim oboru rostouci. 

1.8.14. Racionalni funkci rozumime kazdou funkci tvaru kde P, Q jsou po¬ 
lynomy, pricemz Q neni nulovy polynom. Definicnim oborem takove funkce je 
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mnozina l\{x el; Q(x) = 0}. Polynom Q neni nulovy, takze racionalni funkce 
je definovana v kazdem bode M vyjma nejvyse konecne mnoha bodu (vizte |l. 8.1 0[ ). 

1.8.15. Exponencialni funkce, kterou budeme znacit exp, ma definicnf obor roven 
M a obor hodnot roven (0, oo). Tato funkce splnuje nasledujici podmmky: 

• Vx, y e M: exp(x + y) = exp(x) • exp(y), 

• VxeR: exp(x) > 1 + x. 

Odtud lze odvodit nasledujici uzitecne vlastnosd exponencialni funkce: 

• exp je rostoucf funkce na M, 

• exp(0) = 1, 

• VxelVneZ: exp(«x) = (exp(x))", 

• Vxel,x>0: exp(x) > 1. 

Hodnotu funkce exp v bode 1 znacfme symbolem e a nazyvame ji Eulerovym cls- 
lem.0 



1.8.16. Logaritmicka funkce, kterou budeme znacit log, je funkce inverzni k funk- 
ci exponencialni. Jeji definicni obor je tedy roven (0, oo) a obor hodnot roven R. 
Tato funkce splnuje nasledujici podminky: 

• Vxje (0, oo): log(xy) = log(x) + log(y), 

• Vx e (0, oo): log(x) < x — 1. 

Odtud lze odvodit dalsi uzitecne vlastnosti logaritmicke funkce: 

• funkce log je rostouci na intervalu (0, oo), 

• log(l) = 0, 

• Vx e (0,oo) Wn eZ: log(x") = nlogx, 

• Vx e (1, oo): log(x) > 0. 


7 Leonhard Euler (1707-1783) 
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1.8.17. Necht; a e R, a > 0. Pro x e R definujeme obecnou mocninu a x pred- 
pisem a x = ex p(x lo g a). Pro a e R a n e Z jsme vsak symbol a n jiz defino- 
vali v Oznacem |1.6.1| (b). Pokud je a > 0, mame pro tento symbol dve definice. 
Nova definice se vsak v tomto pripade shoduje s predchozi definici, nebot; plati 
exp(«log(a)) = exp(log(a")) = a n . Funkce a x je rostouci na M pro a e (l,oo) a 
klesajici na M pro a e (0,1). 

Pro kazde a e R, a > 0, x, y e E plati 

• a x+y = a x ■ a y , 

• (a x ) y =a xy . 

Oba vztahy snadno overime pouzitim zakladnich vlastnosti exponencialni a 
logaritmicke funkce. Plati 


a x+y = exp ((a + y) log(a)) = exp(x log(a) + y log a) 

= exp (a log (a)) • exp(y loga) = a x ■ a y , 

(a x ) y = exp(y log(a x )) = exp( y log(cxp(v log a ))) 

= exp(yAloga) = exp(xyloga) = a xy . 

1.8.18 (vlastnosti funkci sinus a kosinus). Funkce sinus, znacime sin, a kosinus, 
znacime cos, maji definicni obor roven R a obor hodnot roven intervalu [—1,1]. 
Tyto funkce splnuji nasledujici podminky: 

• funkce sin a cos jsou 27r-periodicke, 

• Vx, y e M: sin(x + y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y), 

• Vx, y e M: cos(x + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y), 

• sin je licha funkce a cos je suda funkce, 

• existuje jednoznacne urcene kladne cislo jt takove, ze sin je rostouci na 
[0, f], sin(0) = 0 a sin(f) = 1. 
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Obrazek 3. Grafy funkcf sinus a kosinus 


1.8.19 (vlastnosti funkcf tangens a kotangens). Funkce tangens, znacfme ji tg, a 
kotangens, znacfme ji cotg, definujeme predpisy 

tgW = CQS ^ - a € M\ {§ + kn; k e Z} , 

cotg(x) = C ° S ^ , x e M \ {kn\ k e Z}. 

sin(x) 

• funkce tg a cotg jsou Tt-periodicke, 

• Vx,y e (-f.f), x + y e(-f,|): tg(x + y) = . 




1.8.20. Nasledujfcf tabulka obsahuje funkcnf hodnoty goniometrickych funkcf v 
nekterych vyznacnych bodech. 
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funkce 

0 

1 

f 

f 

1 

sin 

0 

2 

72 

2 

i 

cos 

1 

V3 

1 

72 

1 

2 

0 

tg 

0 

73 

1 

>/3 


cotg 


73 

1 

1 

V3 

0 


1.8.21. Cyklometricke funkce arkussinus (arcsin), arkuskosinus (arccos), arkustan- 
gens (arctg) a arkuskotangens (arccotg) definujeme nasledujfcfm zpusobem 


arcsin = (sin 
arctg = (tg| ( _ f , f) ) _1 , 


arccos = (cos | [0 ,„]) ’ 
arccotg = (cotg |(o,„>)' 


Uvedene definice cyklometrickych funkcf jsou korektnf, nebo( uvazovane restrikce 
goniometrickych funkcf jsou proste. 

Nynf uvedeme zakladnf vlastnosti cyklometrickych funkcf: 


• funkce arcsin je licha, 

• arcsin(—1) = — arcsin(O) = 0, arcsi^^) = j, arcsin(l) = 

• arccos(-l) = n, arccos(O) = §, arccos(^) = j , arccos(l) = 0, 

• Vre |— 1,11: arcsine + arccos* = §, 

• S) (arctg) = E, 

• X (arctg) = (-§, f), 

• arctg je rostoucf a licha funkce na E, 

• arctg(O) = 0, arctg(l) = arctg(—1) = — 

• <0 (arccotg) = E, 

• (arccotg) = (0, n), 

• arccotg je klesajfcf funkce na E, 

• arccotg(O) = arccotg(l) = j, 

• Vrel: arctg* + arccotg* = §. 
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Obrazek 6 . Grafy funkcf arkussinus a arkuskosinus 



1.9. Teoreticke a pocetni priklady 

1.9.1. Priklad. Zformulujte negaci vyroku 

Vse*,£>03^el,^>0VxeR: (0 < \x - 1| < S =>■ \x - 3| < e). 

pomocf postupu uvedeneho v paragrafu |l.l.29[ Dale rozhodnete, zda plat! 
ny vyrok nebo jeho negace. 


(1.23) 

uvede- 
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Resent. Opakovane pouzijeme pravidla uvedena v paragrafu |1.1.29| k vyjadrem ne- 
gace uvedeneho vyroku. 

-(Ve€R,£ >0E<5 eR,<5 >0 Vx eR: (0 < |x - 1| < S =► |x - 3| < e )) 

Eeg R,e > 0-(E<5 eR,<5 >0 Vx e R: (0 < |x - 1| < S =► |jc — 3| < £)) 

Ee e R, e > 0 V<5 el,5 >0-(Vxel: (0 < |x - 1| < S =► |x - 3| < e )) 

E £ el,£>0 VS e R,<5 >0Ex effi: -.(0 < |jc — 1| < S =► |x-3| < s) 

Podle Vety |l,1.12| (c) lze poslednf vyrok zapsat ve tvaru 

Ee e R,e > 0 V<5 e R,<5 > 0 Ex e R: (0 < |x - 1| < <5 a |x — 3| > e). 
Polozme e = 1 a k libovolnemu S > 0 definujme x = 1 — Plat! \x — 1| = |, a 
tedy 0 < |x — 1| < S. N avfc p ro \x — 3| = 2 + | platf |x — 3| > 1 = e. Dokazali jsme 
tedy, ze zadany vyrok ( |l.23[ ) neplatf. * 

1.9.2. Priklad. Necht; V(x), x e M, je vyrokova forma. Napiste negaci vyroku 

E \xeM:V(x) (1.24) 

pomocf postupu uvedeneho v paragrafu |1.1.29| . 

Resent. Vyrok ( |l.24| ) lze zapsat ve tvaru 

(ex e M : 7(x)) A (vy, z e M: ((7(y) a V(z)) => y = z)) (1.25) 

Prvni vyrok v predchozi konjunkci nka, ze existuje alespon jeden prvek x e M 
takovy, ze plati V(x). Druhy vyrok v konjunkci nka, ze pok ud ex istuji p rvky y a z 
takove, ze plati V(y) a V(z), pak jsou si rovny. Podle |1.1.29| a Vety |1.1.12| lze zapsat 
negaci vyroku ( |1.25| ) ve tvaru 

(vx e M : -7(x)) V (e y, z e M : (V(y) A V(z) a y±z)). 

Neformalne lze posledni vyrok vyjadrit takto: bud pro zadne x e M neplati K(x), 
nebo existuji dve ruzna y,z e M, pro ktera plati V(y) a V(z). * 

1.9.3. Priklad. Necht' A = {x e Q: x > 0 A x 2 < 2}. Pak A je shora omezena 

podmnozina v Q, ktera vQnema supremum, tj. neexistuje racionalni cislo q e Q 
s vlastnostmi z Definice |l.4.8| . 

Resent. Mnozina A je zrejme neprazdna, nebot' 0 e A, a shora omezena, a to na- 
priklad cislem 2. Pro kazde cislo x e Q, ktere je vetsi nez 2, totiz plati nerovnosti 
2 < 2 2 < x 2 , a tedy takove x neni prvkem mnoziny A. 

Postupujme nyni sporem a predpokladejme existenci cisla q e Q, ktere by 
bylo nejmensi homi zavorou mnoziny A. Ukazeme, ze pak plati q 2 = 2. Pokud 
by totiz bylo q 2 < 2, tj. q < \fl, pak diky Vete |1.6.29| nalezneme racionalni cislo 
q' e (q, V2). Pak 0 < q' a {q') 2 < 2, tj. q' e A. To je ovsem ve sporu s nerovnosti 
q < q', tedy s faktem, ze q je horni zavora mnoziny A. 
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Pokud by bylo q > \p2, opet dfky Vete |1.6.29| existuje q' e Q D {\/2, q). Pak pro 
kazde p e A platf p < q', nebot: v opacnem prfpade bychom dostali z nerovnostf 
2 < (q 1 ) 2 < p 2 <2 spor. Racionalnf cfslo q’ je tedy hornf zavora mnoziny A, ktera 
je ostre mensf nez q, coz je spor s faktem, ze q je nejmensf hornf zavora mnozina 
A. 

Zbyva tedy jedina moznost, totiz ze q 2 = 2. To je ale spor s Vetou |l.2.15| , a 
proto supremum mnoziny A v mnozine racionalnfch cfsel neexistuje. * 

1.9.4. Prfklad. Dokazte, ze pro kazde n e N platf J2k=o ( 1 ) = 2*. 

Resent. Provedeme prfmydukaz. Vzorecplyne z binomickevety (Veta |Pk4| ), nebot; 
pro kazde n e N platf 

2 n = ii + l) n = ±^^ = ±(^. 

A 

1.9.5. Prfklad (soucet aritmeticke rady). Necht; a,b e R. Dokazte, ze pro kazde 
n e N platf 

J2(ai +b)= | ((« + 1 )a + 2b)n. (1.26) 

1=1 

Resent. Pro n = 1 je leva strana rovna (ai + b) = a + b a prava \(2 a + 2 b) = 
a + b. Pro n = 1 tedy tvrzenf platf. Predpokladejme platnost vztahu ( |l .26[ ) pro 
pevne dane n, tj. 

y^(af + b) = j((n + 1 )a + 2 b)rt. 

Chceme dokazat, ze platf 

n +1 

+ *) = §((» + 2)fl + 2b) (n + 1). (1.27) 

i = 1 

Levou stranu ( |l. 27[ ) muzeme rozepsat jako 

Y^ ai + b )= (X](«* + *)) + («(« + 1) + b). 

Sumu v zavorkach na prave strane ale umfme secfst podle indukcnfho predpokla- 
du. Provedenfm algebraickych uprav pak dostaneme 

n +1 n 

^2,{ai +b) = (^(ai + b)^j + ( a(n + 1) + b) 

= ^ {( n + l) a + 2 b)n+{ct(tt + 1) + b) 

= ] -((n + 2)a+2b)(n + \). 
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Tfm je dukaz proveden. * 

1.9.6. Prfklad. Dokazte, ze pro kazde n e N platf 2” > n. 

Resent. Pro n = 1 je nerovnost splnena, nebot: 2 1 = 2 > 1. Predpokladejme, ze 
nerovnost platf pro n e N, tj. platf 2" > n. Potom take platf 
2” +1 = 2-2">2n = n + n>n + l. 

Tfm je nerovnost overena pro n +1 a tvrzenf je podle principu matematicke indukce 
dokazano. * 

1.9.7. Prfklad. Dokazte, ze pro kazde n e N, n > 3, platf 2 n 2 > (n + l) 2 . 

Resent. Tvrzenf platf pro n = 3, nebot; 

2 ■ 3 2 = 18 > 16 = (3 + l) 2 . 

Predpokladejme nynf platnost nerovnosti pro nejake n e N,n > 3. Predpokladame 
tedy 2 n 2 >{n + l) 2 . Potom 

2 (n + l) 2 = 2n 2 + An + 2 > (« + l) 2 + An + 2 

= ri 1 + 6n + 3 = (n 2 + An + 4) + (2 n - 1) 

= (n + 2) 2 + (2« - 1) > (« + 2) 2 . 

Tfm je dokoncen indukcnf krok. Z principu matematicke indukce nynf vyplyva 
pozadovane tvrzenf. * 

1.9.8. Prfklad. Dokazte, ze pro vsechna n e N, n > 4, platf 2" > n 2 . 

Resent. Opet pouzijeme princip matematicke indukce popsany v paragrafu |l.2.7| , 
pficemz v prvnfm kroku dokazeme vyrok pro n = 4. Tvrzenf pro n = 4 platf, nebot' 
2 4 = 16 > 16 = 4 2 . Nynf ucinfme indukcnf predpoklad, ze pro nejake n e N, 
n > 4, platf 2" > n 2 a b udem e se snazit dokazat 2" +1 > (n + l) 2 . Z indukcnfho 
predpokladu a Prfkladu |l.9.7| plyne 

2” +1 =2-2" >2n 2 >(n + if. 

Podle (modifikovaneho) principu matematicke indukce tedy tvrzenf platf pro vsech¬ 
na n > 4. a 

1.9.9. Prfklad. Necht; a e R, a > 1. Dokazte, ze pak existuje c e I, c > 0, takove, 
ze pro kazde n e N platf a n > cn 2 . 

Resent. Oz nacm e 8 = a -1. Potom 8 > 0, a tedy pro n e N, n > 2, podle binomicke 
vety (Veta |1.6.4| ) platf 

a n = (1 + 8) n > 1 + n8 + > \ n ^ n ~ ^^ 2 - 

Pro kazde n e N, n > 2, zrejme platf n(n — 1) > \n 2 , a tedy dostavame 
a" > 

4 


( 1 . 28 ) 
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Poloz me c = min{|<$ 2 , a). Potom pro kazde n e N, n > 2, plati nerovnost a n > cn 2 
podle ( |1.28| ). Dokazovana nerovnost plati i pro n = 1, nebot: a > c. * 

1.9.10 (varianta matematicke indukce). Necht: V(n), n e N, je vyrokova forma. 
Existuji pripady, kdy je vhodne vyrok 

VneN: V(ri) (1.29) 

dokazat pomoci varianty matematicke indukce, ktera spociva v overeni nasleduji- 
cich tvrzeni: 

(a) plati P(l) a V(2), 

(b) pro kazde n e N plati V(n) =$■ V(n + 2). 

Dokazeme, ze z (a) a (b) plyne ( |l.29[ ). Matematickou indukci overme platnost tvr- 

VneN: V(2n - 1). (1.30) 

Pro n = 1 tvrzeni plati, nebot; plati V{\). Predpokladejme, ze tvrzeni ( |1.30| ) plati 
pro n, tj. plati V(2n — 1). Podle (b) dostavame, ze plati i vyrok V( 2n + 1 ). Tim je 
podle principu matematicke indukce, ktery byl popsan v paragrafu |l.2.7| , dokazan 
vyrok ( |l.30[ ). 

Obdobne dokazeme tvrzeni 

V«eN:F(2«). (1.31) 

Nyni overime platnost ( |l .29[ ) . Necht' n € N. Potom podle Prikladu |l.2.10|exis - 
tuje k e N takove, ze n = 2k - 1 nebo n = 2k. V prvni m pripade plati (jl.29| ) 
podle ( |1.30[ ) a ve druhem pripade plati ( |l ,29| ) podle ( |1.31| ). Tim je tvrzeni ( ]l .29[ ) 
dokazano. 

Pouziti teto varianty matematicke indukce ilustruje nasledujici priklad. 
1.9.11. Priklad (Bemoulliova nerovnost). Dokazte, ze pro kazde n € N plati 

Vx e [-2, oo): (1 + x) n > 1 T nx. (1.32) 

Resent Matematickou indukci ye va riante z dokazeme platn ost (]1.32|) pro 

kazde n e N. Pro n = 1 vztah ( |l ,32t ) zrejme plati. Pro n = 2 plyne ( |1.32[ ) z nasle- 
dujiciho odhadu: 

(1 + xf = 1 + 2x + x 2 > 1 + 2x. 

Tim je overen bod (a) v pT0| . Predpokladejme, ze pro n e N plati ( |l.32| ). Pou- 
zitim zrejme nerovnosti (1 + x) 2 > 0, ktera plati pro kazde x e R, dostavame z 
indukcniho predpokladu 

(1 + x ) n+1 = (1 + x)"(l + x) 2 > (1 + 7JX)(1 + x) 2 
= 1 + (n + 2)x + (2 + x)nx 2 + x 2 . 

Protoze x 2 > 0 pro kazde xeMa2 + x>0 pro kazde x e M, x > —2, plati 
(2 + x)«x 2 + x 2 > 0 pro kazde xel,x> —2. Odtud dostavame pro kazde x > — 2 
nerovnost (1 + x)” +2 > 1 + (n + 2)x. Tim je dokazana implikace (b) podle |l.9.10| , 
a tedy i Bemoulliova nerovnost. * 
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1.9.12. Prfklad. Dokazte, ze pro kazde n e N platf n\ < ("j 1 )". 

Resent Tvrzenf dokazeme pomocf matematicke indukce. Pro n = 1 tvrzenf zrejme 
platf. Pr edpokl adejme, ze tvrzenf platf pro n e N. Podle Bernoulliovy nerovnosti 
(Prfklad |l. 9 . 11 [ ) platf 

/n+2\»+ 1 / 1 \«+t 1 

(-r) =(l +-r) >l + (u + l)-7 = 2, 

\n + 1/ V n + 1/ n + 1 

odtud plyne 2 (n + 1)" +1 < (n + 2)" +1 . Pouzijeme-li indukcnf predpoklad a prave 
odvozenou nerovnost, obdrzfme 


(n + 1)! = n\■ {n - 
2 -(w-f 


<-^r 


1.9.13 (dalsf varianta matematicke indukce). Necht; V(n),n e N, je vyrokova for¬ 
ma. Existujf prfpady, kdy je vhodne vyrok 

Vn e N: V(ri) (1.33) 

dokazat pomocf varianty matematicke indukce, ktera sestava z overenf nasledujf- 
cfch tvrzenf: 

(a) platf V(l), 

(b) pro kazde n e N platf V(n) =*> V(2n), 

(c) pro kazde n e N, n > 1, platf V(n) =>• V(n - 1). 

Dok azem e, ze z (a)-(c) plyne ( |l.33| ). Nejprve pomocf matematicke indukce popsa- 
ne v |1.2.7| odvodfme platnost vyroku 

Wm e N: V(2 m ). (1.34) 

Z (a) a (b) plyne platnost V(2). Necht' nynf V(2 m ) platf pro nejak e m e N. Pak 
2 m+ i = 2 • 2 m , a tedy K(2 m+I ) platf podle (b). Tfm je tvrzenf ( ]l.34[ ) dokazano. 

Platnost tvrzenf ( |l.33| ) dokazeme sporem. Predpokladejme, ze existuje no e N 
takove, ze P(«o) neplatf. Polozme 

B = {j e N; j < 2"° a V(j) neplatf}. 

Cfslo 1 je dolnf zavorou mnoziny B a cfslo 2”° je hornf zavorou mnoziny B. Mnozi- 
na B je podmnozinou N, takze z jejf omezenosti plyne, ze je konecna. Mnoz ina B 
je neprazdna, nebot' podle naseho predpokladu K(«o) neplatf a dfky Prfklad u|l.9.6| 
mame no < 2"°, takze no e B. Mnozina B ma tedy maximum podl e Vety |1.7.13| . 
Oznacme G = max B. Platf tudfz G + \ £ B. Ponevadz podle ( jl.34| ) platf V(2 n °), 
a tedy 2"° ^ B, dostavame G < 2”°. Odtud plyne, ze tvrzenf V(G + 1) platf. Podle 
(c) tedy platf i V(G), coz je spor s G e B. Tfm je nase tvrzenf dokazano. 

Pouzitf prave uvedene varianty matematicke indukce ukazeme v nasledujfcfm 
prfkladu. 
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1.9.14. Priklad (nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym prumerem). Do- 
kazte, ze pro vsechna »eNa pro kazde Xi, x 2 ,. ■ ■, x n € [0,00) plati nerovnost 


x\ + X2 H- V x n 


tyxix 2 ---x n . 


(1.35) 


Resent. Postupne ovefime (a)-(c) z |l.9.13| , pricemz V(n), n e N, je tvrzenf, ktere 
rika, ze pro kazde x\,x 2 ,... ,x n € [0,00) plati nerovnost ( Jl.35| ) . 

(a) Zrejme plati ^ > }fx\ = x\. 

(b) Nejprve overfme platn ost ne rovnosti ( ]l.35[ ) pro n = 2. Pro libovolne A, B e 
[0,00) plati podle Prikladu |1.2.9| 

- > VAB. (1.36) 

Nyni predpokladejme, ze pro nejake n € N plati V(n). Budeme dokazovat tvrzenf 
V(2n). Mejme x\,x 2 ,...,x 2n e [0,00). Pouzijeme indukcnf predpoklad nejprve 

pro n-tici x\ . x„ a pote pro n-tici x n +i __ x 2n . Dostaneme 

x\ + x 2 + ■ ■ ■ + x 2n _ 1 SX\ + x 2 + ■ ■ ■ + x n x n +i + x n + 2 + ■ ■ ■ + x 2n \ 

2n 2\ n n ) (13?) 

> 2 ( \Jx\X 2 •• • X„ + tyx n+ 1 X n+ 2---X 2 „). 

Nerovnost ( |l.36[ ) pouzijeme pro nezapoma cfsla 

A = 'l]x\x 2 ---x n a B = 0c„+ ix„ + 2 ---x 2n . 


Obdrzfme nerovnost 

^(?/xix 2 ---x n + Z/x n+1 x n+2 ---x 2n ) > y \JX\x 2 • ■ ■ x n • ?/x n+1 x44 
Tento odhad spolu s fll.37| ) dava 

x\ + x 2 + -1- x 2n 1 , - -.v 

-r- > - ( ^X\X 2 ---X n + yx n+ iXn+2---X 2n ) 




XiX 2 ■ ■ ■ x n ■ ?/x n+ ix n+2 ---x 2n 
, ^x- l x 2 --- x 2n . 


Tfm je dokazano tvrzenf V(2n), a tedy i bod (b). 

(c) Predpokladejme, ze plati V(n) pro nejake n e N, n > 1. Budeme dokazovat tvr- 
zeni V{n - 1). Necht; xi,x 2 ,..., x n -\ jsou libovolna nezaporna realna cfsla. Oznac- 
me 

_ Xl + x 2 + ■ ■ ■ + X„-i 

n — 1 

Pouzijeme indukcnf predpoklad pro n-tici cisel y\ __ y n definovanou predpisem 

Ji=*i, y 2 = x 2 , ... y„-i = x n -i, y„ = D. 
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Z indukcmho predpokladu pak plyne, ze 

yi + yi H— + jn 


Z/yiyi-'-yn- 


Dale plati 

yi + J2 H-h Jn = (« — l)D + D _ ^ 

n n 

yy x yi---y n = yxix 2 ---A„_i • Vd . 
Pak muzeme prepsat ( |l.38[ ) ve tvaru 

D > !?JxiX2---x n -i Vd. 


(1.38) 


Odtud odvodime 

Xi + X2-t - h X„-i , -,,- 

-j- = D > (yAiAi-'-An-l) 1 ”” = n i/xiX 2 ---X n -i, 

cimzisme dokazali tvrzeni V{n— 1), a tedy i bod (c) varianty matematicke indukce z 
|l.9.13| . Tim je nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym prumerem dokazana. 

* 

1.9.15. Poznamka. Necht; V(n), n e N, je vyrokova forma. Nasledujici obrazky 
neformalne za chycuji, jak ve variantach matematicke indukce z paragrafu |l.2.7| , 
|T9l0| a |L9l3| dochazi k overovani platnosti vyroku V(n). 


. 

1 2 3 4 5 n n + 1 




Obrazek 8. 


1.9.16. Priklad. Ukazte, ze kazde n e N,« > 1, je delitelne prvocislem. 
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Resent. Pouzijeme uplnou matematickou indukci (viz |l.2.8[ ) . Cislo 2 je prvocislo, a 
proto tvrzenf plati. Necht:« e N, n > 1. Predpokladejme, ze tvrzenf plati pro kazde 
k e N splnujici 2 < k < n. Necht: D je mnozina vsech deN,l<d<n + l, ktera 
deli n + 1. Pokud je D prazdna mnozina, pak je n + 1 prvocislo, a indukcni krok 
je v tomto pripade hotov, nebot: prvocislo n + 1 deli n + 1. Predpokladejme tedy, 
ze fl ^ 0. Vezmeme d e D. Podle indukcniho predpokladu existuje prvocislo p, 
ktere deli d. Protoze d deli n + \, deli p take n + la tvrzenf je dokazano. * 

1.9.17. Priklad (EukleidesB). Ukazte, ze mnozina prvocisel je nekonecna. 

Resent. Provedeme dukaz sporem. Predpokladejme, ze existuje pouze konecne mno- 

ho prvocisel. Necht' pi,pi, _ Pk jsou vsechna prvocisla. Polozme p = {pipi--- Pk)+ 

1. Tvrdime, ze p je prvocislo. Pokud b y tomu tak totiz nebylo, existovalo by i e 

{1__ k) takove, ze pi deli p (Priklad ]l.9.16| ). Tedy p = pin pro nejake n e N. 

Pak ale 

1 = P~ Pi---Pk = Pin-pi---pk = Pi{n- pi ■■■pi-iPi+i ■■■Pk), 
takze pi deli 1, coz je spor. Tedy p je prvocislo, ktere je vsak vetsi nez libovolne z 
prvocisel p \,..., pk- To je ale spor s nasi'm predpokladem. * 

1.9.18. Priklad (vlastnosti pruniku). Necht; A, B, C a D jsou mnoziny. Dokazte, 
ze potom plati: 

(a) 0 n A = 0, 

(b) A n A = A, 

(c) A n B = B n A, 

(d) A n (B n C) = (A n B) n c, 

(e) A n B c A, 

(f) jestlize C C A a C C B, pak C C (A n B), 

(g) A = A n B prave tehdy, kdyz A C B, 

(h) jestlize A c B a C C D, pak (A n B) c (C fl D). 

Resent. Tvrzenf snadno plynou primo z definic pruniku a inkluze. Dokazme vsak 
alespon tvrzenf (g). Je-li A c B, pak z (f) mame A c AC\B, protoze A c B i A c A. 
Obracena inkluze plyne z (e). Tedy A = A Pi B. 

K dukazu obracene implikace predpokladejme platnost rovnosti A = A fl B. 
Pak z (e) plyne A = AP B c B. a 

1.9.19. Priklad (vlastnosti sjednoceni). Necht' A, B,C a D jsou mnoziny. Dokazte, 
ze potom plati: 

(a) 0 U A = A, 

(b) A U A = A, 

(c) A U B = B U A, 

(d) A U (B U C) = (A U B) U C, 

(e) Ad APB, 

(f) jestlize A d C a B c C, pak {A U B) d C, 


8 Eukleides (asi 325 pf. n. 1. - asi 260 pf. n. I.) 
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(g) A = A U B prave tehdy, kdyz B C A, 

(h) jestlize A c B a C C D, pak (A U B) c (C U D). 

Resent Tvrzenf plynou snadno z definic sjednocenf a inkluze. * 

1.9.20. Priklad (obraz mnoziny a mnozinove operace). Necht' X, Y jsou mnoziny, 
/: X ->• Y je zobrazenf aAJd 

(a) Dokazte, ze pokud A c B, pak platf /(T) c f(B). 

(b) Dokazte, ze platf /(T U B) = /(T) U f(B). 

(c) Dokazte, ze platf /(An B) c /(T) fl /(B). Dokazte, ze inkluzi nelze 
obecne nahradit rovnostf. 

Resent (a) Predpokladejme, ze y e /(T). Potom existuje x e A takove, ze / (x) = 
y. Pak platf take x e B, a tedy y = f(x ) e f(B). Tfm je inkluze f(A) c f(B ) 
dokazana. 

(b) Protoze A c A U B, platf podle jiz dokazaneho tvrzenf (a), ze f(A) c 
f(A U B). Obdobne mame f(B) c f(A U B). Tedy f(A) U f(B ) c f(A U B). 

Nynf dokazeme opacnou inkluzi. Je-li ye f(A U B), potom existuje x e A U B 
takove, ze /(x) = y. Pak bud x e A, a tedy y = f(x) e /(A), nebo x e B, a 
pak y = f{x) e f(B). V obou prfpadech, ktere se nemusf vylucovat, dostavame 
y e f(A) U f{B). Tedy /(TUB) c f(A) U f(B). Dohromady tedy platf /(TUB) = 
/(T) U /(B). ^ ' 

(c) Ponevadz platf TUB c TaTflB c B, dostavame podle tvrzenf (a), ze 
/(T n B) c /(T) a /(T n B) c /(B). Odtud pak plyne /(T n B) c /(T) n /(B). 

Dokazeme, ze inkluzi nelze obecne nahradit rovnostf. Uvazujme mnoziny X = 

Y = {0,1}, zobrazenf /: X -»• Y definovane predpisem /(0) = /(l) = 0 a mnozi¬ 

ny T = {0}, B = {1}. Pak Tn = 0, a tedy /(T) = 0, ale /(T) = /(B) = {0}, takze 
f(A) n /(B) = {0}. Tudfz /(T n B) £ /(T) n /(B). ' * 

1.9.21. Priklad (vzor mnoziny a mnozinove operace). Necht' X, Y jsou mnoziny, 
/: X -»• Y je zobrazenf a T, B c F. Dokazte nasledujfcf tvrzenf. 

(a) Pokud T c B, pak / -1 (T) C / _1 (B). 

(b) Platf /-UT U B) = f~\A) U / _1 (B). 

(c) Platf /-Ht n B) = /-Ht) n /-Hb). 

(d) Platf /-UT \ B) = f~\A) \ f~\B ). 

Resent (a) Jestlize x e / _1 (^)j potom /(x) e T. Pak take /(x) e B, a tedy x e 

/ _ 1 W- 

(b) Podle bodu (a) platf / X (T) c / *(T U B) a / 1 (B) C / '(TU B). 
Odtud plyne inkluze / _1 (T) U / _1 (B) c / -1 /4 U B). Predpokladejme, ze platf 
x e / _1 (TUB). Potom fix) e TUB. Platf tedy /(x) e Tnebo /(x) e B. Vprvnfm 
prfpadeplatfx e /"/Tjavedruhemx € f~ l iB). Platf tedyx e / _1 (T)U/ _1 (B). 

(c) a (d) Dukazy lze provest obdobne jako v predchozfch prfpadech. * 

1.9.22. Priklad (dalsi vlastnosti obrazu a vzoru). Necht' X, Y jsou mnoziny, /: X —> 

Y je zobrazenf. 
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(a) Dokazte, ze pro kazde A c X plati A c / 1 (f(A)). 

(b) Necht: M{f) = Y. Dokazte, ze pro kazde B c Y plati )) = B. 

(c) Dokazte, ze / je proste prave tehdy, kdyz pro kazdou mnozinu A C X 
plati f~ l (f{A)) = A. 

(d) Dokazte, ze / je „na“ prave tehdy, kdyz pro kazdou mnozinu B C Y plati 
f(f~\B)) = B. 

Resent (a) Jestlize x € A, potom f(x) e /(A). Pak dostavame x e ( f(A)). 

(b) Necht' B CY. Pokud y e B, pak existuje x e X takove, ze /(x) = y , nebot' 
J£(f) = Y. Potom x e f~ l {B), a tedy y = /(x) e f(f~ 1 (B)). Predpokladejme 
nyni y e f{f~ l {B)). Potom existuje x e f~ l {B) takove, ze /(x) = y. Odtud 
plyne y = f (x) e B, coz dokazuje druhou inkluzi. 

(c) Necht; f: X ->■ X je proste a A c X. Z (a) vime, ze A c f~ l {f{A)). 
Mejme tedy x e / _1 (/(d)). Pak existuje x' e A takove, ze /(x) = /(x'). Protoze 
zobrazeni / je proste, plati x = x', a tedy x e A. 

Neni-li / proste, existuji dva ruzne prvky x,x' e X takove, ze /(x) = f(x'). 
Polozme A = {x}. Pak x' e f~ l (f(A )), a tedy ^4 ^ / _1 (/(^))- 

(d) Dukaz je podobny jako v (c). * 

1.9.23. Priklad(hustotaM\QvM). Necht'a,6 el,a < b. Potom existuje z e R\Q 
takove, ze a < 7 , < b. 

Dukaz. Podle Vety |1.6.29| existuje racionalni cislo y e (a, b ). Podle teze vety apliko- 
vane na interval (y, b) nalezneme racionalni cislo y' e (y,b). Polozme z = }• + . 

Protoze \[2 > 1, mame 

a<y<z = y+ y AxZ<, + (y'-y) = y'<b. 

Kdyby bylo cislo z racionalni, pak by take cislo \Jl = yzrz bylo racionalni, coz 
by bylo ve sporu s Prikladem |l.2.15| . Cislo z je tedy iracionalni, a tim je tvrzeni 
dokazano. ■ 

1.9.24. Priklad. Urcete supremum a infimum mnoziny M = n e N}. 

Resent Protoze zrejme ma xM = 1, plati podle Vety |l ,6.18| take supM = 1. Dale 
plati, ze vsechny prvky v M jsou kladne, a tak je 0 dolni zavorou M. Zda se, ze cisla 
z mnoziny M mohou byt „libovolne mala“, a tedy zadne kladne cislo by nemelo 
byt dolni zavorou M. Proto je 0 vhodnym kandidatem na infimum M. Uk azeme, 
ze opravdu plati inf M = 0. Ovefime platnost podminek (c) a (d) z |1.6.14| . 

Platnost prvni podminky plyne z toho, ze pro kazde n e N plati ^ > 0. Pro 
overeni druhe podminky musime ukazat, ze 

Vy e M, y > 0 Ex e M : y > x. 

Mejme tedy y e M, y > 0, dano. Z Vety |l.6.27| plyne existence prirozeneho cisla n 
splnujiciho n > V Pak £ e M a £ < y. Tim jsme pro cislo 0 overili podminky (c) 
a (d) z |1.6.14| , a plati tedy inf M = 0. * 
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1.9.25. Priklad. Urcete supremum a infimum mnoziny M = [0,1). 

Reseni Protoze min M = 0, plati podle Vety |l.6.18| take inf M = 0. Snadno odhad- 
neme, ze supremem mnoziny M bud e patrne 1. Tuto domnenku nyni dokazeme. 

Platnost podminky (c) z |1.6.14] plyne primo z definice intervalu. Pro overeni 
podminky (d) dokazeme 

Vy e R, y < 1 3x € [0,1): y < x. 

Necht: tedy y e M, y < 1. Polozme x = max{0, j(l + y)}. Diky tomu, ze plati 
y < 1, dostavame 0 < x < 1, a tedy a e [0,1). Z nerovnosti y < 1 dale plyne 
odhad y < |(1 + y), a proto y < x. Tim je podminka (d) overena, a tedy skutecne 
supM m l. a 

1.9.26. Priklad. Urcete supremum a infimum mnoziny M = p,q € N}. 

Reseni. Pro p, q e N je hodnota zlomku kladne cislo mensi nez 1. 

Proved'me nyni nasledujici neformalni uvahu. Necht; p = 1 a q je „velke“ cislo. 
Pak zlomek bude „blizko“ 0. Obdobne, je-li q = 1 a p je „velke“ cislo, pakje 
zlomek = —px »blizko“ 1. Jako rozumna se tedyjevi domnenka, ze inf M = 0 
a sup M = 1. 

Dokazeme nejprve inf M = 0. Platnost podminky (c) z |l.6.14| ply ne z nerov- 
nosti > 0, ktera plati pro kazde p,q e N. Pro overeni druhe podminky mame 
dokazat 

Vy el, y>03p,?eN:y> —-—. 

p + q 

Mejmeyef,y>0,dano. Polozime p = lanaleznemepomoci Vety |1.6.27| g e N 
splnujici q > . Pak = t _J_ ? < y. Tim jsem dokoncili dukaz, ze infM = 0. 

Nyni ovefime, ze sup M = 1. Protoze plati < 1 pro kazde p,q e N, je 
podminka (a) z |1.6.14| splnena. Pro overeni podminky (b) mame dokazat 

Vyel,y<13/),?eN:y< —-—. 

p + q 

Polozme q = 1. Z Vety |l.6.27| nalezneme p e N splnujici p > Pak plati 
= ^qpr > y. Overili jsme, ze sup M = 1. * 

1.9.27. Priklad. Uvazujme funkci f(x) = x|l,xe(0, oo). 

(a) Dokazte, ze funkce / je klesajici na (0,1], rostouci na [1, oo) a v bode 1 
ma minimum. 

(b) Dokazte, ze funkce g = /|(o,i], h = /|[i,oo) jsou proste. 

(c) Dokazte, ze plati M{f) = J((g) = M(h) = [2,oo). Naleznete inverzni 
funkci k funkcim g ah. 

(d) Naleznete / ° / a X(J o /). 
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Resent (a) Vezmeme 0 < x < y < 1. Pak je nerovnost fix) > f(y) ekvivalentnf s 
nerovnosti 

(y-x)(l-xy) ? 0 

xy 

ktera plati diky nerovnosti xy < y 2 < 1. Obdobne overime, ze / roste na intervalu 
[1, oo). V bode 1 ma tedy minimum, jehoz hodnota je /(l) = 2. 

(b) Funkce y je klesajicina (0,1] a funkce h rostouci na [1, oo). Jsou tedy proste. 

(c) Protozeje g klesajici na (0,1] a y(l) = /(1) = 2, zjevn e plati ( g ) c [2, oo). 
Mejme nyni dano y e [2, oo). Pak rovnice a + k = y ma die |1.8.10| dva koreny 

= + *L = \(y-Jy*= 4 ). 

Protoze hledame x splnujici g(x) = y v intervalu (0,1], je tirnto hledanym x cislo 
X 2 , neboti X 2 e [0,1], jak lze snadno overit. Tedy <K(g) = [2, oo). 

Pro y € [2, oo] jsem nalezli x = y — \Jy' 1 — 4) splnujici g(x) = y. Protoze jiz 
vime, ze g: (0,1] -> [2, oo) je bijekce, plati 

? -1 (y) = \(y- Vj 2 -4), y e [2,oo). 


Obdobne odvodime, ze M(h) = [2, oo) a /* -1 (>) = |(y + Vj 2 _ 4 ) P ro J e [2, oo). 
Zrejme tedy 3i (/) = [2, oo). 

(d) Protoze 3i{f) = [2,oo) C (0, oo), je / ° / dobre definovane a pro kazde 
x e (0, oo) plati 

(/ ° /)w = f(m) = x + ~ 

_ X 2 + 1 A 


Dale plati die (c) a (a) 


W°/) = /(/((0,oo))) = /([2,oo)) 

C [/(2),oo) = [~, oo). 

Mejme nyni dano z e [|,oo). Die (b) a (c) existuje y e [l,oo) splnujici f(y) = z- 
Protozeje h rostouci, plati y > 2, jinak by totiz platilo z = f(,y)< /(2) = |, coz 
by byl spor. Opet podle (c) existuje a e [1, oo) splnujici f(x) = y. Tedy 


(/ ° /)(*) = /(/W) = f(y) = z 
a X(J o /) D [f, oo). Tedy X(J o /) = [§, oo). 


1.9.28. Priklad. 




KAPITOLA 2 


Limita posloupnosti 


2.1. Uvod 

V beznem zivote se casto setkavame s posloupnostmi realnych cisel. Muze jit 
naprfklad o posloupnost meteorologickych merenf teploty vzduchu, o posloup- 
nost makroekonomickych dat jako je napnklad inflace nebo nezamestnanost a po- 
dobne. Takove posloupnosti sestavaji z konecneho poctu clenu. Formalni defi- 
ni ce kon ecne posloupnosti realnych cisel vypada nasledovne (srovnejte s Defini- 
d |l~4~28| (a)). 

2.1.1. Definice. Konecnou posloupnosti realnych cisel rozumime kazde zobraze- 
ni mnoziny {1,..., n), kde n e N, do mnoziny realnych cisel M. Pokud k i-> ak, 

k e {1_ ,n), je takove zobrazeni, pak tuto posloupnost znacime {ak}^ =1 - Cislo 

cik nazyvame k-tym clenem teto posloupnosti. 

V fade modelu z ruznych vednich oboru se pouzivaji i posloupno sti, kter e maji 
nekonecny pocet clenu. Zde je formalni definice (srovnejte s Definici |l.4.28| (b)). 

2.1.2. Definice. Nekonecnou posloupnosti realnych cisel rozumime kazde zobra¬ 
zeni n m- a„,n e N, mnoziny prirozenych cisel N do mnoziny realnych cisel M. 
Takovou posloupnost obvykle znacime {a n }^ =x , pripadne jen {a n }. Cislo a n nazy¬ 
vame «-tym clenem teto posloupnosti. 

V dalsim textu budeme posloupnosti rozumet vzdy nekonecnou posloupnost. 

2.1.3. Nyni uvedeme dvajednoduche modely z oblasti bankovnictvi. Klient banky 
si u ni ulozi castku ve vysi a korun ceskych s rocnim urokem p procent. Po uplynuti 
jednoho roku bude tedy zustatek na uctu roven (1 + p)a, kde p = Na konci 
n-teho roku bude potom zustatek a„ roven (1 + p) n a. Posloupnost {cin}™ =1 tedy 
vyjadruje vyvoj stavu konta na konci jednotlivych let. 

Ve druhem priklade pujci banka klientovi castku ve vysi a korun ceskych s 
urokem p procent na dobu jednoho roku. Po uplynuti lhuty musi tedy dluznik 
zaplatit castku (1 + p)a, kde opet p = Pokud by banka rozdelila rok na dve 
pulrocni urokovaci obdobi, byla by dluzna castka na konci prvniho pulroku rovna 
(1 + a na konci roku by musel klient zaplatit castku (1 + f ) 2 a. Pokud by banka 
rozdelila rok na n stejne dlouhych urokovacich obdobi, musel by klient na konci 
roku zaplatit castku b n = (l + 
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Nynf se muzeme ptat, zda budou hodnoty a„ nebo b n s rostoucfm n rust. Po- 
kud ano, mohou rust „nade vsechny meze“ nebo se budou „blfzit“ k nejake hod- 
note? K zodpovezenf techto otazek pouzijeme vysledky, ktere odvodfme v teto 
kapitole. 

Pomocf posloupnosti s nekonecnym poctem clenu muzeme take aproximovat 
hodnotu jisteho cfsla A, ktere je pro nas z nejakeho duvodu zajfmave. Cleny takove 
posloupnosti by mely s rostoucim n stale presneji aproximovat hodnotu A. Takto 
postupoval Archimedes, kdyz pocftal delku obvodu kruhu priblizne pomocf obvo- 
du pravidelneho mnohouhelnfka. Ci'm mel mnohouhelnfk vice stran, tfm byl jeho 
obvod lepsfm priblfzenfm skutecnemu obvodu kruhu. 

V uvedenych prfkladech, ke kterym se jeste pozdeji vratfme, jsme neformalne 
uzili slov „blfzit se“ a „priblizovat se“ o clenech posloupnosti. V teto kapitole dame 
temto obratum presny matematicky vyznam zavedenfm pojmu limita posloupnos¬ 
ti. Pojem limity ma pro matematickou analyzu zasadnf vyznam a v tomto textu se s 
mm budeme setkavat temer neustale. Jeste pred jeho zavedenfm se budeme kratce 
zabyvat zakladnfmi vlastnostmi posloupnosti. 

2.1.4. Symbol {a n }^ =} oznacuje posloupnost, tedy zobrazenf z N do E, zatfmco 
symbol {a n \ n e N} znacf mnozinu vsech clenu posloupnosti {a n }%L 1 , jde tedy o 
podmnozinu M. Zname-li {a„}™ =l , pak zname i {a n \ n e N}, ale nikoli naopak. 
Zadanf posloupnosti krome informace o oboru hodnot totiz navfc udava poradf 
prvku z tohoto oboru. Naprfklad posloupnosti a n = (-1)" a b n = (—1)" +1 , n e N, 
jsou sice ruzne, ale majf stejne mnoziny clenu, nebot; {a n \ n € N} = {b n ; n € N} = 
{- 1 . 1 }. 

2.1.5. Definice. Necht' cel. Posloupnost a n = c,n e N, se nazyva konstantnf. 

2.1.6. Mnozina vsech clenu konstantnf posloupnosti je jednoprvkova. 

2.1.7. Dalsfmi jednoduchymi prfklady posloupnosti, s nimiz se jeste setkame, jsou 
{n} a {^}. Mnozinu vsech clenu posloupnosti tvorf v prvnfm prfpade mnozina N, 
ve druhem prfpade mnozina {^; n e N}. 

V nasledujfcfch trech prfkladech jsou posloupnosti zadany rekurentne (viz |l.4.29| ) . 

2.1.8. Fibonacciova@ posloupnost je dana nasledujfcfm zpusobem: a\ = l,a2 = 1 
a pro kazde n e N, n > 3, platf a„ = a n -2 + a n -\. Zde je prvnfch osm clenu teto 
posloupnosti: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21. Dalsi informace o Fibonacciove posloupnosti 
lze nalezt naprfklad v knize . 

2.1.9. Polozme p\ = 2. Predpokladejme, ze pro nejake n e N jiz mame definovan 
clen p n . Podle Prfkladu |l.9.17| je mnozina prvocfsel nekonecna, a proto je mnozi- 
na A„ = {k e N; k > p n , k je prvocfslo} neprazdna. Podle Vety |l.6.30| ma tato 
mnozina nejmensf prvek. Polozme p n +i = min A n . Tfm jsme rekurentne defino- 
vali nekonecnou posloupnost {p n }, kde p n je n-te prvocfslo, tedy p\ = 2, p 2 = 3, 


‘Leonardo Fibonacci (asi 1170-1250) 
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P 3 = 5, p\ = 7, ps = 11, ps = 13, ... Podotkneme, ze urcit n-ty clen teto posloup- 
nosti pro dane n e N je obecne velice obtfzne. Dalsf informace o prvocfslech je 
mozne nalezt naprfklad v knize [Q]. 

Zadanf posloupnosti muze byt nekdy velice osobite, jak ukazuje nasledujfcf 
prfklad. 

2.1.10. Posloupnost, oznacovana v anglicky psane literature vyrazem look and say 
sequence, jejfz zacatek ma tvar 

1, 11, 21, 1211, 111221, 

je zadana nasledujfcfm predpisem: a\ = 1 a pro kazde n e N dostaneme hodnotu 
clenu a n+ \ „specialmm pfectem'm“ clslic v dekadickem zapisu clenu a n . Clen ci\ = 
1 precteme jako „jedna jednicka“, coz zaplseme ve tvaru «2 = 11. Clen u 2 precteme 
jako „dve jednicky" a dostaneme = 21. Tirnto zpusobem postupujeme dale. 
Napriklad clen zlskame prectenlm clenu as = 111221 ve forme „tri jednicky, dve 
dvojky, jednajednicka", takzeag = 312211. Posloupnost je tedy zadana rekurentne 
a presna formulace jeji definice by vyzadovala jeste jiste usili. Dalsf informace o teto 
kurioznf posloupnosti lze nalezt naprfklad v clanku [^|]. 

Nynf zavedeme nekolik novych pojmu, ktere popisujf dulezite zakladnf vlast- 
nosti posloupnosti. 

2.1.11. Definice. Rekneme, ze posloupnost {a„} je 

• shora omezena, jestlize mnozina vsech clenu teto posloupnosti je shora 
omezena, 

• zdola omezena, jestlize mnozina vsech clenu teto posloupnosti je zdola 
omezena, 

• omezena, jestlize mnozina vsech clenu teto posloupnosti je omezena. 

2.1.12. Posloupnost {a n } je tedy shora omezena prave tehdy, kdyz existuje cfslo 
K e M takove, ze pro vsechna n e N platf a n < K. Podobne posloupnost {a n } 
je zdola omezena prave tehdy, kdyz existuje cfslo K e M takove, ze pro vsechna 
n e N platf a„ > K. Konecne omezenost posloupnosti {a n \ je charakterizovana v 
nasledujfcfm lemmatu. 

2.1.13. Lemma. Nechf {a n \ je posloupnost realnych cfsel. Pak {a n \ je omezena 
prave tehdy, kdyz existuje cfslo K e R takove, ze pro vsechna n e N platf \a„ \ < K. 

Dukaz. =£> Dfky omezenosti mnoziny {a n ; n e N} nalezneme cfsla A, B e M tako- 
va, ze pro kazde n e N platf A < a„ < B. Polozme K = max{|^4|, |R|}. Pak zrejme 
platf —K < a„ < K, a tedy \a n \ < K pro vsechna n e N. 

<= Nechf K e R splnuje \a„\ < K pro vsechna n e N. Pak —K <a n <K pro 
vsechna n e N, a tedy mnozina clenu posloupnosti {a n } je omezena. ■ 

2.1.14. Definice. Rekneme, ze posloupnost {a n } je 

• neklesajfcf, jestlize pro kazde n e N platf a„ < a n + 1, 

• rostoucf, jestlize pro kazde n e N platf a„ < a n+ 1, 
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• nerostouci, jestlize pro kazde n e N platf a n > a n+l , 

• klesajfcf, jestlize pro kazde n e N platf a„ > a n +\. 

Rekneme, ze posloupnost {a„\ je monotonnf, jestlize je nerostouci nebo neklesa- 
jfcf. Rekneme, ze posloupnost {a n \ je ryze monotonnf, jestlize je rostoucf, nebo 
klesajfcf. 

2.1.15. Poznamka. Upozorneme na to, ze vyrok „Posloupnost {a n } je neklesajfcf." 
nenf negacf vyroku „Posloupnost {a„} je klesajfcf." Naprfklad posloupnost {(—1)"} 
nenf klesajfcf, avsak nenf ani neklesajfcf. Podobne je tomu s vyroky „Posloupnost 
{a„} je nerostouci." a „Posloupnost {a„} je rostoucf.". 

2.1.16. Necht; {a n \ je posloupnost realnych cfsel. Potom {a n } je neklesajfcf prave 
tehdy, kdyz platf 

Vw,« € N ,m < n: a m < a n . 

Implikaci =>• lze dokazat snadno matematickou indukcf, opacna implikace je zrej- 
ma. Obdobna tvrzenf platf i pro ostatnf typy monotonie. 

2.1.17. Definice. Necht; q e B a a. e B. Potom posloupnost {aq n }^L 1 nazyvame 

geometrickou posloupnostf. 


2.2. Vlastni limita posloupnosti 

Dalsf vyklad zacneme dvema prfklady. Uvazujme nejprve posloupnost {a n } 
definovanou predpisem a n = (-1)" pro n e N. Zda se byt zrejme, ze pro tuto 
posloupnost nelze nalezt nejake realne cfslo, k nemuz by se jejf cleny „blfzily“ (viz 
Obrazek ??). 

Necht; nynf a„ = 1 + (—§)", « € N. Nasledujfcf obrazek zachycuje chovanf 
prvnfch deseti clenu teto posloupnosti. 


1 5 


10 


Obrazek 1. 






2.2. VLASTNI LIMITA POSLOUPNOSTI 


V tomto pffpade se naopak zda byt zrejme, ze cleny posloupnosd {a„} se s ros- 
toucim n „blizi“ k cislu 1. Tento intuitivm nahled nyni vyjadrime pomoci matema- 
ticky presnych pojmu. 

2.2.1. Definice. Necht' \a n \ jc posloupnost realnych ci'sel a A e M. Rekneme, ze 
posloupnost {«„} ma limitu rovnou A, jestlize plad 

Vs e M, s > 0 3« 0 e N Vn e N, n>n 0 \ \a n — A\ < s. (2.1) 

2.2.2. Chceme-li tvrdit, ze limitou posloupnosd {a n } je realne cfslo A, musi'me ove- 
rit podmmku (J2.l[). Pro libovolne zadane kladne cislo s musime nalezt prirozene 
cfslo (index) no takove, aby byla odchylka kazdeho clenu posloupnosti s indexem 
n vetsfm nebo rovnym tomuto «o od hodnoty A mensf nez s, tedy \a n — A \ < s. 
Jinymi slovy, pro libovolne e e M, s > 0, hledame takove «o e N, aby platil vyrok 

Vn € N, n > n 0 : | a n - A\ < s. (2.2) 

Nalezene no bud e obec ne zaviset na volbe s (viz nasledujici dva obrazky). 

Na Qbrazk u |2-2-2| vidime jednu z moznych voleb cisla no pro zadane s. Na 
Obrazku |2.2.2| byl o zadano s' mensi nez e. Pro toto nove zadani ovsem index no 
jiz podminku ( |2.2| ) nesplnuje, nebot; existuji n e N, n > no, pro ktera nerovnost 
| a n — A\ < e' neplati. Proto musime nalezt jiny index n' 0 (vetsi nez n 0 ), aby pod- 
minka (^^), kde e je zameneno za s' a no je zameneno za n' 0 , byla splnena. 


A-e 


A + s' 
A-s' 


Obrazek 2. Obrazek 3. 

2.2.3. Na overovani podminky ( |2.l| ) je mozne take nahlizet jako na hru, v niz se 
utkaji dva hraci. Prvni hrac (nas protivnik) voli v prvnim tahu hry kladne realne 
cfslo s. Nasi'm ukolem (v roli druheho hrace) je zvolit ve druhem tahu hry prirozene 
cislo no- Ve tretim (poslednim) tahu hry voli prvni hrac prirozene cislo n e N spl- 
nujici n > no- Pokud \a„ — A > s, vyhrava prvni hrac, v opacnem pripade vitezime 
my. Pokud dokazeme vyhrat libovolnou takovou partii, je limitou posloupnosti 
{a„} cislo A. Vsimneme si, ze ve druhem tahu volime no, aniz bychom vedeli, ktere 
n zvoli nas protivnik v tahu nasledujicim. Tato skutecnost odpovida poradi kvan- 
tifikatoru v podmince ( ^7T| ). 
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2.2.4. Veta (jednoznacnost limity). Necht: {a„}je posloupnost realnych cisel a A, B e 
M. Predpokladejme, ze posloupnost {a„} ma limitu rovnou A a zaroven posloup¬ 
nost {a„} ma limitu rovnou B. Potom plati A = B. 

Dukaz. Zvolme e e R, s > 0. Podle definice limity existuji prirozena cisla ha, 
takova, ze pro kazde n e N,n > ha, je \a„ — A\ < s a pro kazde n e N, n > je 
|a„ - 2?] < s. Polozme n 0 = max{«i,H S }. Potom plati n 0 > riA i n 0 > n B , a tedy 
| a„ 0 — A\ < e i | a no — B | < e. Odtud a z trojuhelnikove nerovnosti ( |1.16| ) mame 
\A-B | = |^4 — a„ 0 + a„ 0 -5| 

< |y4 - a„ 0 | + |a„ 0 - < e + e = 2s. 

Protoze \ A — B\ < 2e pro kazde e e M, e > 0, je podle Lemmatu |l.6.13| |/l - B\ = 0, 
neboli A = B. m 

2.2.5. Oznaceni. Jestlize posloupnost {a n \ ma limitu, pak tato limita je urcenajed- 
noznacne a oznacujeme ji symbolem lim n ^-ooa n - Je-li limitou posloupnosti {a n \ 
realne cislo A, pak piseme limn^^ a n = A nebo a„ n ^° A. Nehrozi-li nedorozu- 
meni, piseme nekdy pouze lima„ = A nebo a„ —>■ A. 

2.2.6. K zavedeni symbolu lim a n potrebujeme tvrzeni Vety |2.2-4 Kdyby totiz 
posloupnost mela vice nez jednu limitu, pak by nebylo jasne, co symbol lim a n 
vlastne oznacuje a rovnost lim a„ = A by nedavala smysl. 

2.2.7. Definice. Necht' {a n } je posloupnost realnych cisel. Rekneme, ze {a n \ kon- 
verg-uje (je konvergentni), jestlize existuje A e K takove, ze lim a„ = A, neboli 
plati 

BA e M Ve e M, e > 0 3n 0 e N Vn e N, n > n 0 : \a„ — A\ < s. 

Je-li posloupnost konvergentni, rikame tez, ze ma vlastni limitu. Jestlize posloup¬ 
nost nema vlastni limitu, pak rikame, ze diverguje (je divergentni). 

2.2.8. Priklad. Necht; c e M a pro kazde n e N plati a n = c.Dokazte, zelimn^-ooan = 
c. 

Reseni. Zvolme libovolne s e M, s > 0. Polozme no = 1- Potom pro kazde n e N, 
n > n a , mame \a n — c\ = |c — c| = 0 < e, takze podle definice limity dostavame 
lima„ = c. a 

Nasledujici priklad ukazuje, ze hodnota limity konvergentni posloupnosti ne- 
musi byt prvkem mnoziny jejich clenu. 

2.2.9. Priklad. Dokazte, ze limn-^oo k = 0. 

Reseni. Zvolme e e M, e > 0. Podle Archimedovy vlastnosti realnych cisel (Ve- 
ta |l.6.27| ) existuje no e N takove, ze ^ < no- Potom pro kazde n e N, n > no, plati 
\ ^ < e. Pro kazde n e N dale plati £ > 0, a tedy £ > -e. Odtud plyne, ze 

pro kazde n e N, n > n 0 , plati -e < ^ < s. To podle definice limity znamena, ze 
lima„ =0. * 
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2.2.10. Priklad. Dokazte, ze lim,,-^ = 1. 

Resent Nejprve si uvedomime, ze pro kazde n e N plati 


1 n 

\n-(n+ 2)1 

-2 

2 

\n + 2 

n+2 

\n + 2 “ 

: n+2' 


Zvolme libovolne s e M, e > 0. K nemu nalezneme no e N takove, ze 0 < n ^ +i < s. 
Tuto vlastnost ma jakekoli no e N splnujici n 0 > f — 2. Ex istence takoveho no 
vyplyva z Archimedovy vlastnosti realnych cisel (Veta |1.6.27[ ). Potom pro kazde 
n e N, n > no, zrejme plati < ^5 < e - P ro tato n & N dostavame 
I n I _ 2 2 

| w + 2 | n + 2 no+ 2 

Podle definice limity tedy plati 

lim —-— = 1. 

»-*■ 00 n + 2 

* 

2.2.11. Necht' {a n } je posloupnost realnych cisel. Je uzitecne uvedomit si, jak vypa- 
da negace vyroku „{a n } je konvergentni". Posloupnost \a n \ nekonverguje, tj. nema 
vlastni limitu, prave tehdy, kdyz plati 

V A e R Ee e R,e > 0 Vn 0 e N En e N,?z > no'. \a„ — A\ > s. 

2.2.12. Priklad. Dokazte, ze posloupnost {n 4 } nema vlastni limitu. 

Resent Necht' A je libovolne re alne cis lo. Polozme e = 1. Zvolme no e N. S pomoci 
Archimedovy vlastnosti (Veta |l.6.~27| ) nalezneme n e N t akove, ze n > max{|/l + 
l,«o}- Pak plati « 4 > n > \A\ + 1, a tedy podle Dusledku |1.6.11| (a) plati 
\ n 4_ A \>n 4 -\A\>\A\+l-\A\ = l. 

Podle |2.2.11| je tedy posloupnost {n 4 } divergentni. * 

Mame-li dokazat, ze zadana posloupnost nema vlastni limitu, pak musime pro 
kazde cislo A e R ukazat, ze A neni limitou teto posloupnosti. Predpokladame 
tedy, ze A je libovolne realne cislo a v zavislosti na nem volime vhodne s e M, s > 0. 
V predchozim prikladu bylo sice mozne pracovat s libovolnym kladnym realnym 
cislem s, ale v dalsich dvou ulohach bude volba vhodneho s hrat dulezitou roli. 

2.2.13. Priklad. Dokazte, ze posloupnost {(—1)"} nema vlastni limitu. 

Resent Nechi A je libovolne realne cislo. Polozme s = 1. Je-li A > 0 a no e N, pak 
volime n e N, n > no, n liche. Potom plati 

|(-l) n - A\ = 1 — 1 - A\ = 1 + A > 1 = e. 

Je-li A < 0 a no e N, pak volime n e N, n > no, n sude. Potom plati 
|(—1)” -A\ = \l-A\ = l-A>l=s. 

Posloupnost {(—!)”} tedy nema vlastni limitu. * 
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2.2.14. Poznamka. Na rozdfl od Prfkladu |2.2.12| nelze pri resenf Prfkladu 
volit s libovolne. Napnklad volba s = 3 by k resenf nevedla. Cfslo e zde musfme 
zvolit „dostatecne male“. 

2.2.15. Prfklad. Dokazte, ze posloupnost {a n } = {(-1)" (j - |)} nema vlastnf 
limitu. 


Resent Necht; A je libovolne realne cfslo. Polozme e = Necht; «o € N je libo¬ 
volne. 

Predpokladejme nejprve, ze A > 0. Zvolme n € N liche a splnujfcf n > 
max{« 0 , 9}. Potom i — |>i-|>0, a tedy 



1 2 1 2 _ 1 
- 4 _ «- 4 _ 9 _ 36 


jinymi slovy \a„ — A\ > e. 

Nynf predpokladejme, ze A < 0. Zvolme n e N sude a splnujfcf n > max {n 0 , 9J. 
Potom platf 


(- 1 )" 



I 1 _ 2 

|4 ~n 


A\ 


1 2 
4 


1 2 1 2 _ 1 
- 4 _ «- 4 _ 9 _ 36 


a tedy opet \a n — A\ > e. Podle |2-2.1l| tedy posloupnost {a n } nema vlastnf limitu. 


V Prfkladu |2.2.10| jsme na zaklade definice overili, ze cfslo 1 je op ravdu limitou 
posloupnosti {^2} ve smyslu Definice [2.2. 1| . V Prfkladech |2.2.12| a [2.2.15| jsme 
uzili teto definice k dukazu neexistence vlastnf limity prfslusnych posloupnosti. 
Definice sama nam ale nedava navod, jak limitu vypocftat. V dalsf casti teto kapi- 
toly odvodfme vety, ktere objasnf zakladnf vlastnosti limit a dale budou uzitecne 
pri vypoctech limit konkretnfch posloupnosti. 

2.2.16. Veta. Necht; {a n } a {b„} jsou posloupnosti realnych cfsel, ieRa lima„ = 
A. Necht; existuje n\ e N takove, ze a n = b„ pro kazde n e N, n > m. Pak take 
\va\b n = A. 

Dukaz. Zvolme s e R, s > 0. K nemu nalezneme «2 e N splnujfcf 
V« e N, n > ri2'. | a„ — A\ < s. 

Polozme no = max{«i, n 2 }- Potom pro kazde «€N,n>«o, platf 
| b„ - A\ = | a„ — A\ < s. 


Tedy lim b n = A. 
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2.2.17. Poznamka. Predchazejici vetu lze formulovat i nasledujicim zpusobem. 
Zmemme-li u dane konvergentnf posloupnosti {a„} konecne mnoho clenu, pak ma 
nove vznikla posloupnost {b„} stejnou limitu jako posloupnost {a„}. Pokudje totiz 
mnozina {n e N; a n ^ b„} konecna, potom je omezena, a tedy existuje n\ e N 
takove, ze pro kazde n e N, n > m, plad a„ =b n . 

2.2.18. Necht; c e M a {a„} je posloupnost realnych cisel. Necht; existuje n\ e N 
takove, ze pro kaz de n e N, n > n i , plad a n = c. Potom lim,,-^ a„ = c, jak 
vyplyva z Prikladu |2.2.8| a Vety |2.2.16| . 

Nynf zformulujeme nekolik podminek ekvivalentnich podmince ( |2.l[ ) v defi- 
nici limity posloupnosti. Casto je totiz snazsi overit nekterou z techto podminek 
namisto podminky puvodni. 

2.2.19. Lemma. Necht; {«„} je posloupnost realnych cisel aiel. Pak lima„ = A 
prave tehdy, kdyz existuje K e R, K > 0, takove, ze plati 

Ve e I, e > 0 En 0 e N Vn e N, n > n 0 : \a n - A\ < Ks. (2.3) 

Dukaz■ => Necht; lim a n = A. Pak z definice li mity plyne, ze ( |2.3| ) plati pro K = 1. 

<= Necht; K e M, K > 0, je cislo splnujici j2.3[). Zvolme s e K, e > 0. Polozme 
s' = Jj. Podle ( ]2.3[ ) k tomuto s' existuje no e N takove, ze pro vsechna n e N, 
n > no, plati \a„ — A\ < Ks' = s. K zadanemu s > 0 jsme tedy nasli no e N takove, 
ze pro vsechna n e N, n > no, mame \a n — A\ < s. Jinymi slovy lima„ = A. ■ 

2.2.20. Lemma. Necht; {fl n }je posloupnost realnych cisel a A e M. Potom lima„ = 
A prave tehdy, kdyz existuje eo 6 £o > 0, takove, ze plati 

VeeM.ee (0, eo) 3«o e N Vn e N, n > no : \a n — A\ < s. (2.4) 

Dukaz. => Polozme eo = 1. Potom ( |2.4| ) plyne z definice limity a |1.1.25| , kde 
klademe Mi = (0, oo), M2 = (0,1) a K(e) je vyrokova forma 
E«o e N Vn e N, n > no: \a n — A\ < s. 

-<= Zvolme e e M, e > 0. Polozme s' = min{e, ^}. Potom s' e (0, eo), a tedy 
podle ( ]Z4| ) k nemu existuje no e N takove, ze pro kazde n e N, n > no, plati 
| a„ — A\ < s' < s. Tedy lima„ = A. ■ 

2.2.21. Z Lemmatu |2.2.20| plyne, ze pro overeni existence limity posloupnosti staci 
vysetrit jen e z intervalu (0, eo), kde eo je libovolne male pevne stanovene cislo. Staci 
se tedy zabyvat jen „malymi hodnotami" e, coz v dalsim textu usnadni nektere 
dukazy. 

2.2.22. V definici limity posloupnosti (Definice |2.2.l[ ) muze byt nerovnost n > no 
ekvivalentne nahrazena nerovnosti n > no- Podobne nerovnost \a„ — A\ < s muze 
byt ekvivalentne nahrazena nerovnosti \a„—A\ < e. Prvni z techto tvrz eni j e snadne. 
Pro dukaz druheho tvrzeni si nejprve uvedomime, ze z podminky ( |2.l[ ) trivialne 
plyne vyrok 


Ve e M, e > 0 E n 0 e N Vn e N, n > n 0 : \a n — A\ < s. 


(2-5) 
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Jestlize naopak plati ( |2.5| ), potom 

VesK, s > 0 E«o e N V/z e N, n > no: \a„ — A\ < 2s. 

Odtud pomoci Lcmmatu [2.2.19| vyplyva (|2.l[). 

Nasledujici dve vety ukazuji vztahy mezi limitami posloupnosti {a n \ a {\a n \}. 

2.2.23. Veta. Necht; {a n } je posloupnost realnych cisel, A e R a lim a n = A. Pak 
lim|a„| = \A\. 

Dukaz. Zvolme s e R, e > 0. K nemu nalezneme «o e N takove, ze 
V/z eN,n>«o: \a n — A\ < s. 

Potom pro kazdezz e N,zz > zz 0 , platf podle Dusledku |1.6.fT| (a) odhad ||a„|-|d|| < 
\a„ — A\ <s. Celkem tedy mame 

Ve e R, e > OE/z 0 e N Vzz e N,/z > zz 0 : \\a n \ - |d|] < s. 

To ale podle definice znamena, ze lim \a n \ = \A\. m 

2.2.24. Poznamka. Opacna implikace ve Vete |2.2.23| obecne neplati. Napriklad 
posloupnost {(—1)"} nema vlastni limitu (viz Priklad |2.2.13[ ), ale lim|(—1)"| = 
liml = 1. Pokud ovsem A = 0, pak opacna implikace plati, jak ukazuje nasle- 
dujici veta. 

2.2.25. Veta. Necht; {«„} je posloupnost realnych cisel. Potom plati: lim a n = 0 
prave tehdy, kdyz lim \a n \ =0. 

Dukaz. Podle definice limityje lim a n = 0, prave kdyz 

Ve e R, e > 0 3zz 0 e N V/z e N.zz > n 0 : |a„|<e, 
zatimco lim \a n =0, prave kdyz 

Ve e R,e > 0 Ezz 0 e N V/z e N,/z > n 0 : ||a„|| < e. 

Protoze | \a n \ | = \a„\, jsou oba vyroky ekvivalentni. ■ 

Nyni se budeme venovat vztahu mezi existenci vlastni limity a omezenostr po¬ 
sloupnosti. 

2.2.26. Veta. Necht; {a„} je konvergentni posloupnost realnych cisel. Potom je {a n \ 
omezena. 

Dukaz. Necht; {a n } je konvergentni posloupnost realnych cisel. Existuje tedy 4eR 
takove, ze lim a n = A. Polozme e = 1. Podle definice k tomuto e existuje hq e N 
takove, ze pro kazde n e N, n > np, je \a„ - A\ < 1. Mnozina {|a„|; n e N,/z < no} 
je konecna, a tedyje podle Vety |l. 7. 13| omezena. Necht; M e R je jejihorni zavora. 
Potom 

M , jestlize n e N, 1 < n < n 0 , 

\A\ + 1, jestlize n e N,/z > n 0 . 

Nyni polozme K = max{M, \A\ + 1}. Pak pro vsechna n e N plati \a n \ < K, a tedy 
je posloupnost {«„} omezena. ■ 
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2.2.27. Z Vety 12.2.2^ vyplyva, ze kazda neomezena posloupnost je divergentni. 

2.2.28. Poznamka. Omezenost posloupnosti neni postacujici podminkou pro jeji 
konvergenci. Napffklad posloupnost {(—1)"}je omezena, avsakneni konvergentni. 

2.2.29. Definice. Necht; {a n } je posloupnost realnych cisel. Jestlize {ni c }’^L l je ros¬ 
touci posloupnost prirozenych cisel, pak {a„ k }^L 1 nazyvame vybranou posloup¬ 
nosti z posloupnosti {a n }, pffpadne podposloupnosti posloupnosti {a„}. 

2.2.30. Necht' {a n } je posloupnost realnych cisel. Nasledujici posloupnosti jsou 
vybranymi posloupnostmi z posloupnosti {a n }: 

(a) posloupnost {a2k -1 }^L , clenu s „lichym indexem“ a posloupnost {(i2k }fL , 
clenu se „sudym indexem", kde pfislusnymi posloupnostmi {«*} jsou po 
fade {2k — 1} a {2k}; 

(b) posloupnost {ai c +i}'£L v kde rik = k + l, k e N; 

(c) posloupnost {0^2}% L P kde nk = k 2 ,k e N; 

(d) posloupnost {a w }“ =1 , kde Pk je k- te prvocislo, k e N. 

2.2.31. Poznamka. Posloupnost {nk}%L l v Dcfinici [2.2.29| urcuje vyber tech clenu 
posloupnosti {a n }^Li, ktere se objevi v podposloupnosti {a nic }™ =l . Posloupnost 
{nk}'kL l musi byt podle definice rostouci. Napriklad posloupnosti «2. «2, ai, 02, ■ ■ ■ 
nebo a3,a2,a\,a4,a5,a6,... obecne neurcuji podposloupnost posloupnosti {a n }. 

2.2.32. Necht; posloupnost {a„} je zadana predpisem a n = (—1)”, n e N. Uvazuj- 
me jeji podposloupnosti {a 2 k- i}^, {aik}™^ a {a k 2}f‘ =v Posloupnost {« 2 A:-i}^ = 1 
je konstantni a splnuje lim^oo fl 2fc-i = — 1- Take posloupnost {fl2fc}^ =1 je kon- 
stantni a splnuje limyt-s-oo = 1. Konecne posloupnost {<2^2}^, splyva s puvodni 
posloupnosti, a tedy je divergentni. 

V |2.2.32| jsme k zadane divergentni posloupnosti nalezli dve jeji konvergent- 
ni podposloupnosti s ruznymi limitami a jednu jeji divergentni podposloupnost. 
Posloupnosti vybrane z divergentni posloupnosti mohou tedy konvergovat k ruz- 
nym limitam nebo mohou divergovat. Pro posloupnosti vybrane z konvergentni 
posloupnosti je situace jednodussi, jak ukazuje nasledujici veta. 

2.2.33. Veta (limita vybrane posloupnosti). Necht; {a n \ je posloupnost realnych 
cisel, -let, linin—xx) a n = A a {nk}^L j je rostouci poslupnost prirozenych cisel. 
Potom plati lim*^,*, a„ k = A. 

K dukazu vety budeme potrebovat nasledujici lemma. 

2.2.34. Lemma. Necht; {«&}£je rostouci posloupnost prirozenych cisel. Potom 
pro kazde k e N plati nk > k. 

Dukaz. Dukaz provedeme matematickou indukci podle k. Protoze n\ e N, zrejme 
mame n 1 > 1. Predpokladejme, ze pro nejak e k e N plati nk > k. Potom plati 
Uk+i > nk > k, nebot; {«*} je rostouci. Z Vety |l.6.24| plyne, ze nk +1 >k+\. Tim 
je tvrzeni podle principu matematicke indukce dokazano. ■ 
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Dukaz Vety \2.2.3,% Zvol me libovolne e e R, s > 0. K nemu existuje n* e N takove, 
ze 

Viz e N, n > n*: \a„ - A\ < e. (2.6) 

Pro kazde k € N ,k > n*, plati diky Lemmatu [2.2.34| nerovnost >k> n*, atedy 
podle ( ^ ) dostaneme \a„ k — A\ < e. Tim je veta dokazana. ■ 

2.2.35. Necht: {a n } je posloupnost realnych cisel. Jestlize existuji dve podposloup- 
nosti posloupnosti {a n } majfci ruzne vlastnf limity, pak je {a„} divergentnf. Kdyby 
totiz posloupn ost {a„ } mela vlastm limitu A, pak by obe podposloupnosti musely 
mit podle Vety |2-2 33| limitu A, coz by byl spor. 

2.2.36. Predchozi odstavec na m umo znuje dokazat, ze lim{(—1)"} neexistuje, ji- 
n ym zpu sobem nez v Prikladu |2.2.13| . Oznacime-li a n = (—1)", n e N, pak pod¬ 
le [TZ32|je lim^oo a 2 k = 1 a lim^oo a 2 k-i = —1. Nalezlijsme dve podposloup¬ 
nosti s ruznymi limitami, a tedy lim{(— 1)"} neexistuje. 

V dalsi casti tohoto oddilu ukazeme, jak pojem limity souvisi s aritmetickymi 
operacemi a relaci usporadani na mnozine realnych cisel. 

2.2.37. Veta (aritmetika limit). Necht; {a„} a {b„} jsou posloupnosti realnych cisel, 
A,B eR, lima„ = A a lim&„ = B. Potom plati: 

(a) lim ( a n + b n ) = A + B, 

(b) lim (a„ ■ b n ) = A ■ B , 

(c) je-li B ^ 0 a b n ^ 0 pro vsechna n e N, pak lim y- = jj- 

Dukaz. Zvolme e e R, s > 0. Podle definice limity existuji prirozena cisla ha, ns 
takova, ze pro kazde n e N, n > ha, je \ A — a n \ < e a pro kazde n e N, n > hb, 
je | B -b n | < e. Polozime-li n 0 = max{n^,« B }, pak pro n € N, n > n 0 , plati obe 
uvedene nerovnosti. 

(a) Z trojuhelnikove nerovnosti (Veta |1.6.10[ ) plyne, ze pro kazde n e N, n > 
7i o, plati 

I (an + bn) — (A + B) I = I (a n - A) + (b„ - B)\ 

< \a„ - A\ + \b„ - B\ < s + s = 2s. 

Dokazovane tvrzeni tedy vyplyva z Lemmatu |2-2.19| pro K = 2. 

(b) Posloupnost {b n } je konvergentni, a tedy podle Vety |2-2-26| j e take omezena. 
Jinymi slovy existuje L e R, L > 0, takove, ze pro vsechna /i e N plati \b n < L. 
Upravou vyrazu a n b n — AB a pouzitim trojuhelnikove nerovnosti (Veta |l.6.10[ ) 
dostavame pro kazde neN,«>«o, 

\a n b n - AB | = | (a n b n - b n A ) + (b n A - AB)\ 

< | a n b n - b„A\ + \b„A - AB\ 

= \b n \\a n -A\ + \A\\b n -B\. 

Pro kazde n e N, ti > n 0 , dale plati 

\b n \ | a n -A\ + \A\ | b n — B\ < Ls + \A\e = (L + |T|)e. 
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Tudfz pro kazde n e N, n > no, platf 


| a n b„ - AB | <Ls+ \A\s = (L + |d|)e. 

Dokazovane tvrzenf tedy vyplyva z Lcmmatu |2 .2.1 9| pro K = L + \A\. 

(c) Obdobnymi upravami jako v dukazech predchozfch tvrzenf dostavame pro 
kazde n e N 


I a n A I 
\bn~ B\ 


I a n B — b„A I _ 

| | “ 

\a n B-AB\ 

| | + 


\bn\ 


\a n ~A\ + 


\a n B - AB + AB - Ab n \ 


\bn\\B\ 


\bn-B\. 


(2-7) 


Podledefinicelimityexistujekekladnemucfslu \ B takove n\ e N, zeprovsechna 
neN,n> n i, platf 

\B-b n \< l -\B\. (2.8) 

Podle Dusledku |l .6.1 l| (a) a ( ]2.8[ ) pro kazde n e N, n > «i, platf 

||B| — < \B —b n \ < ^ |B|. (2.9) 

Vzhledem k tomu, ze navfc platf \B\ — \b n \ < |B| - \b n \\, dostavame podle ( p~9[ ) 
pro kazde n e N, n > m, nerovnost \B\ — \b„\ < \ |B|, a tedy take 


\bn\ |B| ' 


( 2 . 10 ) 


— 

Pak podle ( pj| ) a ( |2.10| ) mame pro kazde neN,«>ni, 

<K(\a n -A\ + \b n -B\). 

Polozme «2 = max{«o,«t}. Pro kazde n e N, n > «2, potom mame 


Dokazovane tvrzenf pak plyne z Lemmatu |2-2.19| . 


V da lsfm textu se budeme nekdy odkazovat na dflcf tvrzenf (a), (b), (c) Ve- 
ty [2-2.37| po fade jako na vetu o limite souctu, vetu o limite soucinu a vetu o limite 
podflu. 

2.2.38. Prfklad. Dokazte, ze platf lim,,_ i . 00 ^ = 0. 
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Reseni Tvrzeni vyplyva z Prikladu |2.2.9| a vety o limite soucinu (Veta ^Z37| (b)) pro 
posloupnosti {a n } = { b n } = {2}. * 

2.2.39. Podstatnym predpokladem vety o aritmetice limit (Veta |2 .2. 37[ ) je konver- 
gence posloupnosti {a„} a {b n }. V pripade, kdy jedna ci obe posloupnosti divergu- 
ji, nelze o konvergenci posloupnosti definovane jako jejich soucet, soucin ci podil 
obecne nic rici. Uvedeme nekolik prikladu. 

• Necht; {a n } = {(—1)"} a {b n } = {(—1)”}. Pak jsou obe posloupnosti diver- 
gen tni, ale lim a n b n = 1. 

• Necht; {«„} = {n 2 } a {b n \ = {2}, a tedy {a n b n } = {n}. Pak { a „} a { a n b „} 
diverguji podle Vety |2-2.26| a {b n \ konverguje podle Prikladu |2.2.9[ 

• Necht; {a„} = {n} a {b n } = {^j}. Pak {a„} diverguje, {b n } konverguje 
podle Prikladu |2.2.38| a {a n b n } = {^} konverguje. 

Situace vypada obdobne i v pripade ostatnich aritmetickych operaci. Konstrukce 
prislusnych prikladu neni obtizna. 

V dalsim vykladu se nam bude hodit nasledujici obecnejsi verze vety o limite 
souctu. 

2.2.40. Veta. Necht'/ £ N a{a*}.{ajjjsouposloupnostirealnychcisel, Aj e M, 


j = 1,a \ima J n = Aj, j = 1Potom plati 
l l 


= I Z a j- 

Obdobne tvrzeni lze zformulovat i pro soucin konecne mnoha posloupnosti. 
Dukaz. Pouzijeme matematickou indukci. Pro / = 1 je tvrzeni trivialni. Predpokla- 
dejme nyni jeho platnost pro / e N. Mame-li / + 1 posloupnosti { a *},..., {u^ +1 } s 

limitami Aj £ R, j — 1_ ,1 + 1, pak plati 

/+1 z z 

lim 'Yh a n = ((^ a n) + fl n +1 ) = li m + lim a n +1 

l Z+l 

= + Al + l =Yl A i’ 

7=1 7=1 

pricemz druha rovnost plyne z Vety |2.2.37| (a) a treti z indukcniho predpokladu. 
Tvrzeni tykajici se soucinu konecne mnoha posloupnosti lze dokazat obdobne. 

■ 

2.2.41. Priklad. Vypocitejte lima_».oo "n^+T 
Reseni. Pro kazde n £ N plati 

n 2 + n n 2 +n 1 + \ 

2 n 2 + 1 = 2n 2 + 1 ' J = 2+ 
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Podle Pnkladu |2.2.9| je linin-^oo ~ —— 0 a podle Pnkladu |2.2.8| je lim,,-^ 1 = 1. 
Tedy (l + 2) = 1. Podobne odvodlme Iim n -».oo ^2 + = 2. Podle vety 

o limite podllu (Veta |2.2.37| (c)) dostavame 

lim 1 + n _ +Jd_ _ 1 

" _> ' 00 2 + lim n -».oo(2 + 2 

Pri pocitani limit posloupnosti obvykle zapisujeme vypocet strucneji. V nasem 
pnkladu by zkraceny zapis vypadal nasledovne: 


lim 



lim„_i. 0o (l + 1) 
lim„^ 0o (2 + ^ 2 ) 

limn-i.00 1 + limn-i-oo 2 

lirrin-^oo 2 + limn-j-oo 7 • lrnin-s-oo \ 
1+0 _ 1 
2 + 7-0 “ 2‘ 


(2-H) 

( 2 - 12 ) 

(2.13) 


Napiseme-li v prubehu vypoctu nejprve rovnost ( |2.1l[ ), musime si byt vedomi toho, 
ze zatim nevime, zda tato rovnost plati. Rovnost bude platit, pokud ukazeme, ze 
obe limity ve zlomkuna prave strane existuji a limita ve jmenovateli je nenulova. 
Podobne rovnost ( |2.12[ ) bude platit, pokud ukazeme, ze vsechny limity j sou y lastni 
a vysledny vyraz ve j meno vateli je nenulovy. Hodnoty limit ve vyrazu v vsak 

jiz zname a vypocet ( |2. 1 3[ ) uka zuje, ze vyraz ve jmenovateli je nenulov y. Do stavame 
tak platnost prvni rovnosti ve ( |2.13[ ), a dik y tomu i platnost rovnosti ( ]2.12[ ). Odtud 
potom dostavame platnost rovnosti ( |2.1l[ ), a tim korektnost celeho reseni. 

Pri pocitani limit musime kazdy krok vypoctu zduvodnit. Nekdy jde jen o al- 
gebraickou upravu pocitaneho vyrazu, casto pak pouzivame vetu o aritmetice li¬ 
mit, pripadne jiz vypocitane limity. Bez zduvodneni jako napriklad v predchozim 
odstavci neniresent uplne. Pozdeji v pokrocilejsich castech skript jiz nebudeme po- 
drobna zduvodneni uvadet, coz ale neznamena, ze jsme je neprovedli. * 


Nasledujici vysledek obsahuje jednoduche ale uzitecne tvrzeni o limite po¬ 
sloupnosti definovane jako soucin omezene posloupnosti a posloupnosti s nulovou 
limitou. 


2.2.42. Veta. Necht; {a n \ a {b n } jsou posloupnosti realnych cisel, pricemz lim a n = 
0 a {b„} je omezena. Potom lim a n b n = 0. 

Dukaz. Protoze {b n } je omezena, existuje cislo K > 0 splnujici \b n \< K pro vsechna 
n e N. Zvolme e e R, s > 0. Protoze lima„ = 0, existuje no € N takove, ze pro 
vsechna n e N, n > n 0 , plati |a„| = \a n - 0| < s. Pro kazde n € N, n > n 0 , tudiz 
plati 

\a n b n -0\ = \a n b n \ = \a n \ \b n \ < Ks. 

Tedy podle Lemmatu |2.2.19| plati lim a n b„ =0. ■ 
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2.2.43. Poznamka. Tvrzeni Vcty |2. 2. 42| neplync zvcty o limitc soucinu (Veta [T2.37| (b)), 
protoze posloupnost {b„} nemusi mit vlastni limitu. 

2.2.44. Priklad. Dokazte, ze lim = 0. 

Resent. Tvrzeni plyne z Vcty [2.2.42| , nebot' posloupnost {(—1)"} je omezena a lim £ = 

0. * 

V predchozich vetach jsme uvedli nekolik dulezitych souvislosti mezi pojmem 
limity a operacemi na mnozine realnych cisel. Nyni se zamefime na vztah mezi 
pojmem limity a relaci usporadani na mnozine realnych cisel. 

2.2.45. Veta (limita a usporadani). Necht; {a n } a {b n \ jsou posloupnosti realnych 
cisel, 4,5 6 1, lima„ = A a lim b n = B. 

(a) Necht; A < B. Potom existuje n 0 eN takove, ze pro kazde n € N, n > n 0 , 
plati a n <b n . 

(b) Necht; existuje n* e N takove, ze pro kazde n e N, n > n* , plati a„ > b n . 
Potom A > B. 

Dukaz. (a) Polozmee = \{B — A). Pak podle definice limity existuje ii] € N takove, 
ze pro kazde n € N, n > ri\, plati a„<4 + 8a« 2 eN takove, ze pro kazde n e N, 
n > «2, plati b n > B - s. Polozme no = max{ni,« 2 }. Potom pro kazde n e N, 
n > no, plati 

A + B n 

a n < A + e = —-— = B - e < b„. 

(b) Predpokladejme pro spor, ze plati A < B. Potom podle tvrzeni (a) exis¬ 
tuje no e N takove, ze pro kazde n e N, n > no, plati a n < b n . Polozme m = 
maxjno, n*}. Pak dostavame a m <b m <a m , coz je spor. ■ 

2.2.46. Poznamky. (a) Veta |2.2.45| nam poskytuje moznost odhadnout shora nebo 
zdola hodnotu limity dane posloupnosti, o niz vime, ze konverguje, ale jejiz limitu 
nezname, pomoci jine posloup nosti, jejiz limitu zname. 

(b) V tvrzeni Vcty |2.2.45| (b) nelze nerovnosti „a n > b n “ a „A > B“ nahradit 
nerovnostmi „a n > b n “ a „A > B“. Polozme napriklad a n = A a b n = 0, n e N. 
Potom zrejme plati a n > b n pro kazde n e N, neplati vsak A = B = 0. 

2.2.47. Veta (o dvou straznicich). Necht' {a„}, {b n \ a {c„} jsou posloupnosti splnu- 
jici: 

(a) existuje «oeN takove, ze pro kazde neN,n>% plati a n < c n < b n , 

(b) {a n } a {b n } jsou konvergentni a plati lim a„ = lim b„. 

Potom je {c n } konvergentni a plati lim c n = lim a n . 

Dukaz. Oznacme lim a n = A. Necht; e e R, s > 0. K nemu podle predpokladu (b) 
existuji m, «2 e N takova, ze pro kazde n e N, n > n\, plati 
A- e <a n < A + s 
a pro kazde n e N, n > «2> plati 

A — e <b n < A + £. 
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Odtud a z predpokladu (a) plyne, ze pro kazde n e N, n > max{n 0 ,«i,«2}j plati 
A — s < a n < c n < b„ < A + s, 


a tedy |c„ — A\ < e. m 

2.2.48. Veta (existence k- te odmocniny). Necht: i e N a t 6 1, x > 0. Potom 
existuje prave jedno y e M, y > 0, splnujici y k = x. 

Dukaz. Je-li x = 0, potom zrejme plati 0* = 0. 

Predpokladejme, ze x > 0. Definujme mnoziny 

Mi = {y e [0, oo); y k < x}, 

M 2 = {y e [0, oo); y k > x}. 

Ukazeme, ze mnozina M\ je shora omezena. Rozlisime dva pripady. Predpokla- 
dejme nejprve, ze plati x < 1. P otom pro kazde y e Mi plati y k < x < 1. Pokud 
by platilo y > 1, pak podle Vety |l.6.7| (a) dostavame y k > \ k = 1, coz by byl spor. 
Musi tedy byt y < la cislo 1 je tak horni zavorou mnoziny Mi. Ve druhem pripade 
budeme predpokladat, ze x > 1. Potom pro kazde y e Mi plati y k < x < x k . Od¬ 
tud plyne x > y. Cislo x je t edy hor ni zavorou mnoziny Mi. Mnozina Mi je navic 
neprazdna, nebot' 0 e M\.Z |1.5.12| vyplyva, ze M x ma supremum, ktere oznacime 

yi- 

Mnozina M 2 je zrejme zdola omezena, nebot' napriklad 0 je jeji dolni zavorou. 
Navic je neprazdna, nebot' max{ 1, x] e M 2 . Tedy M 2 ma infimum, ktere oznacime 
J2- 

Proto ze pro kazde y e M\, y' e M 2 plati y < y' , dostavame die Lemm a- 
tu |1.6.28| nerov nost y\ < y 2 . Dale plyne z vlastnosti mocniny (vizte Vetu S)a 
Lemma |1.6.23| , ze Mi i M 2 jsou intervaly. Necht; y e [0, oo). Potom z linearity uspo- 
radani realnych cisel plyne, ze bud' y k < x nebo y k > x, a tedy [0, oo) = Mi U M 2 . 

Dokazeme, ze >'2 > 0. Predpokladejme, ze >>2 = 0. Pak pro kazde e e (0,1) 
plati e € M 2 . Tedy x < s k < s. To podle Lemmatu |l.6.13| znamena, ze x = 0, coz 
je spor. Tedy y 2 > 0. 

Nyni dokazeme, ze y\ = y 2 -Jiz vime, ze y 1 < y 2 . Predpokladejme, ze y 1 < y 2 . 
Potom plati 

^(jt + J2) £ Mi U M 2 = [0, 00), 

coz je spor. Tedy yi = y 2 . Oznacme tuto spolecnou hodnotu jako y. Polozme 



Pak C > 0. 
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Necht; e e M, s > 0, je dano. Najdeme n e N takove, z e zaroven y— A > 0 

(obe lze zarfdit pomocf Vety |l.6.27| ). Pak y — ^ e Mi, y + ^ e M 2 , a tedy 



Tedy 


Podle Lemmatu |1.6.13| tak dostavam e x = y k . 

Jednoznacnost pak plyne z Vety |l.6.7| . ■ 

2.2.49. Definice. Necht; ieNaiel, x > 0. Potom cfslo y e M, y > 0, splnujfcf 
y k = x (jehoz existenci a jednoznacnost zarucuje Veta |2.2.48[ ), nazyvame k-tou 
odmocninou z cfsla x a znacfme jej Xfx. 

2.2.50. Veta (vlastnosti k- te odmocniny). Necht; k € N. 

(a) Pro kazde x, y e R, 0 < x < y, platf \fx < *Jy. 

(b) Pro kazde x e I, x > 1, plati Xfx < x. 

(c) Pro kazde ieK,0<x<l, plati \fx > x. 

Dukaz. Vsechna tvrzenf plynou z od povfd ajfetch tvrzenf pro k- tou mocninu realne- 
ho cfsla, ktera jsou uvedena ve Vete |l.6/7| . ■ 

2.2.51. Prfklad. Spoctete lim + A. 

Resent Zrejme platf pro kazde n e N nerovnosti 1<1 + A<(1 + A) 2 . Podle 
Vety [2.2.50| tedy pro pro kazde n e N platf nerovnosti 1 < yj 1 + A < 1 + A. Vzhle- 

dem k tomu, ze lim 1 = lim(l + A) = 1, dostavame podle vety o dvou straznfcfch 



2.2.52. Prfklad. Necht; k e N, A e R a {a n j jc posloupnost nezapornych cfsel 
splnujfcf lima„ = A. Dokazte, ze A > 0 a lim,,-^ k/at, = Xf~A. 

Resent Nezapornost cfsla A plyne z Vety |2.2.45| (b). Predpokladejme nejprve, ze 
A = 0. Zvolme s e R, e > 0, libovolne. Pak existuje «o e N takove, ze pro kazde 
n e N, n > platf a„ < e k . Pro takova n e N ale dfky monotonii odmocniny 
(Veta |2. 2.50| (a)) mame 0 < < e. Dostavame tedy lim,,^,*, \fcTn = 0 = XfA. 
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Nyni predpokladejme, ze A > 0. Pak podle Pnkladu |1.6.5| pro kazde n t 


plati 


Sjfc- Va\ 


I (0/iln) k - 1 + (y^) k ~ 2 VA + ---+ k/aniVA)*-* + 

t \a n ~A\. 


: ( VI )*- 1 


Odtud a pouzitim rovnosti lim,,-**, ^ k^ k -i l a « _ A\ = 0 obdrzime podle Ve- 
ty 12.2.47| limn^eo | */a^~ Vl| = 0. Podle Vety ^Z25l platf lim n ^ 00 ( \fon~ yA) = 
0. Odtud diky vete o limite souctu (Veta |2.2.37| (a)) dostavame lim,,-^ '7ja n = 


Va. 


2.2.53. Priklad. Dokazte, ze lim kjn = 1. 


Resent Vzhlcdem k tomu, ze pro kazde n e Nje Hfn > l,muzem epsat k/n = 1 +9 n , 
kde 0 n > 0. Pro n e N, n > 2, plat! podle binomicke vety (Veta |l.6.4[ ) 


Protoze pro n e N, n > 2, plat! n — 1 > J, dostavame pro kazde « e N, n > 2, 


n(n-l) Q 


Odtud a z monotonie odmocniny (Veta |2-2.50| (a)) pro n € N, n > 2, plyne -J= > 
Podle Pnkladu |2.2.9| , Pnkladu |2.2.52| pro k = 2 a z vety o limite soucinu (Ve- 
ta |2.2.37| (b)) dostaneme lim = 0, takze podle Vety |2.2.47| mame lim 0„ = 0. 
Odtud plyne dokazovane tvrzeni. * 


2.2.54. Priklad. Necht' c e 1, c > 0. Dokazte, ze lim kfc = 1. 

Resent Necht'nejprve c > 1. Pomoci Archimedovy vlastnosti (Veta |l.6.27l ) nalezne- 
me no £ N takove, ze n a > c. P otom p ro kazde n € N ,n > no, plati 1 < kfc < kjn. 
Z vety o dvou straznicich (Veta |2.2.47[ ) a Pnkladu |2.2.53| plyne lim kj c = 1. 

Necht; nyni c e (0,1). Potom podle vety o limite podilu (Veta |2.2.37| (c)) a 
podle jiz dokazaneho tvrzeni plati 

lim kfc = lim —= -—— = - = 1. 

v ? lim v c 1 
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2.3. Nevlastni limita posloupnosti 

Posloupnost {a n } definovana predpisem a n = n, n e N, je sice divergentni, 
ma vsak nasledujici vlastnost. Pro libovolne K e R existuje no € N takove, ze pro 
kazde n e N , n > no, plati a„ > K. Vskutku, staci pomoci Archimedovy vlastnosti 
(Veta |L6.27[ ) nalezt no e N, no > K. Obdobnou vlastnost ma napffklad posloup¬ 
nost {b„} definovana predpisem b n = —n 2 , n e N, pricemz nerovnost a n > K je 
nahrazena nerovnosti b n < K. Obe vlastnosti muzeme chapat jako jiste typy limit- 
mho chovani posloupnosti, i kdyz jine, nez je konvergence k realnemu cislu, kterou 
jsme studovali v predchazejicim oddilu. Tyto typy limitniho chovani formalne za- 
vedeme v nasledujici definici. 

2.3.1. Definice. Rekneme, ze posloupnost {a n } malimitu rovnou oo (cteme plus 
nekonecno), jestlize 

WK e M En 0 e N Wn e N,n > no'. a n > K. 

Rekneme, ze posloupnost {a„} ma limitu rovnou -oo (cteme minus nekonecno), 
jestlize 

WK e M3«o eNVn eN.n >no'. a n < K. 

Ma-li posloupnost limitu rovnou plus nebo minus nekonecnu, rikame, ze ma ne- 

vlastni limitu. 

2.3.2. Jestlize ma posloupnost limitu rovnou oo, pak rikame, ze diverguje k oo. 
Jestlize ma posloupnost limitu rovnou —oo, pak rikame, ze diverguje k —oo. 

2.3.3. Priklad. Dokazte, ze limn = oo. 

Resent. Zvolme K e !. Z Archimedovy vlastnosti realnych cisel (Veta |1.6.27| ) vy- 
plyva existence no e N splnujiciho no > K. Potom pro kazde n e N, n > no, plati 
n > no > K, cimz je tvrzeni dokazano. * 

Nasim cilem nyni bude rozsirit nektere poznatky z predchazejiciho oddilu i 
pro nevlastni limity. K tomuto ucelu nejprve rozsirime realnou osu o prvky oo a 
-oo a odpovidajicim zpusobem rozsirime take operace scitani a nasobeni a relaci 
usporadani. 

2.3.4. Definice. Rozsirenou realnou osou budeme nazyvat mnozinu MU{oo, -oo} 
a budeme ji znacit M*. Na mnozinu K* rozsirime aritmeticke operace a relaci uspo¬ 
radani definovane na M nasledujicim zpusobem. 

Operace scitani: 

• Va e {-oo} UR: - oo + a = a + (-oo) = -oo, 

• Va elU {oo} :oo + a = a + oo = oo, 

• -(oo) = -oo, -(-oo) = oo. 

Operace nasobeni: 

• Va e (0, oo) U {oo}: a ■ oo = oo • a = oo, 

• Va e (0, oo) U {oo}: a ■ (—oo) = (—oo) • a = —oo, 

• Va e {-oo} U (—oo, 0): a ■ oo = oo • a = -oo, 
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• Va e {— 00 } U (— 00 ,0): a ■ (— 00 ) = (— 00 ) • a = 00 , 

• (oo) _1 = 0, (—oo) -1 = 0. 

Relace usporadanf: 

• Va et: — oo<a,a<oo, 

• -00 < 00 . 

2.3.5. Operace scftanf a nasobenf nejsou definovany pro vsechny dvojice z R*. 
Presneji, nasledujfcf vyrazy nejsou definovany: 

00 + (- 00 ), —00 + 00 , 0-oo, 00 -0, O-(-oo), (— 00 )-0. 

2.3.6. Veta. Pro kazde x,y,z e R* platf nasledujfcf rovnosti, pokud je vzdy ale- 
spon jedna strana rovnosti definovana: 

(a) x + y = y + x, 

(b) (x + y) + z = x + 0 + z), 

(c) xy = yx, 

(d) (xy)z = x(yz), 

(e) x(y + z ) = xy + xz. 

Dukaz. Vsechna tvrzenf plynou z Definice |2-3.4| a z vlastnostf scftanf a nasobenf 
realnych cisel pomocf rozboru jednotlivych pripadu, kdy postupne rozlisujeme, 
zda prvky x, y a z jsou realne, nebo se rovnajf 00 , nebo se rovnajf — 00 . ■ 

Prave provedene rozsfrenf mnoziny realnych cfsel nam umoznuje definovat po- 
jmy suprema a infima pro libovolne podmnoziny R. 

2.3.7. Definice. Necht: A C R a G e R*. Predpokladejme, ze platf nasledujfcf 
podmfnky: 

(a) Va e A: a < G, 

(b) VG' e R*,G' < G Ba e A\ G’ < a. 

Pak G nazyvame supremem mnoziny A. Podobne definujeme infimum mnoziny 
A. 

2.3.8. Pro neprazdnou a sh ora om ezenou podmnozinu realnych cfsel se pojem 
suprema zavedeny v Definici |l.4.8| shoduje s pojmem zavedenym v Definici |2.3.7| . 
Supremum shora neomezene mnozinyje rovno 00 a supremum prazdne mnozinyje 
rovno — 00 . Podobne infimum zdola neomezene mnozinyje —00 a infimum prazdne 
mnozinyje 00 . 

V nasledujfcfm textu budeme jiz vzdy pouzfvat prave uvedenou rozsfrenou 
definici suprema a infima. Budeme je vsak i nadale znacit symboly sup a inf. 

2.3.9. AbsolutnfhodnotajenamnozineR* definovanapredpisem |x| = max{x,-x}, 
a tedy |oo| = 00 , |— 00 1 = 00 . 

2.3.10. Definice |2.3.1| je doplnenfm Definice o prfpady, kdy limitou je bud 
00 nebo — 00 . Vfme tedy, co znamena, ze posloupnost {a„} ma limitu rovnou +, 
kde bud + e M, nebo + = 00 , nebo + = — 00 . Nasledujfcf veta ukazuje, ze ve¬ 
ta o jednoznacnosti limity (Veta |2-2.4| ) zustava v platnosti i pro takto rozsfrenou 
definici. 
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2.3.11. Veta (jednoznacnost limity). Necht: { a n } je posloupnost realnych cfsel a 
A,B e R*. Predpokladejme, ze posloupnost {a„} ma limitu rovnou A a zaroven 
posloupnost {a n } ma limitu rovnou B. Potom platf A = B. 

Dukaz. Mejme posloupnost {a n }. Dokaza li jsm e jiz, ze nejvyse jedno realne cfslo 
muze byt limitou posloupnosti {a„} (Vetaf^ZJJ). Zbyva dokazat, ze nemuze nastat 
zadny z prfpadu: 

• posloupnost {a n } je konvergentnf a soucasne ma limitu oo, 

• posloupnost {a n } je konvergentnf a soucasne ma limitu —oo, 

• posloupnost { a n } ma limitu oo a soucasne —oo. 

Predpokla dejme, ze posloupnost {a n } je konvergentnf a soucasne ma limitu 
oo. Podle Vety |2-2.26l je posloupnost {a„} omezena, a tfm spfs je omezena shora. 
Tudfz existuje K e M takove, ze a n < K pro kazde n € N. Protoze ale soucasne ma 
posloupnost {a n } limitu oo, existuje prirozene cfslo no takove, ze pro kazde n e N, 
n > no, je a n > K, coz je spor. 

Ve zbyvajfcfch dvou prfpadech je dukaz obdobny. ■ 

2.3.12. Ma-li posloupnost {a n } nevlastnf limitu, oznacujeme hodnotu teto limity 
opet symbolem lim a n . Pfseme tedy lim a n = oo neb o lim a n = —oo. Ke korektnfmu 
zavedenf tohoto znacenf potrebujeme Vetu |2.3.11| . Kdyby totiz posloupnost mela 
vice nez jednu limitu (vlastnf ci nevlastnf), pak by nebylo jasne, co symbo l lim a n 
vlastne oznacuje a rovnost lim a„ = A by nedavala smysl (pro srovnanf viz |2.2.6[ ). 

2.3.13. Poznamka. Pro kazdou posloupnost realnych cfsel {a n } nastava prave jed- 
na z nasledujfcfch moznostf: 

I . j vlastnf, tj. je rovna realnemu cfslu, 

^ / nevlastnf, tj. je rovna oo nebo —oo, 
neexistuje. 

2.3.14. Definice. Necht; cel. Potom okolfm bodu c rozumfme kazdou mnozinu 
tvaru B(c, e) = (c — e, c + e), kde set, s > 0. Okolfm bodu oo rozumfme kazdou 
mnozinu tvaru B(o o, e) = (|, oo), kde sel, s > 0. Okolfm bodu —oo rozumfme 
kazdou mnozinu tvaru B(— oo, e) = (—oo, — j), kde tel, s > 0. 

2.3.15. Lemma. Necht; A, A e R*, A ^ A. Potom existuje e e R, e > 0, takove, ze 
A £ B(A, e). 

Dukaz. Predpokladejme nejprve, ze A e R. Je-li take A e R, pak polozfme s = 
. Potom zrejme platf A £ B(A, s). Je-li A = oo nebo A = —oo, zvolfme tel, 
s > 0, libovolne a opet dostaneme A £ B(A, s). 

Nynf predpokladejme, ze i = oo. Je-li A e R, polozfme s = pppy- Odtud 
opet plyne, ze A ^ B(A, e). Je-li A = —oo, zvolfme e e R, e > 0, libovolne a opet 
obdrzfme A £ B(A, s ). 

Prfpad A = -oo je obdobny prfpadu A = oo. ■ 
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Zavedenf pojmu okolf (Definice |2.3.14| ) nam umoznuje ekvivalentne formulo- 
vat pojem limity posloupnosti (vlastnf i nevlastnf) jedinou formulf. To je naplnf 
nasledujfcf vety. 

2.3.16. Veta. Necht' {a n } je posloupnost realnych cfsel a A e R*. Pak lim a„ = A 
prave tehdy, kdyz platf 

V£ e R, e > 0 E«o e N in e N, n > n 0 : a n e B(A, s ). (2.14) 

Dukaz . Necht; lei. Potom je vyr ok a n e B(A, s ) ekvivalen tm v yroku \a n — A | < e. 
Takze v tomto pnpade je formule ( ]2. 14[ ) shodna a formulf ( |2.l[ ). 

Necht; A = oo. Predpokladejme nejprve, ze lim = 4. Necht; e e R, e > 0. 
Vfme, ze pro K = j existuje «o € N takove, ze pro kazde « e N, > no, platf a n > 
K. To podle definice okoli bodu oo znamena, ze a„ e B(oo, s ), a tedy formule ( |2.14| ) 
platf. 

Nynf naopak predpokladejme, ze platf ( |2.14[ ). Zvolme K e R. K nemu nalez- 
neme s e R, s > 0, nasledujfcfm zpusobem. Je-li K < 0, zvolfme e e R, s > 0, 
libovolne. Je-li K > 0, polozfme * = i. V obou prfpadech pak platf 1 > K. 
K tomuto s pak nalezneme no e N takove, ze pro kazde n e N, n > no, platf 
a„ e B(o o, e). Potom platf a n > ^ > K, a tedy a n > K. Odtud plyne lim a„ = A. 

V prfpade A = — oo je dukaz obdobny. ■ 

Ve zbyvajfcf casti tohoto oddflu uvedeme obecnejsf varianty nekterych vet, kte- 
re jiz zname z predchazejfcfho textu. Zatfmco se vsak drive uvedena tvrzenf tykala 
pouze vlastnfch limit, zde budou ve ty form ulovany i pro nevlastnf limity. 

Nejprve uvedeme obdobu Vety [2.2.16| . 

2.3.17. Veta. Necht' {a n } a {Z?„}jsou posloupnosti realnych cfsel, A e R* alima„ = 
A. Necht; existuje n\ e N takove, ze a n = b„ pro kazde n e N, /? > n\. Pak take 
lim b n = A. 

Dukaz. Zvolme s e R, s > 0. K nemu nalezneme 6 N splnujfcf 
'in e N , n > n 2 ’. a n e B(A,s). 

Polozme no = max{;ti,n 2 }. Potom pro kazde n e N, n > no, platf b„ = a n , a tedy 
b n e B(A, e). Odtud vyplyva, ze lim^„ = A. m 

2.3.18. Poznamka. Z predchozf vety plyne nasledujfcf zobecnenf Poznamky |2.2.17| . 
Zmenfme-li u posloupnosti realnych cfsel {a„} splnujfcf lima„ = A, kde A e R*, 
konecne mnoho clenu, pak ma nove vznikla posloupnost opet limitu A. 

Nasledujfcf tvrzenf je obdobou Vety |2.2.23| . 

2.3.19. Veta. Necht; {a„} je posloupnost realnych cfsel, A e R* a lim a n = A. Pak 
lim \a n \ = \A\. 

Dukaz. Je-li A e R, pak tvrzenf plyne z Vety |2-2.23| . Necht; A = oo. Pak z predpo- 
kladu lima„ = A plyne existence no e N takoveh o, ze pr o kazde n e N, n > no, 
platf a n > 0, a tedy \a n \ = a n . Tudfz podle Vety |2.3.17| platf lim|a„| = lima„. 
Protoze lima„ = oo a |oo| = oo, plyne odtud, ze lim \a n \ = \A\. 



2. LIMITA POSLOUPNOSTI 


Konecne necht; A = —oo. Zvolme e e R, e > 0. Potom existuje « 0 e N takove, 
ze pro kazde n e N, n > no, plati a„ e B(—o o, e), a tedy take — a„ e B(oo, e). Odtud 
plyne, ze pro kazde n e N, n > no, plati — a„ > 0, a tedy \a n \ = —a„. To znamena, 
ze pro kazde n e N, n > no, plati \a n \ e B(p o,e). Protoze |zl| = oo, dokazali jsme, 
ze lim \a n \ = \A\. m 

Nasledujici veta je jistou jednostrannou obdobou Vety |2.2.26| . 

2.3.20. Veta. Necht; {a„} je posloupnost realnych cisel a lim a n = oo. Potom je 
posloupnost {a n } zdola omezena. 

Dukaz . Polozme K = 1. Podle Definice mik tomuto K existuje no e N takove, 
ze pro kazde n e N, n > tip, plati a n > 1. Mnozina {a n \ n e N, n < no} je konecna, 
a tedy je podle Vety |l.7.13| omezena. Necht; M e R je nektera jeji dolni zavora. 
Potom 

M, jestlize n e N, 1 < n < no, 

1 , jestlize n e N,n > «o- 

Pro vsechna n e N tedy mame a n > min {M, 1}, takze posloupnost {a n } je zdola 
omezena. ■ 

2.3.21. Obdobne jakove Vete |2.3.20| lze dokazat, zeje-li {a„} posloupnost realnych 
cisel a lima„ = -oo, potom je posloupnost {a n } shora omezena. 

Nasledujici veta je obdobou Vety [2.2 . 33| pro nevlastni limity. 

2.3.22. Veta (limita vybrane posloupnosti). Necht' {a n } je posloupnost realnych 
ciselaieR*. Necht;je vybranaposloupnost z posloupnosti {a n }. Jestlize 
linin-i.oo a„ = A, pak take lim^oo a„ k = A. 

Dukaz. Necht; , je rostouci posloupnost prirozenych cisel, ktera urcuje nasi 

vybranou posloupnost. Zvolme e e R, s > 0. K nemu existuje n* e N takove, ze 
V« e N, n > n* : a n e B(A, s ). (2.15) 

Pro ka zde k e N ,k > n*, plati diky Lemmatu |2-2.34| nerovnost n/c >k> «*, a tedy 
podle ( |2.15| ) dostaneme a nk e B{A, e). Tim je veta dokazana. ■ 

Tvrzeni vety o limite vybrane posloupnosti (Vety |2.2.33| a |2.3.22| ) nelze obra- 
tit. Jako priklad muze opet poslouzit posloupnost {(—1)"} a jeji podposloupnost 
{(— l) 2fe }£L 1 . Nicmene plati nasledujici tvrzeni, ktere v dalsim textu jeste vyuzijeme 
(napriklad v Kapitole pj). 

2.3.23. Veta. Necht' / e N a {nl}™ =v ..., W k }^L 1 jsou rostouci posloup¬ 

nosti prirozenych cisel takove, ze 

j6{l,...,/UeN) = N. (2.16) 

Necht; A e R* a {a„} je posloupnost realnych cisel takova, ze pro kazde j e 
{1,..., /} plati lim^oo a n j = A. Potom lima„ = A. 
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Dukaz. Zvolme e e R, e > 0. K nemu nalezneme k \, k 2 , ..., ki e N takova, ze 
Vfe e N, k > Jti: a„i e B(A,s), 

Vk e N, k > k 2 : a n 2 e B(A, e), 

. * (2-17) 


Wk e N, k > jfe ; : a„/ e fi(A,e). 

Polozme «o = max^.B^, ... ,nj^}. Zvolme n e N, n > Ho- Diky podmfn- 
ce ( |2.16[ ) existujf / e {1,..., /} a e N takova, ze h = h^. Potom platf 
n{=n>n 0 > n{.,. 

Posloupnost {n'}~ =1 je rostoucf, a proto k > kj. Podle y'-te podmfnky v ( ]2.17[ ) 
dostaneme a n = a n j e B(A, e), cfrnz je tvrzenf dokazano. ■ 

2.3.24. Poznamka. Specialnfm prfpadem predchozi vety je nasledujfcf tvrzenf. 
Necht; {a„} je posloupnost realnych cfsel. Necht' A e R a platf 

^lim ci 2 k = .lim a 2 k+i = A. 

Potom limn-xx; a n = A. 

2.3.25. VeVetep^|je dulezite, aby pocet posloupnost! {n\}^L v ..., 

{ nl k}'k=\ byl konecny. Pro nekonecny pocet techto posloupnostf tvrzenf neplatf, 
jak ukazuje nasledujfcf prfklad. 

2.3.26. Prfklad. Definujme posloupnost {a n } predpisem 

a n = (-1)", n e N. 

Dale definujme pro kazde ye N posloupnost prirozenych cfsel {n J k }™ =l predpisem 

y _ (Jfc, k < j, 

Hk ~ j 2k, k>j. 

Dokazte, ze {n J k \ j,k € N} = N, pro kazde j e N je posloupnost {n J k }^L 1 rostoucf 
a platf Hindoo a n j = 1, presto ale lim a n neexistuje. 


Resent Necht; j e N. Potom je posloupnost {n J k }^L l zrejme rostoucf a navfc platf 
{n J k ; j,k e N) = N. Dale pro kazde A: e N, k > j,jen J k sude, a tedy a n j = l.Tudfz 
\imk^.oo a 2 = 1 . * 

Nasledujfcf vetaje zobecnenfm vety o aritmetice limit (Vcta ^2.37[ ). 

2.3.27. Veta (aritmetika limit). Necht; {a„} a {b n } jsou posloupnosti realnych cfsel, 
A, B e R*, lima,, = A a lim b n = B. Potom platf: 

(a) lim ( a n + b n ) = A + B, pokud je vyraz na prave strane definovan, 

(b) lim (a„ • b n ) = A - B, pokud je vyraz na prave strane definovan, 
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(c) je-li b n ^ 0 pro vsechna n e N, pak lim f 3 - = 5 , pokud je vyraz na prave 
strane definovan. 


Dukaz. Tuto vetu lze dokazat obdobne jako Vetu |2-2.37| . Uvedeme pouze dukaz 
tvrzeni (b), a to v pffpade, kdy iet, a. B = — 00 . 

Chceme tedy dokazat, ze 


lim ( a„ ■ b n ) = 


pokud A < 0, 
pokud A > 0. 


Necht; nejprve A < 0 a K e R. Polozme e = — 4 ■ Z predpokladu lima„ = A a z 
definice limity vyplyva existence takoveho n\ e N, ze pro kazde n e N, n > m, 
plati a n e (A — e, A + e) = (^, f). Podobne z predpokladu lim b„ = -00 plyne 
existence takoveho «2 € N, ze pro kazde n e N, n > ri2, plati b„ < min{0, ^}. 
Polozme no = max{«i,« 2 }- Potom pro kazde n e N, n > no, plati 


takze lim (a n ■ b„) = 00 . V pripade A > 0 lze tvrzeni dokazat obdobne. ■ 


2.3.28. Predpoklad, ze vyrazy na pravych stranach jsou definovany, nelze z vety o 

aritmetice limit (Veta |2.3.27l ) vynechat. Polozme napriklad {a n } = n e N. 

Potom lim a n = 0, ale lim d- = lim(—1 )"n neexistuje ani nevlastni. 

2.3.29. Vime-li pouze, ze lima„ = 00 a lim b n = — 00 , pak odtud nemuzeme vy- 
vodit zadnou informaci o existenci nebo hodnote lim(a„ + b n ). Necht; napriklad 
ylel, {a n } = {n} a {b„} = {—n + A}. Pak 

lima„ = 00 , lim b n = —00 a lim(a„ + b n ) = A. 

Vyraz 00 — 00 nelze tedy definovat tak, aby pro takove posloupnosti platila veta 
o limite souctu. Existence a pripadne i hodnota lim(a„ + b n ) zavisi na jemnejsim 
chovani posloupnosti {a n } a {b n }. 

2.3.30. Necht; / e N a {a*},..., {a l n } jsou posloupnosti realnych cisel, Aj e R*, 

j = 1,...,/, a dale lima;J = Aj, j = 1__ Potom plati 


pokud je vyraz na prave strane definovan. Obdobne tvrzeni lze zformulovat i pro 
soucin konecne mnoha posloupnosti. Dukaz lze provest obdobne j ako ve Vete |2-2.40| . 

Z odstavce |2.3.28| vyplyva, ze pro vypocet l im |g-, kde lim b n = 0, nemuzeme 
bezprostredne pouzit vetu o limite podilu (Veta |2.3.27| (c)), nicmene plati nasledu- 
jici veta. 
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2.3.31. Veta. Necht; {a n \ a {b n } jsou posloupnosti realnych cisel, pricemz pro kazde 
n e N plati b n ^ 0. Necht; 4el*,i>0, lim a„ = A, lim b n = 0 a existuje no^N 
takove, ze pro kazde n e N, n > no, plati b„ > 0. Potom lim ^ = 00 . 

Dukaz. Posloupnost {jf-} je dobre definovana, nebot' b„ ^ 0 pro kazde n e N. 

Predpokladejme nejprve, ze A e R, A > 0. Zvolme K e M. Polozme e = j. K 
nemu existuje n\ e N takove, ze 

A A 

'in e N, n > n \: a n > A — s = A — — = —. 

Polozme L = max{l, K}. Pak existuje n 2 e N takove, ze 

A 

in e N , n > b„ < 

Potom pro kazde n e N, n > max{« 0 ,«i,« 2 }, plati 



a tedy lim = 00 . 

Necht' nyni A = 00 . Zvolme opet K e M. Polozme L = max{l, K). Pak existuji 
«i.n 2 e N takova, ze 

in e N, n > «i: a n > 1, 
in e N, n > « 2 : b n < 

Potom pro kazde n e N, n > max{n 0 ,«i,n 2 }, plati 



Tim je tvrzeni dokazano. ■ 

Nasledujici vetu je mozno dokazat obdobne jako Vetu |2-2.45| . 

2.3.32. Veta (limita a usporadani). Necht; {a n } a {b n \ jsou posloupnosti realnych 
cisel, A, B e R*, limu„ = A a lim b n = B. 

(a) Necht' A < B. Potom existuje no e N takove, ze pro kazde n € N,/j > no, 
plati je a n <b„. 

(b) Necht; existuje n* e N takove, ze pro kazde n e N,« > «*, plati a n > b n . 
Potom A > B. 

Pro nevlastni limity plati nasledujici dve varianty vety o dvou straznicich. 

2.3.33. Veta. Necht; { a „} a {c„} jsou posloupnosti splnujici: 

(a) existuje «oeN takove, ze pro kazde neN,n>% plati a„ < c n , 

(b) lima„ = 00 . 

Potom plati limc„ = 00 . 
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Dukaz. Zvolme L e R. K nemu nalezneme ti\ € N takove, ze pro kazde n e N, 
n > «i, platf a„ > L. Pro kazde n e N,n > max{«o,«i}, pak platf c n > a„, a tedy 
c„ > L. Tim je dokazano, ze limc„ = oo. ■ 

Podle predchozf vety stacf nalezt pouze jednoho „straznfka“ k dukazu tvrzenf 
1 im c n = oo. Nasledujfcf veta je jejf zrejmou obdobou pro posloupnosti s limitou 
— 00. 

2.3.34. Veta. Necht' {b n } a {c n } jsou posloupnosti splnujfcf: 

(a) existuje no e N takove, ze pro kazde n e N, n > no, platf b„ > c„, 

(b) limZ?„ = —oo. 

Potom platf limc„ = —oo. 

2.3.35. Prfklad. Dokazte, ze platf 

oo, pokud q e (1, oo), 

1, pokud </ = l, 

0, pokud q e (—1,1), 

neexistuje, pokud q € (—oo, —1]. 

Resent. Predpokladejme nejprve, ze q > 1. P ak muz eme psat q = 1 + h, kde h > 0. 
Odtud a z Bernoulliovy nerovnosti (Prfklad |l .9.1 1[ ) ply nc q n = (1 + h) n > 1 + hn 
pro kazde n e N. Zrejme lim(l + hn) = oo, a podle Vety |2.3.33| mame lung" = oo. 

Poku d q e ( 0.1), pak podle predchozfho odstavce platf lim(^ _l )” = oo. Apli- 
kacf Vety |2-3.27| dostaneme 

lim q n = lim- - — = 0. 

{q~') n 

Pro q = 0 a q = 1 je tvrzenf zrejme. Pro q = — 1 plyne tvrzenf z Prfk ladu|2.2.13| . 
Pokud q e (-1,0), pak lim|^r"| = lim|g|" = 0, a tedy podle Vety |2.2.25| takti 
lim^" = 0. 

Je-li konecne q < —\,^akq 2 > 1, a t edy ma me limg 2n = lim(^ 2 )" = oo. Potom 
platf podle vety o limite soucinu (Veta |2.3.27| (b)) lim q 2n+1 = lim q(q 2 ) n = —oo. 
Nalezli jsme dve vybrane posloupnosti s ruznymi limitami, a tedy limita puvodnf 
posloupnosti neexistuje. * 

Nasledujfcf tvrzenf dava do souvislosti pojmy limity a suprema mnoziny. 

2.3.36. Veta. Necht; M c K je neprazdna mnozina, Get*. Pak jsou nasledujfcf 
tvrzenf ekvivalentnf. 

(i) Platf G = sup M. 

(ii) Cfslo G je hornf zavorou M a existuje posloupnost {x n } bodu z M splnu- 
jfcf lim x n = G. 

Dukaz. (i) =>• (ii) Je-li G = sup M, pak G je zrejme hornf zavorou M. 

Pokud G = oo, pak M nenf sho ra ome zena, a tedy pro kazde n e N existuje 
x n e M splnujfcf x n > n. Podle Vety |2. 3. 33| je pak lim x n = oo = G. 
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V prfpade, ze G el, pak podle definice suprema ke kazdemu n e N existuje 
x n e M splnujfcf x n > G — Protoze G je hornf zavorou M, je automaticky 
x n < G pro kazde n e N. Podle vety o dvou straznfcfch (Veta |2.2.47[ ) tedy mame 
lim.x„ = G. 

(ii) =>• (i) Zvolme G' e R, G' < G. Pak z definice limity plyne, ze existuje 
no e N pro ktere x„ Q > G'. (V pffpade G = oo to plyne pfi'mo z definice, v pffpade 
Gel stacf v definici vzft s = G — G'.) Nasli jsme tedy prvek z mnoziny M, ktery 
je vetsf nez G', cfmz jsme overili podmfnku (b) z definice suprema. ■ 

2.3.37. Poznamka. Obdobne tvrzenf platf i pro infimum. 

2.3.38. Prfklad. Nechi k eN,4eM* a{a„}jeposloupnostnezapornychrealnych 
cfsel splnujfcf lima„ = A. Dokazte, ze potom A > 0 a platf 

XfA, pokud 4el, 
oo, pokud A = oo. 

Reseni Pokud 4el, pak tvrzenf vyplyva z Prfkladu |2-2.52[ 

Necht' A = oo a K e R. Pak existuje do e N takove, ze pro ka zde n e N, 
n > no, platf a n > \K\ k . Potom podle monotonie odmocniny (Veta PT50| ) pro 
kazde «eN,«>«o, mame \fa^ > \K\ > K, tedy lim %/a^ = oo. * 

V nasledujfcfch prfkladech ukazeme pouzitf vyse vylozenych vet. 


lim Xfa^ = 


2.3.39. Prfklad. Vypoctete lim( 


v^ + I-VH). 


Reseni Podle Prfkladu |2.3.3| a Prfkladu |2.3.38|do staneme lim ~Jn = oo. Odtud a z 
vety o limite vybrane posloupnosti (Vety |2-2.33| ) dale plyne, ze lim + 1 = oo. 
To znamena, ze pro vypocet zadane limity nemuzeme uzft vetu o aritmetice limit 
pffmocarym zpusobem. Upravfme proto nejprve zadany vyraz tak, aby bylo mozne 
bezprostredne pouzft vetu o aritmetice limit. Pro n e N platf 


\fn+ T — «J7x = {y/n + 1 — a fn) ■ 


sjn + 1 + *Jn 


\fn~- j-T + *Jn y/n + 1 + yfn 

Pak podle vety o limite podflu (Veta |2.3.27| (c)) muzeme pocftat 

1 


lim(V« + 1 — yfn) = lim - 


'n + 1 + y/n 


2.3.40. Poznamka. Na zaver tohoto oddflujeste uvedeme nasledujfcf mozne rozsf- 
renf pojmu posloupnost. Posloupnosti realnych cfsel budeme rozumet kazde zob- 
razenf mnoziny icZdol, pficemz A je zdola omezena a existuje no € N takove, 
ze{« e N; n > no) C A. Obecnejsf definicf chceme postibnout zejmcna nasledujfcf 
dva prfpady: jednak posloupnosti tvaru n i-> a n , n e N U {0} (znacfme {a n }%L 0 ) 
a jednak posloupnosti, jejichz clenyjsou definovany pro kazde prirozene n vyjma 
konecne mnoziny, naprfklad posloupnost {^}, jejfz definicnf obor je N \ {7}. V 
techto prfpadech zustavajf v platnosti vsechny poznatky o posloupnostech, ktere 







2. LIMITA POSLOUPNOSTI 


jsme dosud odvodili. V prfpadech, ktere budou vyzadovat jiste modifikace, na ne 
vzdy explicitne upozornime. 


2.4. Hlubsi vety o limitach 

Uvedeme nejprve dulezitou vlastnost monotonm'ch posloupnosti. 

2.4.1. Veta (limita monotonm posloupnosti). Necht' {a n } je monotonni posloup- 
nost realnych cfscl. Potom existuje lim a „. Je-li navic {a n } neklesajici, pak lim a n = 
sup{a„; n € N}. Je-li { a n } nerostouci, pak lima„ = inf {a n \ n e N}. 

Dukaz. Predpokladejme nejprve, ze posloupnost \a n \ je neklesajici. Necht; navic 
{a n } neni shora omezena. Potom sup{a„; n e N} = oo. Zvolime K e M. K nemu 
nalezn eme index « 0 e N takovy, ze a no > K. Protoze {a n } je neklesajici, plati diky 
pro kazde n e N, n > no, nerovnosti a n > a„ 0 > K. Odtud vyplyva, ze 
lima„ = oo. 

Nyni predpokladejme, ze {a n \ je shora omezena, tedy sup{a„; n e N} e M. 
Zvolime s e M, e > 0, a oznacime A = sup{a„; n e N}. Z definice suprema plyne, 
ze existuje «o e N takove, ze a„ 0 > A — e. Protoze vsak {a„} je neklesajici, je 
A - e < a„ 0 < a„ pro vsechna n e N, n > n 0 . Nerovnost a„ < A + e plati dokonce 
pro vsechna n e N, nebot' A je horni zavorou mnoziny vsech clenu posloupnosti 
{a n }. Ke zvolenemu s jsme tedy nalezli no e N takove, ze 
VneN,n>n 0 : A — e < a n < A + s. 

To podle definice limity znamena, ze lima„ = A. 

Nyni predpokladejme, ze {a„ \ je nerostouci. Pak lze tvrzeni dokazat obdob- 
ne, muzeme ale take postupovat nasledujicim zpusobem. Snadno nahledneme, ze 
posloupnost {— a n } je nekles ajici. Po dle jiz dokazane casti vety je tedy lim(— a n ) = 
sup {—n e N}. Podle Vety |l.6.15| odtud plyne, ze lim(-g n ) = -inf{a„; n e N}. 
Konecne podle vety o limite soucinu (Veta [2.3.27| (b)) dostavame 

lima„ = lim(—1)(— a n ) = — lim(— a„) = inf{a„; n e N}. 


2.4.2. Dusledek. Kazda neklesajici shora omezena posloupnost je konvergentni. 
Podobne kazda nerostouci zdola omezena posloupnost je konvergentni. 

D ukaz. N echt; {a n } je neklesajici shora omezena posloupnost realnych cisel. Z Ve¬ 
ty |2.4.l| vyplyva, ze lima„ = sup{a„; n e N}. Z omezenosti posloupnosti shora 
dale plyne, ze sup{a„; n e N} e M. Posloupnost {a n } je tedy konvergentni. Je-li 
posloupnost {a n } nerostouci a zdola omezena, pak lze dukaz provest ohdobne. ■ 

Veta umoznuje overit existenci limity posloupnosti, aniz by bylo nutne 
ji explicitne vypocitat. V nekterych pripadech je ale informace o existenci limity 
nezbytnou soucasti jejiho vypoctu. Tento jev ilustruje nasledujici priklad. 
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2.4.3. Priklad. Necht; c e R, c > 0. Spoctete limitu posloupnosti {a n }, ktera je 
zadana nasledujicim zpusobem: 

a\ = «fc, a „+1 = y/a„ + c pro kazde n e N. (2-18) 

Resent Nejprve si uvedomime, ze posloupnost {«„} je dobre definovana. Prvni clen 
je definovan explicitne a je nezaporny. Predpokladame-li, ze a„ je definovano a je 
nezaporne, pak je definovano i a„+\ a je nezaporne. Podle principu matematicke 
indukce je pak posloupnost {a„} definovana a jeji cleny jsou nezaporne. 

Je-li c = 0, pak pro kazde n e N plati a n = 0, a tedy lim a n = 0. 
Predpokladejme tedy, ze c > 0. Nejprve dokazeme, ze posloupnost {a n \ je 
monotonni. Zrejme plati a \ < a 2 - Jestlize pro nejake n e N plati a n -\ < a n , pak 

a n = s/a n - 1 + c < s/a n + c = a n+ \. 

Podle principu matematicke indukce je tedy posloupnost {a n } rostouci. 

Nyni dokazeme, ze posloupnost {a„} je shora omezena. Zrejme plati a i < «Jc + 
1. Predpokladejme, ze pro nejake n e N plati a n < «Jc + 1. Potom 

a n +i = V a „ + c < \j■sfc + 1 + c < -\jc + 2 *Jc + 1 

= y/(Vc + l) 2 = Vc + 1. 

Z principu matematicke indukce tedy plyne, ze pro vsechna n e N je a n < + 1, 

takze {a n } je shora omezena. Overili jsme, ze pos loupn ost {a„} splnuje predpo- 
klady vety o limite monotonni posloupnosti (Veta pAlf ). Podle teto vety ma tedy 
posloupnost {a n } vlastni limitu. Oznacme ji symbolem A. 

Poslednim krokem reseni bude vypocet hodnoty A. Z ( |2.18[ ) plyne, ze pro kaz - 
de n e N plati a 2 +1 = a„ + c. Z vety o limite vybrane posloupno sti (Ve ta |2.2.33| ) 
odvodime, ze take lim a„+ i = A, a z vety o aritmetice limit (Veta [2. 3. 27[ ) dostane- 
me vztahy lim a 2 + { = A 2 a lim(a„ + c) = A + c. Ziskali jsme kvadratickou rovnici 
A 2 = A + c pro neznamou hodnotu A, o ktere zatim vime jen, ze existuje. Vypo- 
ctem zjistime, ze A je rovno bud' |(1 + Vl + 4c) nebo |(1 — Vl + 4c). Hodnota 
|(1 — Vl + 4c) vsak nemuze byt limitou posloupnosti {a n }, protoze je to zaporne 
cisl o a vsec hny prvky posloupnosti {a n } jsou nezaporne. To by bylo ve sporu s Ve- 
tou |2-2.45| (b) (do niz bychom dosadili B = 0 a b n = 0, n e N). Odtud vyplyva, ze 
lima„ = 1(1 + Vl + 4c). * 

2.4.4. Dulezitou soucasti reseni predchazejiciho prikladu bylo overeni existence 
limity posloupnosti {a n }. Bez tohoto kroku by bylo reseni neuplne. Uvazujme po¬ 
sloupnost {b n } definovanou rekurentne predpisem 

bi = -1, b n+ 1 = -b n , n € N. 

Za predpokladu, ze lim b n existuje a je rovna prvku A e M*, bychom podobne jako 
v reseni Prikladu |2.4.3| odvodili, ze A = —A, a tedy A = 0. Limita posloupnosti 
{ b n } ale neni rovna 0, nebot' b n = (-1)" pro kazde n e N, jak lze snadno overit. 
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2.4.5. Priklad. Pro n e N definujeme 



Dokazte, ze posloupnost {a„} je rostouci a shora omezena a posloupnost {b„} je 
klesajici a zdola omezena, a tedy jsou obe posloupnosti konvergentnf, a ze navic 
plati lima„ = lim b n . 

Reseni. Necht: n e N. Potom z Bernoulliovy nerovnosti (Pnklad |l.9.11[ ) plyne od- 
had 



Algebraickymi upravami odtud odvodfme nerovnost 



(n + l) 2 
n(n + 2) 


a tedy 



jinymi slovy 



Odtud vyplyva, ze posloupnost {b n } je klesajici. 

Nym dokazeme, ze poslo upnost {a n } je rostouci. Necht; n e N. Potom z Ber¬ 


noulliovy nerovnosti (Priklad |l.9.1l| ) plyne, ze 



Odtud dostaneme 



n+ 1 

« + 2 


Tedy 



Dokazali jsme, ze pro kazde n e N plati 



takze posloupnost {a„} je rostouci. 

Z monotonie posloupnosti {«„} a {&„} dostaneme, ze pro kazde n e N plati 


2 = ai <a n <b n <bi = 4. 
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Z vety o limite monotonnf posloupnosti (Veta [2.4.l[ ) tedy plyne, ze ex istujf v lastni 
limity lim a n = A a lim b„ = B. Podle vety o li mite a u sporadanf (Veta p72.45[ ) platf 
A,Be [2,4], Podle vety o limite podflu (Veta [2.3.~27| (c)) tedy dale platf 



Podle definice posloupnosti {a„} a {b„} dale platf 



Tedy A = B. Tfm je tvrzenf dokazano. 

2.4.6. Definice. Oznacfme 


* 



Z Prfkladu |2.4.5| vyplyva, ze toto cfslo je dobre definovano. Cfslo e nazyvame Eu- 

lerovym cfslem.0 

2.4.7. Veta (Cantoruvprincip vlozenych intervalu). Necht' \[a n , je posloup- 

nost uzavrenych intervalu splnujfcf: 

• pro kazde n e N platf [a„+i,Z)„+i] C [a n ,b n ], 

• platf lim (b„ — a n ) = 0. 

Potomje mnozina (^Li[a n ,b n \ jednobodova. 

Dukaz. Z predpokladu vyplyva, ze posloupnost \a n \ je neklesajfcf a posloupnost 
{b n } je nerostouef. Navfc pro kazde n e N platf a n < b n < b\, takze posloupnost 
{a n } je shora ome zena. Obdobne lze dokazat, ze posloupnost {b n } je zdola ome- 
zena. Z Dusledku |2.4.2| vyplyva, ze existujf vlastnf limity posloupnosti {a„} a {b n }. 
Oznacme A = lima„ a B = lim b n . Protoze A, B e M, je B — A definovany vyraz. Z 
vety o aritmetice limit (Veta |2.3.27[ ) plyne, ze lim (b n —a„) = B — A. Podle predpo- 
kladu ale platf lim(6„ — a„) = 0, takze A = B. Pro kazde neM platf a n < A < b n , 
takze A e n^=i[«n^n]- 

Predpokladejme, ze y e n^=i[ a n’^n]- Potom pro kazde n e N platf a n < y < 
b n . Pro kazde n e N tedy platf \y — A\ <b n — a n . Protoze lim (b n — a n ) = 0, platf 
y = A. Odtud vyplyva, ze H^=i [amb n \ = {A}. ■ 

2.4.8. Veta (Bolzanoll-WeierstrassS). Necht; {a n } je omezena posloupnost realnych 
cfsel. Potom existuje vybrana posloupnost {a„ k }^ =1 , ktera je konvergentnf. 

Dukaz. Posloupnost {a n } je omezena, a proto existujf m.M e M takova, ze m < 
a„ < M pro kazde n e N. V prvnf casti dukazu induktivne sestrojfme posloupnost 
do sebe vnorenych uzavrenych intervalu. 


2 Leonhard Euler (1707-1783) 
Bernard Bolzano (1781-1848) 
4 Karl Weierstrass (1815-1897) 




2. LIMITA POSLOUPNOSTI 


Polozme a| = m. Pi = M. Predpokladejme, ze pro nejake k e N mame zvole- 
nacfslaai,... ,a* a/h,...,/J*. Je-li mnozina {n e N; a„ € [a*, nekonecna, 

pak polozfme a* +1 = a* a /J* +1 = ■ Jc-li mnozina {n e N; a„ e [a*, ak ^ k ]} 

konecna, pak polozfme a* + j = ak \^ k a /i* + i = Pk- Pro kazde k € N platf a* < Pk 
a [a*+i,j6* +1 ] C [a*,jSjt]. Navfc p k - a k = a tedy lim(/3* - or*) = 0. Podle 

Cantorova principu vlozenych intervals je tedy mnozina fJ*Lj l a k, Pk] jednobodo- 
va. Oznacme symbolem A jejf jediny prvck. Potom platf lima* = lim/3* = A. 

Nynf budeme induktivne vybfrat podposloupnost posloupnosti {x„} konver- 
gujfcf k A. Polozme n\ = 1. Predpokladejme, ze pro nejake k e N mame zvolena 
prirozena cfsla ni < n 2 < ■■■ < rik takova, ze pro vsechna j e N, j < k, platf a nj e 
\aj,Pj]. Podle vyse uvedene konstrukce je mnozina {n e N; a n e [oik+\, Pk+\]} ne¬ 
konecna. Navfc je mnozina (1,... , n*} zrejme konecna. Odtud plyne, ze mnozina 
{n e N; n > rik , a„ e [a*+i, Pk+i]} je nekonecna. Tedy existuje n*+i e N takove, 
ze «*+1 > «* a a„ k+l e [a*+i, Pk+i]- Potom pro kazde k e N platf a* 5 dn k — Pk- 
Die vetyo dvou straznfcfch tedy platf lim*-^ a„ k = A. Protoze nalezlijsme 

konvergentnf podposloupnost posloupnosti {a n }. Odtud vyplyva tvrzenf. ■ 

2.4.9. Necht; {a n } je shora omezena posloupnost realnych cfsel. Polozfme-li b n = 
sup{a*; k e N, k > n}, n e N, pak je {b n } nerostouc f pos loupnost realnych cf¬ 
sel. Podle vety o limite monotonnf posloupnosti (Veta |2.4.l[ ) tedy existuje lim b n . 
Nechfje posloupnost {a„} zdola omezena. Polozfme-li c„ = inf{a*; k e N, k > n}, 
n e N, pak je {c„} neklesajfcf posloupnost realnych cfsel, a tedy lim c„ opet existuje. 
Tyto uvahy ukazujf, ze nasledujfcf definice je korektnf, nebot; v nf uvedene limity 
existujf. 

2.4.10. Definice. Necht; {a n } je posloupnost realnych cfsel. Pak definujeme 

( lim sup{a*; k e N, k >n}, je-li { a n } shora omezena, 
lim sup a„ = < n-*-oo 

n—>oo (oo, je-li {a n } shora neomezena. 

Tuto hodnotu nazyvame limes superior posloupnosti {a n \. Obdobne definujeme 
limes inferior posloupnosti {a n } predpisem 

( lim inf{a*; k e N, k > n}, je-li {a n } zdola omezena, 
lim inf a n = < 

n->oo (—oo, je-li {a n } zdola neomezena. 

Pokud nemuze dojft k nedorozumenf, budeme mfsto symbolu lim sup n _ >00 a n a 
lim infn-^oo a n psat pouze lim sup a n a lim inf a n . 

2.4.11. Poznamka. V literature se casto vyskytujf symboly lim a„ a lim a„ oznacu- 
jfcf lim sup a n a lim inf a n , v nasem textu je ale nebudeme pouzfvat. 

2.4.12. Necht; {a n } je posloupnost realnych cfsel. Narozdfl od limity posloupnosti, 
ktera nemusf existovat, hodnoty lim sup a n a lim inf a n existujf a splnujf lim sup a n e 
M*, lim inf a n el’.Z definice limes inferior a limes superior plyne, ze lim inf a n < 
lim sup a„. Hodnoty lim sup a„ a lim inf a„ se nemusf rovnat, jak ukazuje nasledu¬ 
jfcf prfklad. 
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2.4.13. Priklad. Dokazte, ze limsup(—1)" = 1 aliminf(— 1)" = —1. 

Resent Posloupnost {(—1)”} je omezena, nebot; pro kazde n e N plati |(—1)"| = 1. 
Odtud vyplyva, ze 

limsup(-l)” = lirn^ sup{(-l) fe ; k e N, k > n}. 

Pro libovolne n e N existuje sude cislo k > n. To znamena, ze 
sup{(-l)*; k e N, k > n} == 1, 


a tedy 


limsup(—1)" = lim 1 = 1. 


Obdobne lze dokazat, ze liminf(— 1)" = — 1. 


2.4.14. Veta. Necht; (a„}je posloupnost realnych cisel a A e M*. Potom lim = A 
prave tehdy, kdyz lim sup a n = lim inf a„ = A. 

Dukaz. =$ P re dp okladejm c ncjpr vc, ze plati A e R. Posloupnost {a n } je konver- 
gentni, a tedy podle Vety |2-2-26| omezena. Muzeme tedy definovat posloupnosti 
realnych cisel {b n } a {c n }, kde b n = sup{a;t; keN, k>n} a c n = infla^; k e 
N, k > n}, n e N. Pak je posloupnost {b„} nerostouci a posloupnost {c„} neklesa- 
jici. Navic zrejme plati c n < b n pro kazde n e N. Zvolme s e M, e > 0. K nemu 
nalezneme «o£M takove, ze pro kazde n e N, n > no, plati \a„ - A\ < e. Protoze 
pro kazde n e N, n > no, plati a n > A - e, z definice infima dostavame nerovnost 
Cn 0 > A - e. Podobne lze odvodit nerovnost b no < A + e. Pak pro kazde n e N, 
n > no, plati 

A — s < c„ 0 < c n < b n < b„ 0 < A + s. 

Podle vety o limite a usporadani (Veta |2.2.45| (b)) dostavame 
A — e < lim inf a n < lim sup a n < A + s. 

Vzhledem k tomu, ze e bylo zvoleno libovolne, plati podle Lemmatu |1 .6.1 3| lim sup a n = 
liminfa„ = A. 

Je-li A = oo, pak {a n } neni shora omezena, ale je omezena zdola (Veta ^3.20| ). 
Tedy podle definice dostavame lim sup a„ = oo a lim inf a n = lim c n . Necht' K e M. 

K nemu existuje «o € N takove, ze pro kazde n e N, n > «o, plati a„ > K, a tedy 
take c n > K. Odtud plyne limc„ = oo, a tudiz liminfa„ = oo. 

Je-li A = —oo, postupujeme obdobne jako v predchazejicim pripade. 

-4= Nejprve opet predpokladejme, ze plati iel. Potom je podle definice limes 
superior a limes inferior posloupnost {a„} omezena. Necht; posloupnosti {b n } a {c„} 
jsou definovany stejne jako v predchozi casti dukazu. Potom pro kazde n € N plati 
c n — a n — bn- Navic z pr edpokl adu vyplyva, ze limc„ = lim b n = A. Pomoci vety 
o dvou straznicich (Veta [2.2.47[ ) tedy dos tavame lim a n = A. 

Necht; A = oo. Potom je podle Vety |2-3.20| posloupnost {(?„} zdola omezena, 
takze je mozne definovat posloupnost {c n } jako vyse. Je zrejme, ze pro kazde neN 
plati c n < a n . Z definice limes inferior navic vi me, ze l im inf a n = limc„, a tedy 
podle predpokladu plati limc„ = oo. Podle Vety [2.3.33| tedy plati lim a n = oo. 
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Jestlize A = — o o, pak l ze tvrzenf dokazat o bdobne jako v prfpade, kdy A = oo, 
pricemz mfsto Vety [2-3.33| je treba pouzft Vetu |2-3.34[ ■ 

2.4.15. Veta. Necht; {x n } a {>>„} jsou posloupnosti realnych cfsel. Potom 

(a) lim infx„ + liminf_y„ < lim inf(x„ + y n ), pokud je vyraz na leve strane 
definovan, 

(b) lim sup(.r„ +y„) < lim sup x n + lim sup y n , pokud je vyraz naprave strane 
definovan. 

Dukaz. Dokazeme pouze tvrzenf (b). Nejprve predpokladejme, ze lim sup x n + 
lim sup y n = oo. Potom je dokazovana nerovnost trivialnf. Necht; nynf lim sup x n + 
lim sup y„ < oo. Potom jsou nynf obe posloupnosti {x„}, {y„} shora omezene, a te- 
dy take posloupnost {x n + y n } je shora omezena. Takze pro kazde n e N platf 
rovnost 

limsup(a;„ + y n ) = lim supjx* + y\ t; k e N, k > n}. (2.19) 

Oznacme 

z n = sup{A*; k eN,k >n} + supjyi; k eN.k >n}, n e N. 

Potom je poslou pnost {z n } nerostoucf, a tedy podie vety o limite monotonnf po¬ 
sloupnosti (Veta |2.4.T| ) ma limitu. Navfc z Vety |1.8.^ (a) plyne pro kazde n e N 
sup{Afe + yk\ k e~N,k >n} < z n - 
Podle vety o limite a usporadanf (Veta |2.3.32| (b)) platf 

lim sup{Afe + yk\ k eN,k >n} < lim z n - (2.20) 

Z definice limes superior a vety o limite souctu (Veta |2.3.27| (a)) pak dostavame 

lim z n = lim sup x n + lim sup y„. (2-21) 

Konecne z @ a @ ply ne dokazovane tvrzenf. 

Tvrzenf (a) je mozne dokazat obdobne. ■ 

2.4.16. Veta. Necht; {x n } a {>'«} jsou posloupnosti realnych cfsel. Predpokladejme, 
ze platf 

E«o € NV/z e N ,n > n 0 : x n < y n . 

Potom lim sup x n < lim sup y n a lim inf x„ < lim inf y„ . 

Dukaz. Odvodfme pouze prvnf nerovnost, druhou lze dokazat obdobne. Pokud 
je posloupnost {y n } shora neomezena, pak lim sup y n = oo a nerovnost zrejme 
platf. Pokud je posloupnost {y„} shora omezena, pak je shora omezena i posloup¬ 
nost {x n }. Dokazovana nerovnost potom plyne z nerovno sti sup {.i>; k > n} < 
supjy^; k > n}, n e N, a z vety o limite a usporadanf (Veta |2.3.32| (b)). ■ 

2.4.17. Definice. Necht; {a n } je posloupnost realnych cfsel a A el*. Rekneme, ze 
A je hromadna hodnota posloupnosti {a n }, jestlize existuje vybrana posloupnost 
{dn^'kLi z posloupnosti {a n } takova, ze platf lim^oo a nic = A. Mnozinu vsech 
hromadnych hodnot posloupnosti {a n } znacfme H ({«„}). 
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2.4.18. Necht; {a n }jeposloupnostrealnychcfsel a {a nk }'^L 1 jejejf podposloupnost. 
Potom platf H({an^^L x ) C H({a n }), nebot; vybrana posloupnost z podposloup- 
nosti posloupnosti {a n } je take vybranou posloupnost! z posloupnosti {a n }. Jsou-li 
totiz {«fe}^ =1 a {kj}JL x rostouci posloupnosti posloupnosti prirozenych cfsel, pak 
take {rikj je rostouci posloupnost prirozenych cfsel. 

2.4.19. Prfklad. Necht; {a n } je posloupnost realnych cfsel a m G N. Dokazte, ze 

H({a n+m }? =l ) = H({a n }). 

Resent Posloupnost {a n + m }'£=i je podposloupnost! posloupnosti {a n }, takze inklu- 
ze H({a n + m }^ = i) C H({a n }) plyne z p.4.18| . Dokazeme opacnou inkluzi. Necht; A G 
H({a n }). Pak existuje posloupnost {a„ k }’£L l vybrana z posloupnosti {a„} splnujfcf 
limfc-^oo a„ k = A. Posloupnost {nk+m) T-i je rostouci posloupnost prirozenych cf¬ 
sel. Ponevadz podle Lemmatu |2-2.34| pro kazde k G N plat! n k + m > k + m > m, je 
{ a n k+m }kL i vybranou posloupnosti z posloupnosti {a n +m}™ = \- Podle Vety |2.2.33| 
potom lim*-**, a„ k+m = A, a proto A e H({a n +m}^Li)- * 

2.4.20. Prfklad. Necht; {a„} je posloupnost realnych cfsel splnujfcf a < a n < b 
pro nejaka a,b G M, a < b, a pro kazde n G N. Necht; A je hromadna hodnota 
posloupnosti {«„}. Dokazte, ze potom A G [a, b]. 

Resent Necht; {n k \ je rostouci posloupnost indexu takova, ze lim^oo a„ k = A. 
Polozme bk = a pro k G N . Potom lim*-** bk = a a pro kazde k G N platf 
a nk > h- Podle Vety ^Z45| (b) platf A > a. Obdobne lze dokazat, ze A < b. 
Tvrzenf je dokazano. * 

2.4.21. Veta. Necht; {a„}je posloupnost realnych cfsel. Potom lim sup a n alirn infa n 
jsou hromadnymi hodnotami posloupnosti {a n \ a pro kazdou hromadnou hodno- 
tu A posloupnosti {a n } platf lim inf a„ < A < lim sup a n . 

Dukaz. Oznacme lim sup a n = A. Predpokladejme nejprve, ze A G M. Pak {a n \ 
je shora omezena. Polozme b„ = sup{a;t; k G N, k > n}. Pak je posloupnost 
{b n } nerostoucf a lim b n = A. Protoze lim b n = A, existuje m i G N takove, ze 
b mi < A + 1. Z definice b mi vyplyva, ze existuje n\ G N, «i > nt\, splnujfcf b mi > 
a ni > b mi - 1. Pak platf | b mi - a mi \ < 1. Predpokladejme, ze pro nejake k G N 
mame urcena prirozena cfslami, ...,/«* a ni,... ,7i*. Protoze lim b„ = A, existuje 
rrik+i G N takove, ze ntk+i > a b mk+l < A + Z definice b m/c+l vyplyva, ze 
existuje n k +1 e N, takove, ze n k +1 > m k + 1 a b m/c+1 > a„ k+l > b mk+1 - ^yy. Takto 
postupne definujeme vsechny cleny posloupnosti l a {>nk}^ =l - Pro kazde 

k G N pak platf 

2 2 2 

\a nk ~A\ < \a nk -b mk \ + \b mk - A\ 

a tedy lima^ = A. Odtud vyplyva, ze A e H({a n }). 

Predpokladejme nynf, ze A = oo. Potom je posloupnost {a n } shora neomeze- 
na. Existuje tedy « , G N takove, ze a ni >1. Predpokladejme, ze pro nejake k G N 
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jsme jiz urcili prirozena cisla n i,... Mnozina {aj ; / > je shora neomeze- 
na. Muzem e tedy nalezt tik+i € N, «fc+i > takove, ze a„ k+l > k + 1. Podle 
Vety [2.3.3~3[ plati limfc-coo a„ k = oo, takze oo e H({a „\). 

Konecne predpokladejme, ze A = —oo. Podle pT4.12| plati liminf a n < —oo, 
tedy liminfa„ = —oo. To podle Vety P~14l znamena, ze lima„ = —oo. Odtud 
bezprostredne vyplyva, ze A e H({a n }), nebot' posloupnost {a„} je svou vlastni 
podposloupnosti, 

Dokazali jsme, ze lim sup a„ e H({a n }). Obdobne lze dokazat, ze lim inf a„ e 
H({a n }). Zbyva dokazat, ze pro kazdou hromadnou hodnotu A posloupnosti {a n } 
plati lim inf a„ < A < lim sup u„. 

Predpokladejme, ze y e H{\a n \). Je-li lim supa„ = oo, pak zrejme plat! y < 
limsup a n . Je-li limsupa„ < oo, pak je posloupnost {a n } shora omezena a pro 
kazde n e N plati a n < b„. Necht' {«*} je rostouci posloupnost prirozenych cisel 
splnujici lim^oo a„ k = y. Potom pro kazde k e N plati a„ k < b„ k , a tedy die vety 
o limite a usporadani (Veta ^3.32| (b)) plati y < lim sup a n . Obdobne lze dokazat, 
ze y > liminf a n . Timje dukaz vety proveden. ■ 

2.4.22. Dusledek. Necht; \a n } je posloupnost realnych cisel. Potom je mnozina 
H{{a„}) neprazdna. 

Dukaz. Podle Vety [2A2l1 obsahuje mnozina H({a„}) prvek lim supa„, je tedy ne¬ 
prazdna. ■ 

2.4.23. Dusledek. Necht; (a„}je posloupnost realnych cisel. Potom plati lim sup a n = 
max H({a„}) a liminfa„ = min H({a n }). 

Dukaz. Tvrzeni plyne bezprostredne z Vety [2.4.21| . ■ 

2.4.24. Dusledek. Necht' {a„}je posloupnost realnych cisel a A e M*. Je-li lim a n = 

A, pak H({a n }) = {A}. 

Dukaz. Podle Vety |2.4.14| plati lim sup a„ = lim inf a n = A, takze tvrzeni plyne z 
Vety [2.4.2l| . ■ 

2.4.25. Priklad. Necht; a n = (—1)", n e N. Dokazte, ze H({a n }) = {—1,1}. 

Resent. Protoze podposloupnosti {a 2 aJ^Ij a {a 2 k+ i}^ posloupnosti { a n } splnuji 
limyt-i-oo = 1 a lim^oo a 2 k+i = —1, dostavame inkluzi H({a„}) D {—1,1}. 

Opacnou inkluzi dokazeme sporem. Necht; existuje A e M* takove, ze A e 
H({a n }) \ {-1,1}. Potom existuje podposlo upnost {a nk }'^L 1 posloupnosti {a n } ta- 
kova, ze limj-^oo a n k = A. Podle Lemmatu |2.3.15| existuje E\ e M, s\ > 0, takove, 
ze -1 ^ B(A, £i) a s 2 e M, e 2 > 0, takove, ze 1 ^ B(A, s 2 ). Polozme s = minjei, e 2 ). 
Potom B(A, s ) n {-1,1} = 0. Pro kazde leN plati bud a„ k = 1 nebo a„ k = -1, 
a tedy a„ k B{A,s), coz je ve sporu s tim, ze lim^oo a njt = A. Odtud plyne 
H({a n }) C {—1,1}. Timje tvrzeni dokazano. * 

Na zaver tohoto oddilu uved’me jeste Bolzanovu-Cauchyovui podminku. Jeji 
vyznam ukazuje pak nasledujici veta. 


5 Augustin Louis Cauchy (1789-1857) 
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2.4.26. Definice. Necht: {a n \ je posloupnost realnych cisel. Rekneme, ze {a n \ spl- 
nuje Bolzanovu-Cauchyovu podminku, jestlize 

Ve e R, s > 0 E n 0 e N Vm,n e N,« > n 0 ,m > n 0 : \a n — a m \ < s. 

2.4.27. Veta. Posloupnost {a n \ mavlastni limitu prave tehdy, kdyz splnuje Bolzanovu- 
Cauchyovu podminku. 

Dukaz. => Predpokladejme nejprve, ze posloupnost [a„) ma vlastni limitu a oznac- 
me tuto limitu A. Zvolme s e R, s > 0. Z definice limity k tomuto s nalezneme 
«o£N takove, ze pro kazde n e N, n > no, plati \a n — A\ < e. Potom pro kazde 
m,fieN,m> no, n > no, plati 

\a n -a m \ < \a n - A\ + \ A-a m \ < s + s = 2s. 

Posloupnost {a n } tedy splnuje Bolzanovu-Cauchyovu podminku. 

4= Nyni naopak predpokladejme, ze posloupnost {a n \ splnuje Bolzanovu- 
Cauchyovu podminku. Zvolme e e M, s > 0. K nemu nalezneme no e N takove, 
ze pro m,n e N, m > no, n > no, plati \a n — a m \ < s. Potom pro m = no do- 
stavame pro kazde n e N, n > no, nerovnosti a no — s < a n < a„ 0 + s. Mnozina 
{dj\ j e N, j > no) je tedy omezena. Mnozina {cij\ j e N, j < no) je konecna, a 
proto je take omezena. Odtud plyne, ze posloupnost {a„} je ome zena, t akze muze- 
me definovat posloupnosti {b n } a {c„} jako v textu pred Definici j2.4.10| . Z definice 
techto posloupnosti vyplyvaji pro kazde m e N, m > no, odhady 
a no -e<c m <b m < a„ 0 + e, 

a tedy take 

«no ~ £ — li m inf a n — lim sup a n < a„ 0 + e. 

Odtud dostavame lim inf a„ e R, lim sup a„ e R a 

0 < lim sup a n — lim inf a„ < 2s, 
a tedy, protoze s bylo zvoleno libovolne, 

lim inf a n = lim sup a n € R. 

Oznacime-li A = lim inf a„, pak podle Vety |jO| plati lim a n = A. Jak vime, 
i€l, takze posloupnost {a n } ma vlastni limitu. ■ 

2.4.28. Veta (Borelova vctai). Necht; I je uzavreny interval a S je mnozina ote- 
vrenych intervals takova, ze I C \JS. Potom existuje konecna mnozina So C S 
takova, ze I C 1J So- 

Dukaz. Necht' I = [a,b], kde a,b e R, a < b. Oznacme symbolem M mnozinu 
vsech x e [a,b], pro ktere existuje konecna mnozina S x C S takova, ze [a,x\ C 
u S x . Die predpokladu existuje otevreny interval I a e S splnujici a e I a . Polozme 
S a = {/«}• Potomje zrejme S a konecna mnozina a plati [a, a] C 1J S a . Tedy a e M, 
takze mnozina M je neprazdna. Navicje zrejme b horni zavorou mnoziny M, a tedy 
M je shora omezena. Oznacme y = sup M. Z vyse uvedenych faktu vyplyva, ze 


6 Emile Borel (1871-1956) 
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y e [a,b], Protoze I a je otevreny interval, existuje x e [a,b], x > a, takove, ze 
x e I a - Pak zrejme plati [a, x] C [J $ a , a tedy x e M. To znamena, ze y > a. 

Dokazeme, ze y e M. Die predpokladu existuje otevreny interval I y e S spl- 
nujici y e I y . Tedy existuje <5 e M, S > 0, takove, ze y — 8 > a a (y — S, y] C I y . 
Polozme z = y — |. Potom z < y, a tedy die definice suprema existuje konecna 
mnozina S z C S splnujici [a, z\ C \JS Z . Polozme S y = S z U {I y }. Potom je S y ko¬ 
necna mnozina otevrenych intervals. Predpokladejme, ze x e [a,y\. Je-lix e [a,z], 
potom x e 1J S z . Je-li x e (z, y], potom x e I y . V kazdem pripade plati x e 1J 
takze [a, y] C U -5^. Odtud vyplyva, ze y € M. 

Zbyva dokazat, icy = b. Predpokladejme, ze y < b. Potom existuje otevreny 
interval J y e S splnujici y e J y . Tedy existuje e e !, s > 0, takove, ze y + e < b a 
[y, y + s) C J y . Potom pomoci obdobne uvahyjako vyse lze dokazat, zey + seM. 
To je spor s definici suprema. Dokazali jsme tedy, ze b = sup M ab € M. Odtud 
vyplyva tvrzeni vety. ■ 


2.5. Teoreticke priklady k limite posloupnosti 

2.5.1. Priklad. Necht; {a„\ je posloupnost realnych cisel a A e R. Dokazte, ze 
lim a„ = A prave tehdy, kdyz pro kazde s e R, s > 0, je mnozina 

{n e N; a n g (A — e, A + e)} 

konecna. 

Resent 4= Zvolme e e R, e > 0. Polozme 

n 0 = max{n e N; a n £ {A — s, A + £)} + 1. 

Potom pro kazde n e N, n > no, plati a n e (A — e, A + s). Protoze s bylo zvoleno 
libovolne, dokazali jsme, ze lim a„ = A. 

=y Zvolme s e M, s > 0. Z definice limity k tomuto s existuje no^N takove, 
zeprokazden e N,« > plati |a„—^4| < s. Mnozina {n e N; a n $ (A— e,d+e)}je 
tudiz podmnozinou konecne mnoziny {n e N; n < no}, a tedy je sama konecna. * 

2.5.2. Priklad. Necht; a e I, a > 1. Dokazte, ze 

lim — =0. 
n->oo a n 

Resent Z Prikladu |l.9.9| vime, ze pro vsechna n e N, n > 2, plati cn 2 < a n , kde 
c = Pro vsechna n e N, n > 2, tedy plati 

0 < — < —. 
a n cn 


Pro n e N oznacme 


a n = 0, b, 


— a c r , 
cn 
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Potom pro kazde n e N, n > 2, plati a n <c„ <b n a navic 
lim a n = lim b„ = 0. 

Z Vety o dvou strazmcich (Veta |2.2.47[ ) tedy dostavame 

lim — =0. 
n -*-oo a" 


2.5.3. Priklad. Necht; nel,t€Nas>l. Dokazte, ze 

lim — = 0. 
n-s-oo a n 


Resent. Nejprve dokazeme tvrzeni pro k = 1. Oznacme e = a - 1. P otom e > 0, a 
tedy pro kazde n € N, n > 2, plati podle binomicke vety (Veta |l.6.4| ) 


«» = (! + e)" = g (")/ > (") s * = - 


(» + l)g 2 


Tudiz pro kazde « e N, « > 2, plati 

0 < —< 2 _ 2 
K a n ~ H n(n + 1 )e 2 e 2 (n + 1)’ 

Protoze lim g2( ,^ + ^ = 0, plyne z vety o dvou strazmcich (Vcta [2~2.47[ ), ze lim ^ = 
0. 

Necht; nyni k e N. Oznacme b = a*. Pak b > 1, a tedy dlejiz dokazane casti 
tvrzeni plati lim ^ = 0. Podle vety o aritmetice limit (Veta |2.2.37| (b)) plati 

n k / n \k t 

lim — = lim ( — ) = (r = 0. 
a n \b n s 

Tvrzeni je dokazano. * 


2.5.4. Priklad. Necht; a e 1, a > 0. Dokazte, ze 
a" 

lim — =0. 

n-*-oo n ! 

Resent. Z Archimedovy vlastnosti realnych cisel (Veta p~6.27[ ) vyplyva existence cis- 
lameN splnujiciho m > a. Pro kazde n e N, n > m, potom plati 
a n _ a a a a a a a a 

n! 1 2 3 mm + lm + 2 n— 1 n' 

Potom pro kazde j e N , j < m — 1 plati 
a 

— < a 

j 

a pro kazde j G N, m < j < n — 1 plati 


“ <1. 
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Celkem tedy dostavame odhad 

a a a a a a a a a m 

1 2 3 m m + 1 m + 2 n - 1 n~n 

Pro n e N oznacime 

, a m a n 

a„ = 0, b n = — a c„ = —. 

Potom pro kazde n e N, n > m, platf a n < c n < b n a navfc 
lim a„ = lim b n = 0. 

Podle Vety o dvou strazm'cfch (Vcta |2.2.47[ ) tedy dostavame 

lim — = 0. 
n-*oo n\ 

2.5.5. Priklad. Dokazte, ze 

, n\ 
lim — =0. 

«-*• oo n n 

Resent Nejprve pro kazde n e N vyjadrfme n-ty clen posloupnosti ve tvaru 
n\ _ 12 3 n-l n 

n n n n n n n 

Postupne odhadneme kazdy cinitel v tomto soucinu a dostaneme 

— < I-l-l...1-1 = 

n n n n 

Pro n e N oznacime 

1 n\ 

a n = 0, b n = - a c„ = —. 

Potom pro kazde n e N platf a n < c n < b n a navfc 

lim a„ = lim b n = 0. 

Podle Vety o dvou straznfcfch (Veta |2.2.47[ ) tedy dostavame 
n\ 

lim — =0. 


2.5.6. Prfklad. Dokazte, ze _ 

lim Vn\ = oo. 

Resent Zvolme n e N. Potom zrejme platf 

nl>n(n- 1)(»-2)-[£]> ([£])* 

a tedy 
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Dale zrejme plati 

AM— 

Z Vety |2.3.33| tudiz vyplyva, ze take lim ra -».ao '\fn\ = oo. * 

2.5.7. Priklad. Dokazte, ze 

lim log n = oo. 

Resent. Necht' K e M. Musime nalezt n 0 e N takove, aby pro kazde n e N, n > n 0 , 
platilo logn > K. T ato nerovnost je podle vlastnosti logaritmu a exponencialm 
funkce (Veta |l.8.16| (h)) ekvivalentm nerovnosti 

n > e K . (2.22) 

Podle Archimedovy vlastnosti realnych cisel (Veta |1.6.27[ ) existuje no e N takove, 
ze no > e K ( naprik lad muzeme volit no = [e K ] + 1). Potom pro libovolne n e N, 
n > no, plati ( ]2.22[ ). Tim je tvrzeni dokazano. * 

2.5.8. Priklad. Necht; q e I a a e R. Dokazte, ze posloupnost {oiq n } ( £ > =l je mono- 
tonni prave tehdy, kdyz q > 0 nebo a = 0. 

Resent. Je-li a = 0, pak je posloupnost {aq n } ( ^L l konstantni, a tedy monotonni. 
Predpokladejme, ze a > 0. Je-li q e [0,1], pak pro kazde n e N plati q n+1 < q n , a 
tedy take aq n+1 < aq n . Posloupnost {aq n }^ =1 je tedy v tomto pripade nerostouci. 
Je-li q e [1, oo), pak pro kazde n e N plati q n+l > q n , a tedy take aq n+1 > aq n a 
posloupnost {otq n }^ =l je tedy v tomto pripade neklesajici. Obdobne lze dokazat, ze 
je-li a < 0, pak je posloupnost {oiq n } < ^L 1 neklesajici pro kazde q e [0,1] a nerostouci 
pro kazde q e [1, oo). 

Predpokladejme, ze a > 0 a q < 0. Pak pro kazde n e N sude plati aq n > 0 a 
pro kazde n e N liche plati aq n < 0. Odtud plyne, ze pro kazde »eN sude plati 
aq n < aq n+1 a pro kazde n e N liche plati aq n > aq n+1 . Posloupnost {ciq n }^ =l 
tedy neni monotonni. Obdobne lze dokazat, ze posloupnost {aq n }^ = A neni mono¬ 
tonni, je-li a < 0 a q < 0. Tvrzeni je dokazano. * 

2.5.9. Priklad. Necht' {a n } je posloupnost realnych cisel splnujici 

lim (a n + 1 — a„ ) = 0. 

Dokazte, ze pro mnozinu hromadnych hodnot teto posloupnosti plati 
H({a n }) = {c e M*; lim inf a„ <c< lim sup a„}. 

Resent. Oznacme a = lim inf a n a b = lim sup a n . Z Vety [2.4.2l| plyne inkluze „C“ 
a fakt, ze a,b e H({a n }). Staci proto dokazat, ze kazdy prvek intervalu (a,b) lezi 
v mnozine H({a n }). Necht; tedy c e (a,b) je dano. Zvolme 8 e M, 8 > 0, splnujici 
a < c — 8 < c + 8 < b. Hlavni myslenka dukazu spociva v overeni nasledujiciho 
pozorovani: 

Ve e R, e e (0, 8) Vk e N 3/j e N: n > k & a n e (c - e, c + e). 
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Abychom tento fakt dokazali, uvazujme dane s e (0, oo) a k e N. Nalezneme 
j 0 e N takove, ze j 0 > k a pro j e N , j > jo, plati o/+i —a.j\ < s. Protoze 
a < c — |, z definice limes inferior existuje j\ e N, j\ > jo, splnujici «/, < c — § 
a protoze c + § < b, z definice limes superior existuje j 2 € N, j 2 > j i, splnujici 
a 72 > c + | • Polozme 

A = (Nil [ji, j 2 \: aj < c- 

Protoze j% e A, je A neprazdna konecna mnozina, a existuje tak m = max A. 
Protoze j 2 £ A, plati m < j 2 . Prirozene cislo k = m + 1 pak splnuje ji < k < j 2 a 
k A. Proto a k > c — Dostavame tak 

£ s s 

c~ ~<a k = a m +i = a m + i -a m +flm<e + c- -= c+-. 

Cislo je tedy pozadovany index, neboi k > m > j\ > jo > k a 

C-£<C-^<fl i ;<C + |<C + £. 

Tim je dukaz pozorovani dokoncen. 

Pomoci prave overeneho pozorovani jiz dukaz tvrzeni snadno dokoncime. Po¬ 
lozme e k = ^k,k & N, a induktivne nalezneme rostouci posloupnost indexu {n k } 
splnujici a„ k e (c — s k ,c + s k ). V prvnim kroku indukce nalezneme pomoci pozo¬ 
rovani pouziteho pro k = 1 index m > 1 takovy, ze a ni e {c — e\,c + £i). Mame-li 
nyni jiz nalezena prirozena cisla ti\ <n 2 < ■■■ <n k splnujici a nj e (c — £j,c + Sj) 
pro j € {1,..., k}, pouzijeme pozorovani pro prirozene cislo n k k nalezeni indexu 
n k + 1 > n k takoveho, ze a„ k+l € (c - s k+1 ,c + s k +i). 

Tim jsme nalezli posloupnost {a„ k } vybranou z posloupnosti {a n }, ktera kon- 
verguje k c, jelikoz 

lim I a n , — cl < lim 2e k = lim —- = 0. 

Ic^oo 1 ** ' - £^oo k ^oo 2 k ~ l 

Tedy c e H ({«„}) a dukaz tvrzeni je dokoncen. * 

2.5.10. Priklad. Necbi {a n } je posloupnost s kladnymi cleny. Dokazte, ze plati 
lim inf a " +1 < fiminf %/aj, < lim sup !j/aj, < lim sup Un+1 . 

Resent. Nejprve dokazeme prvni nerovnost. Oznacme B = lim inf a ” +1 . Pokud 
5=0, pak dokazovana nerovnost zrejme plati. Predpokladejme nyni B > 0. Zvol- 
me K e E takove, ze B > K > 0. K nemu nalezneme n 0 e N takove, ze 

VneN,n>/io: a n+\ > ^ 
a n 

Pro kazde n e N,n > n 0 , plati 

^ = S ■ • • ’ - < K ’~"° a ■»> h ■ 
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Z Vety [2.4.161 dostaneme 

liminf > liminf (K n ~ n °a„ 0 ) * . 

Pomoci Prikladu |2.2.54| spocteme 

Urn (K n - no a no ) " = Jim K (K~ no a no ) * = K. 
Podle Vety |2.4.14| tedy take plati 

lim inf ^K n ~ n °a no ) " = K, 


takze celkem dostavame 


lim inf > K. 


Diky volbe K odtud plyne 

liminf a„ > B. 

Tim je dokazana prvni nerovnost. Druha nerovnost plati podle |2.4.12| . Zbyva pro¬ 
vest dukaz treti nerovnosti. Oznacme A = lim sup ” +1 . Potom A e R*,T > 0. 
Pokud A = oo, pak dokazovana nerovnost zrejme plati. Predpokladejme tedy, ze 
iel. Zvolme s e M, s > 0. K nemu nalezneme no e N takove, ze 

V« e N, n > «o: Un+l < A + s. 
a n 


Pro kazde n e N,n > no, plati 


= ( a „ a n -i ^o±l A" < ((A + s) n ~ no a„ 0 ) " . (2.23) 

V«n-1 «n-2 «n 0 / 

Z Vety |2.4.16| dostaneme 

lim sup Vjcin < lim sup ((A + e) n ~ n °a„ 0 ) n . 

Pomoci Prikladu |2-2.54| spocteme 

lim ((T + s) n ~ n °a no )" = limJT + e) ((d + s)~ n °a no ) * = A + s. 

Podle Vety |2.4.14| tedy take plati 

lim sup ((4 + e)"~ n °a no )" = A + s, 


a tedy celkem dostavame 

lim sup 'ifcin < A + s. 

Diky volbe s odtud plyne, ze lim sup < A. Tim je dokazana treti nerovnost. 


2.5.11. Priklad. Necht: {a „}je posloupnost realnych cisel a {bk}’^L 1 je posloupnost 
realnych cisel splnujicich bk € H({a n }) pro kazde k e N. Necht; dale b e M* a 
lim^oo bk = b. Dokazte, ze potom b e H({a n }). 
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Resent Polozme s = 1. Nalezneme k\ e N takove, ze bk 1 e B(b, 1). Z definice 
hromadneho bodu plyne, ze pak existuje n\ eN takove, ze a n] e B(b, 1). 

Necht; j e N apredpokladejme, zejiz mamc urcenaprirozenacisla n\. «2, • • • , nj. 
Potom existuje kj+i e N takove, ze bk j+l e B(b, y2_). Nalezneme nj +1 e N tako¬ 
ve, ze rij+i > rij a a nj+1 € B(b, ypy)- 

Podle principu matematicke indukce takto zkonstruujeme rostouci posloup- 
nost prirozenych cisel {rij} ( ^ =l splnujici lim^^oo a nj = b. Tedy b je hromadnym 
bodem posloupnosti {a„}. a 

2.5.12. Pfiklad. Necht; a e M \ Q. Dokazte, ze pro hromadne body posloupnosti 
{a n } = {na — [na]} plati H({a n }) = [0,1], 

Resent Necht 's € R, e e (0, |), a a e (e, 1 -e). Nalezneme in € N takove, z em > j. 
Nyni dokazeme, ze plati vyrok 

3p e Z 3q e N: \aq — p\ < — < s. (2.24) 

m 

Pro k e {0,... ,m} polozme Xk = ak — [ak\. Pak pro kazde takove k plati Xk e [0,1). 
Interval [0,1) je sjednocenim m intervalu tvaru 

[0^), [^,ir), ..., [s^.i). 

Existuje tedy alespon jeden z uvedenych intervalu, ktery obsahuje dva cleny po¬ 
sloupnosti {xk\k =0 - Predpokladejme, ze jde o prvky Xi a xj, kde i < j. Pak plati 
\xj —Xi\ < Polozme p = [aj ] - [ai] a q = j —i. Potom p e Z, q e N a plati 

\qa -p\= |(j - i)oc - ([aj] - [ai])| = \xj -x t \< —. 

1 1 m 

Tim je dokazana platnost vyroku ( |2-24| ). 

Dokazeme, ze qa — p ^ 0. Kdyby qa — p = 0, pak by a = coz neni mozne, 
protoze a je iracionalni. 

Nalezneme no € Z splnujici 

n 0 (qa - p)e (x-s,x + s). (2-25) 

Odtud plyne, ze no ^ 0, nebot' 0 ^ (x — e,x + s). Dale plati [no(aq - p)] = 0, a tedy 
nop = [n 0 aq]. 

Je-li no > 0, polozime n = noq. Potom n e N a z ( |2.25| ) vyplyva, ze 
a n = noaq - [noaq] € (x — e, x + e), 

tedy | a n — x\ < s. Podobne jako v reseni Prikladu |2.5.9| odtud vyplyva, ze x e 
H({a n }). Protoze s i x e (0,1) byla zvolena libovolne, plyne odtud, ze (0,1) C 
H({a„}). Podle P rikladu |2.5.1l| dostavame [0,1] C H({a„}). Inkluze H({a n }) C 
[0,1] plyne z Vety |2-2.45| . Tim je tvrzeni dokazano. * 

2.5.13. Pfiklad (Stolzova veta). Necht; {a n } je posloupnost realnych cisel a {b n } je 
rostouci posloupnost kladnych realnych cisel splnujici lim b n = oo. Necht' lei*. 
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Predpokladejme, ze platf 



Dokazte, ze potom lim p = A. 


Resent. Polozme ao = bo = 0. Predpokladejme nejprve, ze A > —oo. Zvolme a e 
R, a < A. K nemu nalezneme ko e N takove, ze pro kazde k e N, k > ko platf 


ak ~ flfc-i 
bk ~ bk -1 


Necht' n e N, n > k 0 . Potom 



ak ~ a k -1 

b n 


t 


ak ~ flfc-i 

b n 


Pro druhy scftanec na prave strane poslednf rovnosti platf odhad 


t 


ak ~ ak -1 

b n 


t 


bk ~ bk-i 

b n 


ak ~ ak -1 

bk ~ b k -1 


Protoze podle vety o aritmetice limit a z predpokladu lim b„ = oo plyne, ze 


KmE- 


a navfc zrejme 


dostavame celkem 




lim inf -p- >u. 

n-> 0 o bn 


Protoze a < d bylo zvoleno libovolne, plyne odtud 


Tato nerovnost platf tedy pro kazde d e M*, nebot' pro d > —oo jsme ji prave 
dokazali a pro A = — oo je trivialnf. Obdobnym zpusobem odvodfme nerovnost 

lim sup < A. 


Odtud plyne 

lim inf ~P~ = lim sup -p = lim P = A. 
n-Hx> b n n^-oo b n n^oo b n 

Tvrzenf vety je dokazano. * 


2.5.14. Prfklad. Dokazte, ze kazda posloupnost realnych cfsel ma monotonnfpod- 
posloupnost. 
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Resent Necht: je posloupnost realnych cisel. Predpokladejme nejprve, ze 

pro kazde m e N ma mnozina {a n \ n e N, n > m} nejvetsi prvek. Oznacme 
no = 0. Nalezneme n\ e N takove, ze 

a „j = max{a„; n > 1}. 

Predpokladejme nyn!, ze mame nalezena prirozena cfsla m, n 2 . _ n k - Zvolfme 

iik+i e N, rik +1 > n.k takove, ze 

an k+1 = max{a„; n > n k + 1}. 

Podle principu matematicke indukce takto zkonstruujeme rostouc! posloupnost 
prirozenych cisel , splnujic! 

a nj = max{a„; n > n.j-\ + 1}, j = 2,... ,k. 

Posloupnost {a nk }'kL 1 je pak vybranou posloupnost! z posloupnosti a zrej- 

me je nerostoucf. 

Nyn! predpokladejme, ze existuje me N takove, ze mnozina {a n \ n e N, n > 
m} nema nejvetsi prvek. Potom pro kazde m' e N, m' > m nema mnozina {a n ; n > 
m'} nejvetsi prvek. Polozme n i = m. Predpokladejme nyn!, ze mame zvolena priro¬ 
zena cfsla ni,ri2, _ n k - Mnozina {a n ; n > n k } nema podle predpokladu nejvetsi 

prvek. Protoze je a„ k jejim prvkem, existuje n k +] > n k takove, ze 

a nk+1 >a„ k . 

Podle principu matematicke indukce takto zkonstruujeme rostouc! posloupnost 
prirozenych cisel {nk}'£L l splnujic! 

a n\ < «n 2 < ' < a ri k - 

Posloupnost {a„ k }%L 1 je pak vybranou posloupnost! z posloupnosti {a n }^L 1 a zrej- 
me je rostouc!. Timje tvrzen! dokazano. * 

2.5.15. Poznamka. Prfklad |2-5.14| lze nasledujfci'm zpusobem vyuzft k alternativ- 
nimu dukazu Bolzanovy-Weierstrassovy v ety. Je-l i {a n } omezena posloupnost re¬ 
alnych cisel, lze z n! vybrat podle Prikladu |2.5.14| vybrat monotonn! podposloup- 
nost, k tera b ude opet omezena. Takova posloupnost je konvergentn! podle Du- 
sledku|A| 


2.6. Pocetni priklady k limite posloupnosti 


2.6.1. Prfklad. Necht; a e R, x ^ § a posloupnost {a n }™ =1 je definovana predpi- 
sem 


Cl n 


n e N. 


Vysetrete, pro ktera realna cfsla x je posloupnost {a„} monotonn! a urcete typ jej! 
monotonie v zavislosti na parametru x. 
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Resent Pro kazde x e M, x ^ je {a n \ geometricka posloupnost. Pro kazde x e 
M \ {|} oznacime q x = Podle Prfkladu |2.5.8| je tato posloupnost monotonm 
prave tehdy, kdyz plati q x > 0. Navic je konstantm prave pro q x e {0,1}. Bude 
uzitecne si uvedomit, ze pro kazde |, plati 

x 3 - 3x + 2 = (x - 1) 2 (x + 2). 

Je-li x e (|, oo), je q x > 0. Pro tato x dale plati, ze x 3 — 3x + 2 > 0, tj. q x > 1. 
Navic q x > 1 pro x e (|, oo) \ {1} a q x = 1 pro ^ = 1. Tedy posloupnost {a n } je 
rostouci pro x e (|, oo) \ {1} a konstantm pro x = l. 

V pripade x e (—oo, |) plati q x > 0 prave tehdy, kdyz x < 0. Dale je q x > 1 
prave tehdy, kdyz x 3 — 3x + 2 < 0, coz nastava prave pro x e (—oo, —2). Nakonec 
si povsimneme, ze q x € {0,1} prave tehdy, kdyz x e {0, -2}. Zadana posloupnost 
je proto rostouci pro x e (-oo, -2), klesajici pro x e (-2, 0) a konstantm pro x e 
{-2,0}. 

Shrneme-li prechazejici uvahy, dostavame, ze 

je rostouci pro x e (—oo, —2) U (|, 1) U (1, oo), 

je klesajici pro x e (-2,0), 

je konstantm pro x e {—2,0,1}, 
neni monotonm pro x e (0, |). 



2.6.2. Priklad. Spoctete limitu 


lim 


2n 2 + n-3 
// 3 — 1 


Resent Vyraz 2 ''^ + _''~ 3 j e podilem hodnot dvou polynomu v bodech n, pricemz po- 
lynom v citateli ma stupeh 2 a polynom ve jmenovateli ma stupen 3. Vydelime 
citatele i jmenovatele vyrazem n 3 , tedy mocnino u cisla n odpovidajici vyssimu z 
obou stupnu. Podle Vety o aritmetice limit (Veta [2. 3.2 7[ ) postupne dostaneme 


2n 2 + n — 3 


9 1 _L 1 3 

= lim 2 Jl±JLZJ? 

n-HX> 1-^3 

lim^oo 2^ + lim„> 


lim„^ 

0 + 0-0 n 


2.6.3. Priklad. Necht; a, b e (0,1). Spoctete limitu 


lim 


1 + a + a 2 H-ha" 

1 + b + b 2 + --- + b"' 









Resent Z Pnkladu |1.6.6| plyne, ze 


2. LIMITA POSLOUPNOSTI 


1 +a + --- + a n _ (1 — b)(l — a n+1 ) 
1 + b + --- + b n ~ (1 — a)(l — b n+l ) 


Z Prikladu |2.3.35| a Vety o aritmetice limit (Veta |2.3.27[ ) dostavame 
lim 1 — a n+l = lim 1 — lim a lim a" = 1 

a obdobne take 


lim 1 — b n+1 = 1. 


Z vety o aritmetice limit pak vyplyva, ze 

1 + a + ... + a n _ 1 -b lim„_ ) . 0 o(l - a n+1 ) _ 1 - b 

l + b + ...+b n ~ n^oo ■ lim„^ 0o (l-^+ 1 ) “ 

2.6.4. Priklad. Spoctete limitu 

H (n + 4) 100 — (n + 3) 100 

™ („ +2)ioo-«i°° 

Resent Necht; n e N. Potom z binomicke vety dostaneme 



a podobne 



Tedy 



Obdobnym postupem lze dokazat, ze 
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Odtud a z Vety o aritmetice limit (Veta [2. 3 ,27[ ) vyplyva, ze 
( n + 4) 100 - (n + 3) 100 _ 

(n + 2) 100 -« 100 

100n" + E!= 2 (T) ( 4 ‘ - 3‘> 100_i 

200n" + Z!=2 ( 1 ;°) 2i « 100_i 

100+E-= 0 2(T)( 4 '-3')^t _ 1 


lim - 

= lim 


= lim 


200 + Zt= 2 (T) 2i ^=r 


2.6.5. Priklad. Spoctete limitu 

lim (yin 2 + n — y/n 2 + 1). 

Resent. Bude uzitecne si uvedomit, ze vetu o aritmetice limit (Veta |2.3.27| ) nemuze- 
me pouzft prfmo, protoze 


lim y/n 2 +n = oo a lim y/n 2 + 1 = oo, 


a tedy vyraz 


lim y/n 2 + n — lim y/n 2 + 1 

nem definovan. Zapiseme vyraz y/n 2 + n — y/n 2 + 1 ve tvaru zlomku 

y/n 2 + n - y/n 2 + 1 
1 

a tento zlomek rozsmme vyrazem y/n 2 + n + y/n 2 + 1. Dostaneme 

_ (y/n 2 + n-yfn 2 + 1 ((y/n^+n + y/n 2 + 1) 
y/n 2 + n + y/n 2 + 1 
n 2 + n- (n 2 + 1) 


V« 2 + « + y/n 2 + 1 


Vn 2 + n + V« 2 + 1 

Nyni rozsirime vysledny zlomek vyrazem 4. Dostaneme 


Podle Prikladu |2.2.5l| plati 










2. LIMITA POSLOUPNOSTI 


Protoze pro kazde n e N plati 

i < f ^ 2 ~ m 

plyne odtud a z vety o dvou straznicich (Veta ^2.47[ ), ze 

lim -\J 1 + ~2 = !• 

Celkem tedy z vety o aritmetice limit (Veta |2.3.27[ ) vyplyva, ze 

limn-xx, 1 — lirrin^o. 


lim (v« 2 + n — \fn 2 + 1) = - 


limn-,.00 y 1 + 4 + limn-xx, y 1 + ^ 
1-0 _ 1 
' 1 + 1 ~ 2' 


2.6.6. Priklad. Spoctete limitu 

Imx^X/n + 1 - Xfn). 

Resent. Podobne jako v pfedchazejicim prikladu, ani zde nelze ihned vyuzit vety o 
aritmetice limit. Protoze 


plati 


{X/n + 1 — X/n)(X/ (n + l) 2 + \/w 4- 1 -v^ + Vw 2 ) = 1, 




Tento zlomek rozsirime vyrazem -yy=. Dostaneme 


s/n + 1 — -v/« = - 




^(1 + ^) 2 + y/l + \ + 1 

Pro kazde n € N dale plati 

1 < yj 1 4— < ^(14—) 2 < 1 4—, 
a tedy z Vety o dvou straznicich (Veta |2.2.47[ ) dostaneme 

lim ^1 4— = lim yj(1 -\—) 2 = 1 • 

Z Prikladu ETZ381 a ^2^ vyplyva, ze 
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Kombinaci odhadu pak pomoci vety o aritmedce limit (Veta |2.3.27[ ) dostaneme 
_ lircin-s-oo Hf=g 

lim (Vn+ T- 1/n) = - . - Vn . - 

limn-i-oo y (1 + ^) 2 + limn-xxj y1 + £ + lim,,^,*, 1 
0 


2.6.7. Priklad. Vypoctete lim(\/4/i 2 — n — 2n). 

Resent. Uvedomime si, ze nelze uzit vetu o limite souctu, protoze lim V4 b 2 — n = 
oo a lim y/n(\n — 1) = oo (Veta |2.3.27| (b) a Priklad |2.3.38| ) a lim(—2 n) = —oo. 
Nejprve rozsirime n-ty clen nasi posloupnosti vyrazem 

V4n 2 -n+2n 


a pouzijeme vzorec (a — b){a + b) = a 2 — b 2 , kde polozime a = V4 n 2 — n, b = 2n. 
Dostaneme tak 


^ ' V 4/i 2 — n + 2 n 

Tento zlomek jeste rozsirime vyrazem b a dostaneme 


Protoze posledn i rovnost plati pro kazde n e N, obdrzime podle Vety ^27| a 
Pfikladu ^Z5^ 

lim(V4/? 2 — n — 2 n) = lim * - = -j. 


2.6.8. Priklad. Vypoctete lim ”V 2 ”+ 5 -3 ^n . 

VP+8+ i/n* 

Resent Nejprve provedeme nasledujici neformdlm uvahu. Cisla 5 a 8, ktera vystupu- 
ji pod druhymi odmocninami, jsou mala ve srovnani s n, ktere neomezene roste. 
Jestlize tato cisla zanedbame, budou ve zlomku figurovat nasledujici mocniny pro- 
mennen:ni,n3,n2 ani. Nejvyssiexponentje §. Nazaklade tetopredbezneuvahy 
rozsirime zlomek vyrazem «“2. Dostaneme tak 
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Limitu posled mho vyr azu snadno spocteme na zaklade Vety ^27| o aritmedce 
limit a Prikladu |2.3.38| : 

1/2 + ^ — 3 f/ —y lim -V2 + — 3 lim ?/ % 

lim - ~^=^= -^=r = - ~^=^= -^-T=r- = -n/2. 

yj \ ^3 3" Y n lim y 1 + + lim y ^ 


2.6.9. Priklad. Spoctete limitu 

lim n(\/« 3 + 1 — \/« 2 + 1). 

Resent. Pro kazde n e N plati 

^/« 3 + 1 - Vn 2 + 1 = \/(n 3 + l) 2 - %/(n 2 + l) 3 . 
Dale pro kazde aieR plati 

(a 6 - fr 6 ) = (a- b){a 5 + a 4 b + a 3 b 2 + a 2 b 3 + ab 4 + b 5 ). 
Tuto identitu aplikujeme na cisla 

a = (n 3 + l) 2 a = \/ (;i 2 + l) 3 

a dostaneme 

(« 3 + l) 2 - (n 2 + l) 3 


s/n 3 + 1 - V« 2 + 1 = - 


\/(« 3 + l ) 10 + \J(n 3 + 1) 8 (« 2 + l ) 3 + ... + \/(n 2 + l ) 15 
Tento zlomek rozsirime vyrazem a obdrzime 
— 

^(1 + ^) 10 + yj ( 1 + ^) 8 0 + ^) 3 + • ■ ■ + yj ( 1 + ^) 15 
-3 + 2±-3^ 


a tedy 

n(y/n 3 + 1—\/« 2 + 1) = 


^(1 + ^) 10 + ^/(l + ^) 8 (l + ^) 3 + ---+ {/(1+^) 15 ’ 

Kombinaci Prikladu ^Z9j ^T38j a vety o aritmetice limit (Veta |2.3.27[ ) ko- 

necne dostaneme 


2.6.10. Priklad. Spoctete limitu 


1 v^(^3- V2). 
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Resent Pokud bychom ihned pouzili vetu o limite soucinu, tak dostaneme neurcity 
vyraz oo • 0. Zkusime si tedy zadany vyraz nejprve upravit za pouziti vzorce 

(. a n - b n ) = (a- b)(a n ~ l + a n ~ 2 b + ... + b n ~ l ). 


Snadno dostaneme 


Vn(^3- Vl) = ^(^3- Vl)- 


+ Vi"- 2 1/2 + ... + V2” 31 " 


' 3^1 + ^ 3«-2 z/2 + . 

V»(3-2) 


^3^1+ V3^2^+...+ 


Nyni si staci uvedomit, ze ve jmenovateli posledniho zlomku je n clenu z nichz 
kazdyje vetsi nez 1, a odhadneme tedy 

0< Vn(^3- ^2) < —• 

n 

Z lim^oo -V = 0 dostavame, ze hledana limita je rovna 0 podle vety o dvou straz- 
nicich. * 

2.6.11. Priklad. Spoctete limitu 


Resent Vyraz j obsahuje krome mocnin cisla /? navic exponencialni vyraz 3" 
a vyraz n\. Z predchazejicich prikladu vyplyva, ze bude vyhodne rozsirit citatele i 
jmenovatele vyrazem X. Dostaneme 

1im 3" + n 2 _ fr + ^ ^ fr + liri^oo 

n ~*°° n 3 + n\ n—*oo ^ + 1 limn-Hx, ^ + lim,,-**, 1 
Podle Prikladu |2-5.4| pro a = 3 mame 

lim — = 0. 
n-yoo n\ 

Podle Prikladu a [Z5l] a podle Vety o limite soucinu (Veta |2.3.27| (b)) je 
n 2 n 2 2 n 

lim — = lim- =0-0 = 0. 

n^oonl n-*-oo 2" n\ 

Obdobne lze dokazat, ze plati 

n 3 

lim — =0. 
n—*oo n\ 

Podle Vety o dvou straznicich (Veta |2.2.47[ ) tedy dostavame 

3" + n 2 limn^oo ^ + lim,,^,*, ^ 0 + 0 

n-*-oo n 3 + n\ lim,,-**, ^ + lim,,-,.,*, 1 0+1 
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2.6.12. Prfklad. Spoctete limitu 


Ifr? s\n{n^ 


Resent. Z Vety |1.8.18| (a) vyplyva, ze pro kazde n e N platf 
-1 < sin(n!) < 1. 

Dale pro kazde n e N platf 

l/n 2 _ _n _1_ J_ 

n + 1 n+ \ l/n ~ l/n' 
Kombinacf odhadu dostavame pro kazde n e N 

i m? m?sm («!) in? \ 

l/n n + 1 7i + l 72 + 1 l/n 

Podle Prfkladu |2.2.52| platf 


a tedy take 


Pro 7i € N oznacme 


lim — = 0, 

" _i " 00 V n 


lim — = 0, 

l/ n 


^ = -W b ’ = Tn 


l/r? sin(7i!) 

tT+T ' 


Potom pro kazde n e N platf a n < c n < b n a navfc 

lim a„ = lim b„ = 0. 

Podle Vety o dvou straznfcfch (Veta [2.2.47[ ) tedy dostavame 


2.6.13. Prfklad. Spoctete limitu 

^lirn^ l/n 2 + 2” + 3”. 

Resent. Podle Prfkladu |l. 9. 8| pro kazde n e N, n > 4, platf 
n 2 <2 n < 3". 

Pro kazde takove n e N tedy platf 


3 = l/¥ < l/n 2 + 2" + 3” < \/3" + 3" + 3” = 3 ^3. 
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Podle Pnkladu[TZ5| a vety o aritmetice limit (Veta |2.3.27[ ) plati 
lim 3 ^3 = 3. 


Pro neN oznacime 


a n = 3, b n = 1/3, c n = n 2 + 2" + 3". 
Potom pro kazde n e N, n > 4 plati 

a n <c n < b„ 


lim a n = lim b n = 3. 

Z vety o dvou straznicich (Veta |2.2.47[ ) tedy plyne, ze 
Urn + 2” + 3" = 3. 

2.6.14. Priklad. Necht!a n = [\/n 3 + 8 n 2 — l/n 3 + 2 n 2 ], neN. Spoctete lima„. 
Resent Oznacme b n = %/n 3 4* 8n 2 — Z/ri 3 + 2 n 2 , neN. Pak 

bn _ _6W 2 _ 

(; n 3 + 8n 2 )? + ((« 3 + 8« 2 )(« 3 + 2 « 2 )) 3 + (n 3 + 2n 2 )§ 


(1 + f ) 3 + ((1 + f)(l + |)) 3 + (1 + f ) 3 

Limita posloupnosti {b n \ je tedy rovna 2. Protoze 

mame b n < 2 pro kazde neN. Zvolme nyni no e N takove, ze b„ > 1 pro kazde 
n e N, n > n 0 . Pro tato n pak plati 1 < b n < 2, a tedy 

lim a n = lim \b n ] = lim 1 = 1. 


2.6.15. Priklad. Spoctete limitu 

lim - 




Resent Na vetsinu jednoduchych prikladu s celymi castmi staci pouzit elementarni 
odhad 

x —l <[x\< x pro vsechna tel. 












122 
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Diky tohoto odhadu dostaneme 

n 3 - 4100 ^ ” 3 - [m] ^ ” 3 - (tm - 0 100 _ 100 
Vn - Vn - s/n Jn' 

Vzhledem k ^ = 0 dostavame, ze hledana limita je rovna 0 podle vety o 

dvou straznfcfch. * 

2.6.16. Priklad. Spoctete limitu 

lim sin(-^-). 

Resent Necht; A e R a no e N. Polozme s = 1. Je-li A > 0, pak polozfme n = 
4«o + 3. Potom zrejme platf n > no a 

| sin(^) — A\ = \ — \ — A\ = \+ A>\ = e. 

Je-li A < 0, pak polozfme n = 4« 0 + 1. Potom opet n > no a navfc platf 
| sin(^) — A\ = \ \ — A\ = \ — A > \ = e. 

Z kombinace obou prfpadu vyplyva vyrok 

V A e R Ee e R, e > 0 Vn 0 e N En e N, n > «o: I sin(^-) — A\ > s. 

z EXIIl wplwa, ze posloupnost sin(^) nema vlastnf limitu. Z vlastnostf funkce 
sin (Veta |L8.18| (a)) plyne, ze pro kazde « e N platf—1 < sin(^) < 1. Posloupnost 
je tedy omezena, a proto nemuze mft ani nevlastnf limitu. * 

2.6.17. Priklad. Spoctete limitu 

\\mj-\) n Jni'J n + 1 - Vn). 

Resent Pro kazde n e N oznacfme 
a n = {- 

Pro kazde n e N vyjadrfme vyraz °Jn + 1 — ve tvaru zlomku 


a tento zlomek rozsfrfme vyrazem ~Jn + 1 + ^/n. Dostaneme 
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Poslednf zlomek rozsmme vyrazem a dostaneme 

VnWn + 1 - *Jn) = -. 

yj I + \ + 1 

Podle vety o aritmedce limit (Veta |2-3.27| ) a Prikladu |2.2.5l| tedy plati 
+ 1 - \/n) = -. 

Odtud a opet z vety o aritmetice limit dostaneme, ze pro kazde k e N plati 


zatimco 

Odtud a z |2.2.35| plyne, ze lima„ neexistuje. 
2.6.18. Priklad. Spoctete limitu 

2 • n\ 


lim 


\(n — 1)! + 2" 


(t)H 


Resent. Pro n e N oznacme 


Pro kazde « e N mame 


2 -«! 2n 

(n — 1)! + 2" i + 2^ 


Podle Prikladu |2.5.4| a Vety |2.2.37| plati 


Tedy opet podle Vety |2.3.27| dostavame 


\(n - 1)! + 2” 


I- n J = lim n ( -- 2 .- -k 1 ] = oo 

^ V 1 + / 

.‘is, + ") = (-TT=5 + ‘) = 


10, n e {2fc; e N}, 
sin = | 1, n e {4k + 1; k 6 N}, 

( -1, « e {4fc - 1; k e N}, 
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dostavame celkem 

lim a^k+i = oo a lim a 4 k~ i = -oo, 

k-> oo k->oo 

a tedy podle Vety |2.3.22| lim a„ neexistuje. * 

2.6.19. Priklad. Zjistete, zda posloupnost { 2 n %-(-i) n ) [ ma Pokud ano, 

vypoctete ji. 

Resent. Zadana posloupnost je soucinem posloupnosti 1 3 } a {^}- Prvni z 
nich je omezena, nebot; kazdy jeji clen je roven bud \ nebo §. Druha posloupnost 
ma limitu rovnou 0. Podle Vety |2.2.42| ma tedy posloupnost 1 2 ^(3_(Ji)«) | limitu 
rovnou 0. * 

2.6.20. Priklad. Spoctete limitu rekurentne zadane posloupnosti {a n }, jestlize 

a\ = 10 a a n +1 =6——, n € N. 

a„ 

Resent. Predpokla dejme nejprve, ze posloupnost ma vlastni limitu, kte rou oz naci- 
me A. Kombinaci |2.2.30| (b) a vety o limite vybrane posloupnosti (Veta |2.2.33[ ) pak 
dostaneme 

limu„ + i = A. 

Z vety o aritmetice limit (Veta |2.3.27| ) obdrzime 

lim ( 6 -£)= 6 -T 

a tedy 

A = lima„+i = lim (6 —— | = 6 — 

V an) A 

Tento vztah chapeme jako rovnici pro neznamou A. Rovnice ma dve reseni, a sice 
A = 1 a A = 5. 

Zatim jsme dokazali pouze nasledujici implikaci: je-li posloupnost konvergent- 
ni, pak plati bud A = 1 nebo A = 5. Zatim vsak nevime, zda posloupnost nejakou 
limitu ma. To se ny ni bud eme snazit dokazat, a to pomoci vety o limite monotonni 
posloupnosti (Veta |2.4.l| ). Vzhledem k tomu, ze a\ = 10 a navic, jak snadno ove- 
rime dosazenim, plati a 2 < a\, je pravdepodobne, ze limitou posloupnosti, pokud 
nejaka existuje, je spise cislo 5 nez cislo 1 a ze posloupnost je klesajici. 

Dokazeme matematickou indukci, ze pro kazde n e N plati a n > 5. Pro n = 1 
je toto tvrzeni zrejme. Predpokladejme tedy, ze pro nejake n e N plati a n > 5. 
Potom 

a „+1 = 6->6-= 5, 

a„ 5 

a tvrzeni tedy vyplyva z principu matematicke indukce. 
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Nyni dokazeme, ze posloupnost {a n } je klesajici. Zvolme n e N. Chceme do- 
kazat, ze 


a n > a n+ 1 =6 -, 


jinymi slovy 


Poslednf nerovnost ovsem snadno plyne z toho, ze a n > 5. 

Dokazali jsme, ze posloupnost \a n } je klesajici a ze pro kazde n e N plati 
a n > 5, takz e {a n } je zdola omezena. Podle vety o limite monotonm posloupnosti 
(Veta [2.4.l[ ) je tedy {a„} konvergentnf. Oznacme jejf limitu symbolem A. Podle 
uvahy v prvm casti resem musf platit bud A = 1 nebo A = 5. Z toho , ze pro kazde 
n e N plat! a„ > 5, vyplyva podle vety o limite a usporadani (Veta |2.2.45| (b)), ze 
A > 5, takze moznost A = 1 je vyloucena. Muzeme tudiz ucinit zaver, ze 
lim a n = 5. 


2.6.21. Priklad. Necht; a\,a 2 € M, a\ < a 2 , a pro kazde n € N, n > 2, je hodnota 
a n zadana predpisem 

a„ + a n -1 


Rozhodnete, zda existuje lima„ a pokud ano, spoctete ji. 
Resent. Nejprve ukazeme, ze pro kazde k e N plati 

aik-i < a 2 k+\ < a 2 k+2 < «2 k- 
Ze zadane nerovnosti a\ < a 2 vyplyva, ze 

2 + ai a 2 + a 2 
~2 < 2 ~ 


= 

^3 = 


1 = a 2 


Odtud dale plyne 
a podobne 
Kombinaci odhadu dostaneme 


a 2 + a i ai + a i 
2 > 2 ” 

a 3 +a 2 a 2 + a 2 


(2.26) 


a 2 < a 2 < «4 < a 2 , 

coz je ( |2.26| ) pro k = 1. Predpokladejme, ze ( [2.26[ ) plati pro nejake k e N. Pak z 
nerovnosti a 2 k + \ < a 2 k+ 2 odvodime 


fl 2fe+l + «2fe+2 
«2fe+l < -Z- 


— «2A:+3- 
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Z teto nerovnosti dale plyne 


2 2 
Konecne z nerovnosti a 2 k+\ < a 2 k+2 dostaneme 


a tedy 

«2fe+3 + dlk+2 

&2k+4 — -^- < 02A:+2- 

Overili jsme tedy platnost nerovnosti ( ]2.26[ ) pro kazde k e N. 

Z ( |2.26| ) plyne, ze posloupnost {02/1}^! je klesajici, posloupnost {a2n-i}^2 = i 
je rostouci a pro kazde n e N plati fli < a„ < a 2 , takze posloupnosti {fl2n£. a 
{(22n—i}^^i jsouomezene. Podlevetyolimite monotonniposloupnosti (Veta [2Al| ) 
tedy existuji vlastni limity 


lim a 2n = A a lim a 2n -\ = B. 


Ze vztahu 


vyplyva, ze 


a tedy A = B. Obe posloupnosti {a 2n }™ =l a {«2n-i tedy konverguji ke stejne 
limite. 

Necht: k e N, k > 2. Prepiseme vzorec definujici au ve tvaru 


^tfc+t — ak — cik-i — tffc+i- 

Necht; n e N. Potom pro hodnoty £ = 2,3,.... n postupne dostaneme 
a 3 -a 2 = a 1 - a 3 , 


a\ — a 2 = a 2 — a 4, 


a„_i - a„_ 2 = a„-3 - a„_i, 
a„ - a„_i = a n - 2 — a n , 
a n +1 - an = fl/i-i ~a n+ 1. 
Sectenim vsech techto rovnosti dostaneme vztah 

0/1 + 1 — (22 = «1 + «2 — On ~ 0/1 + 1 - 


Odtud plyne, ze 
a tedy 


A — a 2 = a\ + a 2 — A — A, 

ai + 2a 2 
3 ' 


A = 
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* 


2.6.22. Priklad. Posloupnost {a„} nechfje zadanarekurentne pomocfvztahu a i = 
1 a a n + 1 = , n e N. Ukazte, ze tato posloupnost ma limitu a spoctete ji. 

Resent Definujme funkce 


*(*) = /(/(*)) = xe[0,l]. 


Necht; c znaci koren kvadraticke funkce x 2 + x — 1 nachazejici se v intervalu [0,1], 
tj. c = ^(\/5— 1). Protoze g(x ) = 1 — je g na intervalu [0,1] rostouci a pomocf 
elementarnfho vypoctu overfme, ze 

• rovnice g(x) = x ma v intervalu [0,1] prave jeden koren, a to c, 

• x < g(x) < c pro x e [0, c) a c < x < g(x) pro x e (c, 1]. 

Jelikoz pro kazde k e N platf a2k+2 = g(fl2k) a aik+\ = ^(«2A:-i); dostavame z 
vlastnostf funkce g nerovnosti 

a 2 < a 4 < ■■■ < a 2k < a 2 k+i <c < a 2 k+\ < a 2k - 1 < < a 3 < ai, k e N. 

Posl oupno sti {a2k} a } jsou tedy monotonnf a omezene, coz znamena podle 

Vety |2.4. l| , ze jsou konvergentnf. Oznacme a = lim a 2 k a b = lim ci2k-\ ■ Protoze 
a 2 k+2 = g{aik) = l+llt ’ d ost avame z vety o aritmetice limit (Veta |2.2.37| ) rovnost 
a = g(a). Proto a = c. Obdobne odvodfme, ze b = c, a tedy lima„ = \{\/5 — 1) 
(vizte Vctu |2.3.23| ). * 

2.6.23. Priklad. Spoctete limitu 



Resent P odle y ety o limite vybrane posloupnosti (Veta |2-2.33| ), Prfkladu |2.4.5| , a 
Definicie |2.4.6| plati 



Tudiz podle Prikladu |2-2.52| dostavame 




2.6.24. Priklad. Spoctete limitu 
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Resent. Pro kazde we N plati 




Tedy jest 


lim I 1-) = lim - 


1 


Diky Pnkladu [2.4.5| , Dcfinici [2.4.6| a vc tc o limite vybrane posloupnosti (Veta |2.2.33| ) 
virne, ze 


Podle vety o limite podilu (Veta |2.2.37| (c)) je tedy 
/ 1 \" 1 


2.6.25. Priklad. Spoctete limitu 




k(k + 1)' 


Resent. Pro kazde k e N plati 


1 1 1 


k(k + 1) k k+ 1 ’ 


a tedy 


£j4tTT)-{\-\) + {\-\) + {\-\) + ■ + G-d^) 


Odtud vyplyva, i 


lim Y ——-—— = lim (1-—= 1 

n^oo^k(k+l) n—*oo y n + lj 


2.6.26. Priklad. Spoctete limitu 
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Resent Pro kazde j e N, j > 2, platf 

1 1 _ j 2 ~ 

j 2 ~ j 2 

a tedy pro kazde neN mame 


1-3 2-4 3-5 (n-2)n (n - 1)(« + 1) 

(«-l ) 2 V 2 


2.6.27. Priklad. Spoctete limitu 


Resent Pro n e N oznacfme 

_ 1 3 5 2n-l _ 2 4 2n 

Un 246 2 n a " 35 2n + l' 

Potom pro kazde n e N platf 

_ 1 2 3 4 2n - 1 2 n _ 1 

» - 2'3 ' 4'5 2n' In + 1 _ 2n + 1' 

Navfc pro kazde j e {1,2.n} mame ^=1 < _|i_ a soucinem techto n nerov- 

nostf dostaneme a n <b n . Tedy 


2 n 






KAPITOLA 3 


Ciselne rady 


Nejen v matematice, ale i ve fyzice, chemii, ekonomii a dalsfch vedach, se 
casto setkavame s posloupnostmi, ktere vznikajf nasledujfcfm zpusobem. Je da- 
na posloupnost realnych cfsel {a n }^L j a nova posloupnost ma nasledujici cleny: 
ai,a\ + ci2, a\ + a2 + 03 ,..., tj. m-ty clen nove posloupnosti je souctem prvnich m 
clenu posloupnosd {a n }. Tato situace nastava tak casto, ze stoji za to temto speci- 
alnfm posloupnostem venovat zvlastm kapitolu. 

Pri vysetrovam konvergence posloupnosti vzniklych uvedenym zpusobem se 
snazime secist nekonecne mnoho realnych cfsel. Tato operace ovsem vyzaduje pres- 
nou definici a pravidla pro korektnf zachazenf s nekonecnymi soucty. 


3.1. Zakladmpojmy 

3.1.1. Definice. Nechf {a n } je posloupnost realnych cfsel. Symbol Y^n=i a n na- 
zyvame nekonecnou radou, prfpadne zkracene radou, pricemz cfslo a n je M-tym 
clenem rady J2™=i a n- Polozfme-li pro me N 


nazyvame cfslo s m m-tym castecnym souctem rady a n- 

3.1.2. Definice. Soucet rady Y^= \ a n je limita posloupnosti {s m }, pokud tato li- 

mita existuje. Soucet rady budeme znacit symbolem a n- Rekneme, ze ra- 

da a n j e konvergentnf, je-li jejim souctem realne cfslo. Rekneme, ze rada 

J2T=i a n je divergentnf, jestlize lim m ^oo s m neexistuje nebo je nevlastnf. 

Pro jemnejsf rozlisenf mezi dvema ruznymi typy divergentnfch fad budeme 
nekdy rfkat, ze rada a » diverguje k 00 , respektive diverguje k — 00 , jestlize 
lrnim^ooSn, = 00 , respektive s m = - 00 , a ze ze rada a n diverguje 

(osciluje), jestlize lim m ^.oo s m neexistuje. 

3.1.3. Poznamka. Symbol a n znaci jednak radu, jednak soucet rady, pokud 

tento soucet existuje. Symbol muzeme pouzft k oznaceni prvku z mno- 

ziny M* az po overeni, ze prislusna rada ma soucet. Potom uvedena dvojznacnost 
nepusobf zadne potfze. 
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3.1.4. Poznamka. Podle chovani posloupnosti castecnych souctu {s m } rady Y^= i a n 
muzeme provest toto rozlisenf: 

I ( vlastni, pak jde o konvergentnf radu, 

existuje < , . ( oo, pak rada diverguje k oo, 

I nevlastni aje rovna < 1 , , , 

( / -oo, pak rada diverguje k -oo, 

neexistuje, pak rada diverguje (osciluje). 

3.1.5. Poznamka. Pojem nekonecne rady je mozne zobecn it v podobnem smyslu, 
jako jsme to provedli pro posloupnosti v Poznamce |2.3.40| . Necht: k e Z a {a n }^ =k 
je poslou pnost realnych cisel (ve smyslu rozsirene definice uvedene v Poznam¬ 
ce ^3^4^). Potom symbol J2T=k a n oznacuje radu, kde scitaci index probiha mno- 
zinu Z n [fc, oo). Existuje-li limita posloupnosti {s m }™ =k , kde 
= at + ak +1 H-1- a m , 

pak tuto limitu nazyvame souctem rady a znacime ji opet Y^n=k a n- Rekneme, ze 
rada Y.T=k a n j e konvergentni, je-li jejim souctem realne cislo. Rekneme, ze rada 
a n j e divergentni, jestlize s m neexistuje nebo je nevlastni. Pro jed- 

noduchost se az na drobne vyjimky v teto kapitole omezime na rady tvaru i a n ■ 
Jejich pffpadne zobecneni pro rady tvaru Y2T=k a n j e vetsinou zcela pfimocare. 
3.1.6. Priklad. Dokazte, ze rada j e divergentni. 

Resent Pro n e N oznacme s„ = Ylk= i( _ !)*• Potom plati: 

— 1, je-li« liche, 

0, je-li n sude. 

Odtud plyne, ze lim s n neexistuje. Rada (— 1)” tedy diverguje (osciluje). * 

3.1.7. Definice. Necht' q e R. Potom radu Y.T=o 9 n nazyvame geometrickou ra- 
dou a cislo q jejim kvocientem. 

3.1.8. Priklad. Necht' q e R. Dokazte, ze rada Y.T=o konverguje prave tehdy, 
kdyz \q\ < 1. 

Resent Pro n e N oznacme s n = J2k=o <l k ■ Jestlize q ^ 1, pak podle Prikladu |l.6.6| 
plati 4* = ^- 

Predpokladejme, ze \q\ < 1. Potom plati limi„ = a tedy rada YlT=o c I n 
konverguje. 

Nyni predpokladejme, ze \q\ > 1. Jestlize q > 1, pak z vyse uvedeneho vyply- 
va, ze lims’n = oo. Rada <?” tedy diverguje. Jestlize q = 1, pak s n = n + 1, 
a tedy lim s„ = oo, t akze r ada J2T=o 9 n diverguje. Jestlize q = — 1, pak rada diver¬ 
guje podle Prikladu [3.1,6| . Predpokladejme konecne, icq < —1. Polozme a = \q\. 
Potom 

5n = j-l+f> je-H « liche, 

) , je-li n sude. 
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Odtud vyplyva, ze lim sup = oo a lim infs,, = —oo. To podle Vety $A. 14| zna- 
mena, ze neexistuje lim s n . Rada YY=n tedy diverguje. * 


3.1.9. Priklad. Necht: q e R, \q\ < 1, a k e N U {0}. Dokazte, ze potom plati 

00 n k 

Y<r = —. 

h l ~ q 

Resent. Pro m e N, m > k, plati 

m m ~ k i n m-k +1 

n=k n =0 q 

Odtud plyne, ze 

m i „m—k+1 „k 

lim Yq n = lim q k i—I- = J-. 

m ^°°n^ k m ^°° l ~ q l ~ q 

Tim je tvrzeni dokazano. * 

3.1.10. Priklad. Dokazte, ze rada X«^=i n (n+i) J e konvergentni a jeji soucet je ra¬ 
ven 1. 

Resent. Pro n e N oznacme s n = Yk=t k(k+ 1 ) - Podle Prikladu |2.6.25| dostavame 

tiYr) = ^tYrr) = 1 


3.1.11. Priklad. Dokazte, ze rada « j e divergentni a jeji soucet je oo. 

Resent. Posloupnost castecnych souctu \s „ \ uve dene rady je zrejme rostouci. Z vety 
o limite monotonni posloupnosti (Veta [2.4.l[ ) vyplyva, ze existuje lim s n , kterou 
oznacime symbolem A. Navic plati A = sup{.s„; n e N}, a tedy A>s\ > 0. Do ka- 
zeme, ze {s„} nesplnuje Bolzanovu-Cauchyovu podminku (viz Definici |2.4.26[ ). K 
tomu staci nalezt e e R, s > 0, splnujici 

Vn 0 6 N 3m,n e N, m,n > n 0 : \s n — s m \ > s. 

Polozme b = \. Necht; « 0 € N. Polozme n = n 0 a m = 2n 0 - Pak m,n>»oa plati 

2 no ] 

\Sn-S m \ = S2n 0 ~S no = Y 

k=no+l 


Pro kazde ieN,i< 2 no, plati \ Tudiz 
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P osloupn ost {s n } tedy nesplnuje Bolzanovu-Cauchyovu podmmku. Odtud a z Ve- 
ty [2.4.27| vyplyva, ze posloupnost {.s„} nema vlastni limitu, takze A E. Protoze 
A > 0, plati A = oo. * 

3.1.12. Definice. Radu ^ nazyvame harmonickou radou. 

3.1.13. Poznamka. Vsimneme si rozdilu mezi ulohou vyjadrit hodnotu souctu da- 
ne rady (pokud existuje) pomoci znamych konstant a ulohou rozhodnout, zda da- 
na rada konverguje ci diverguje. Reseni prvni ulohy dava vysledek i pro druhou. 
Urcit soucet dane rady muze byt vsak velmi obtizne az neresitelne. V takovem pri- 
padeje pro nas otazka konvergence rady velice dulezita. 

3.1.14. Pro nekonecne rady platf tvrzeni obdobne Vete |2.3.17| , tedy ze zmena ko- 

necne mnoha clenu rady nema vliv na konvergenci ci divergenci rady ci na existen- 
ci jejfho souctu. Presneji, mame-li dve rady a n a P ro nez existuje 

«i e N takove, ze a n = b n pro kazde n e N, n > m, pak a n konverguje (re- 
spektive ma soucet) prave tehdy, kdyz konverguje (respektive ma soucet). 

Zmenou konecne mnoha clenu rady vsak muzeme samozrejme zmenit hodnotu 
souctu rady. 

Nyni uvedeme jednoduchou nutnou podmmku konvergence rady. 

3.1.15. Veta (nutna podminka konvergence rady). Necht: rada a n konvergu¬ 
je. Potom lima„ = 0. 

Dukaz. Pro n e N U {0} oznacme s n = Ylk =t a k- Potom a n = s n — s „ -1 pro kazde 
n e N. Podle predpokladu vety existuje vlast m lim s n . Podle [3.1.14| existuje take 
limi„_i a plati limi„_i = limi„. Podle Vety |2-2-37l tedy platf lim a n = lim(i„ — 
s„_i) = lim5„ — limi„_i =0. ■ 

3.1.16. Opacna implikace v tvrzem Vety |3!l.l5| neplati. Plati napriklad lim 1 = 0, 
avsak podle Prikladu |3.1.1l| je rada Y^n =i h divergentni. 

3.1.17. V nekterych pripadech lze pouzit Vetu |3.1.15| k odvozeni divergence rady. 
Jestlize {a n } je posloupnost realnych cisel a neplati lim a n = 0, pak je rada a n 
di vergen tni. Napriklad lim(—1)” neexistuje, a te dy rad a ( — k)" diverguje. Ve¬ 
ta [3. 1.1 5| nam tak poskytuje jine reseni Prikladu |3.1.6| . 

3.1.18. Veta (Bolzanova-Cauchyova podminka konvergence rady). Necht; a n 

je rada. Pak jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni: 

(i) a n je konvergentni, 

(ii) plati vyrok 

Ve e R,e > 0 3n 0 e N Wm,n e N,m > n > n 0 : ja*j < e. (3.1) 

Dukaz. Pro neNU {0} polozme s„ = V ” = , a*. Potom pro kazde m, n e N ,m>n, 
plati Y^k=n a k = s m ~ s n-\ • Vyrok ( |3.1[ ) tedy plati prave tehdy, kdyz 

We e R, s > 0 En 0 e N Wm.n e N,m > n > n 0 : \s m — ^„-i| < e. 
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To podle Vety |2.4.27| nastava prave tehdy, kdyz posloupnost {s „} splnuje Bolzanovu- 
Cauchyovu podmfnku, tedy prave tehdy, kdyz je fada a n konvergentnf. Od- 
tud plyne tvrzenf. ■ 

3.1.19. Nenf tezke si rozmyslet, ze vyrok ( |3.l[ ) je ekvivalentni vyroku 

3C e E, C > 0 Ve e R, e > 0 3n 0 e N Vm,« e N, m > n > n 0 : a*| < Cs. 

3.1.20. Veta. Necht' fady Y^=\ a n a bn majf soucet. 

(a) Necht' a e R a vyraz a a n je definovan. Potom ma rada aa n 

soucet a plati aa n = a a n- 

(b) Necht'je vyraz X!^=i a n + Z!^=i b n definovan. Potom ma rada J2™=i( a n + 
b „) soucet a plati J2™=i( a n + b n ) = J2n Li a n + Z!^=i b n - 

Dukaz. Pro n e N oznacme s n = J2k= l a k a t n = Y'" , bk- 

(a) Pouzitfm vety o aritmetice limit (Veta |2.3.27[ ) pak dostaneme existenci li- 

mity castecnych souctu rady aa n a rovnost 

Y, aa„ = lim ^ aa„ = lim as m = a lim s m = a ^ a n ■ 

n = 1 n = 1 n = 1 

(b) Obdobne obdrzfme existenci souctu rady Yrr=i( a n + b n ) a vztah 

YX a n + bn) = lim Yj( a n + b n ) = lim ( s m + t m ) 

n = 1 71 = 1 

= lim s m + lim t m = ^ a„ + ^ b„. 

77 = 1 77=1 


3.1.21. Dusledek (linearitakonvergentnichfad). Nechfjsou rady X!«t=i a « a b,, 

konvergentnf a a e M. Potom jsou konvergentnf i rady aa n a X2T= \ a n + 

bn a platf E^=l a °n = a a n a T^=\i a n + bn) = tn=l a ” + E^=l b n- 

3.1.22. Veta. Necht' X!^=i a n je konvergentnf rada a Y.T=\ b n je divergentnf rada. 
Potom je rada Yr?=i( a n + b n ) divergentnf. 

Dukaz. Provedeme dukaz sporem. Pfedpokladejme, ze rada J2T=i( a n + b n ) je kon- 
vergentnf. Protoze rada J2T=i a ” j e konvergentnf, je podle Dusledku |3.1.21| take 
rada ( a « + b n — a n ) = X^i b n konvergentnf. To je spor. ■ 


3.2. Rady s nezapornymi cleny 

Dulezite specialnf pffpady nekonecnych cfselnych fad pfedstavujf fady s ne¬ 
zapornymi cleny, tedy fady Y^ =l a„, pro ktere je a n > 0, n e N. Tyto fady se 
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vyznacuji urcitymi specifickymi vlastnostmi, ktere muzeme pri praci s nimi (napff- 
klad pri vysetrovam jejich konvergence ci divergence) vyuzit. 

3.2.1. Veta. Necht' a « j e rada s nezapomymi cleny. Potom je bud a n 
konvergentni prave tehdy, kdyzje posloupnost jejich castecnych souctu shora ome¬ 
zena. 

Dukaz. Oznacme s m = Yln =l Un P ro 

Posloupnost {s m } je neklesajici, protoze rada a « m a nezaporn e cle- 

ny. Zaroven je podle predpok ladu s hora omezena, a tedy je podle Dusledku |2.4.2| 
konvergentni. Podle Definice |3.1.2| je tedy ko nverg entni i rada a n- 

=» Posloupnost {s m } je podle Definice |3. 1 ,2| konvergentni, a tedy podle Ve- 
tyUH omezena. ■ 

3.2.2. Veta (srovnavaci kriterium). Necht; a n a b n j sou rady s nezapor- 
nymi cleny a necht; existuje no e N takove, ze pro kazde n e N,« > no, plati 
a n <b„. 

(a) Jestlize je rada b„ konvergentni, pak je i rada a n konvergent¬ 

ni. 

(b) Jestlize je rada divergentni, pak je i rada Y^= \ bn divergentni. 

Dukaz. (a) Pro n e N oznacme s n = J2k=i a k &t n = J2k= l bk- Posloupnost {,?„} 
je neklesajici, protoze cleny posloupnosti {a n } jsou nezaporne. Dokazeme, ze po¬ 
sloupnost {j„} je shora omezena. Pro kazde n e N zrejme plati s n < s no + t„. 
Posloupnost {?„} je konvergentni, a tedy je posloupnost {s no + t n \ shora omezena. 
Proto je i posloupnost {s n } shora omez ena. P rotoze posloupnost {s n } je neklesaji¬ 
ci a shora omezena, je podle Dusledku |2.4.2| konvergentni. Podle definice je tedy 
rada X!n^=i a n konvergentni. 

(b) Tvrzeni bezprostredne plyne z jiz dokazaneho tvrzeni (a). ■ 

3.2.3. Priklad. Dokazte, ze rada Yl™= \ Jz j e konvergentni. 

Resent. Pro n e N oznacme a n = a b n = n(n 2 +|) . Pak pro kazde n e N plati 
0 < a n < b n . Z Prikladu |3.1.10| vyplyva, ze Y^ =1 b n je konvergentni. Podle Ve- 
ty |3.2.2| (a) je tedy i rada^j^ , a n konvergentni. * 

3.2.4. Poznamka. Soucet rady \ j e r °ven cislu k dukazu tohoto tvrzeni 

jsou vsak potreba pokrocilejsi pasaze matematicke analyzy. 

3.2.5. Veta (limitni srovnavaci kriterium). Necht' Yl™= \ a n je rada s nezapomymi 
cleny, b n je rada s kladnymi cleny a existuje lim Oznacme A = lim j 5 -. 

(a) Pokud A e (0, oo), pak je rada Y^= \ a n konvergentni prave tehdy, kdyz 

je konvergentni rada bn- 

(b) Pokud A = 0 a rada b n je konvergentni, pak je konvergentni i rada 

(c) Pokud A = oo a rada J2T= i a n j e konvergentni, pak je konvergentni i rada 

zr=i*- 
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Dukaz. (a) Polozme e = j. K tomuto e nalezneme podle definice limity ti 0 € N 
takove, ze pro kazde n e N, n > n o, plati 


A a„ 3 A 

2 < V n < 2 ' 


(3-2) 


=>■ Predpokladejme, ze rada a n je konvergentni. Z prvnf nero vnosti 

v ( |3^ ) vyplyva, ze pro kazde n e N, n > n 0 , plati b„ < \a n - Podle Dusledku |3.1.21| 
je rada \ \ a n konvergentru. Podle Vety |3.2.2| (a) je take rada , b„ konver¬ 
gentni. 

-<= Nyni predpokladejme, ze je rada X!n^=i konvergentni. Potom z druhe 
nerovnosti v ( fk2| ) plyne, ze pro kazde n e N, n > n 0 , plati a n < ^-b n . Obdobnym 
zpusobem jako v dukazu opacne implikace lze nyni dokazat, ze rada X!n^=i a « j e 
konvergentni. 

(b) Polozme e = 1. K tomuto s nalezneme z definice limity no e N takove, ze 
pro kazde n e N, n > n 0 , plati g 3 < 1. Pak a n < b n pro kazde n e N, n > n 0 . Podle 
Vety |3. 2.21 (a) je rada Y^=\ a n konvergentni. 

(c) Polozme K = 1. Podle definice nevlastni limity nalezneme no e N takove, 

ze pro kazde n e N, n > no, plati y- > 1. Potom pro kazde n e N, n > no, plati 
a n > b n . Podle Vety |3.2.^ (a) je rada b n konvergentni. ■ 


3.2.6. Priklad. Dokazte, ze rada X!^=i 
Resent. Pro n e N oznacme 

2 71 2 + 1 

Un ~ 5n 4 + 3 


| je konvergentni. 


Potom plati lim,,-^ g 3 = |. Podle Prikladu |3.2.3| je rada X!^=i b n konvergentni. 
Podle Vety |3.2.5| (a) je i rada a n konvergentni. * 


3.2.7. Priklad. Dokazte, ze rada 
Resent. Pro n € 


- je divergentni. 


^ oznacme 


Potom plati lim n _ > oo| 3 = oo. Z Prikladu |3.1.11| plyne, ze rada J)n^=i b n je diver¬ 
gentni. Podle Vety |3.2?5| (c) je tedy rada a n je divergentni. * 


Zakladnim nastrojem pro zkoumani konvergence rad s nezapo rnym i c leny j e 
srovnavaci kriterium, pffpadne limitni srovnavaci kriterium (Vety |3.2.2| a [3. 2. 5[ ). 
Pro jejich pouzivani vsak potrebujeme dostatecne rozsahlou skalu fad, o nichz jiz 
vime, zda jsou konvergentni ci divergentni. T akovo u informaci zatim mame k dis- 
pozici pouze pro geometrickou radu (Priklad |3.1.8[ ). Vyuzijeme ji nyni k odvozeni 
dvou velmi uzitecnych kriterii, totiz Cauchyova odmocninoveho a d’Alembertova 
podiloveho kriteria. 
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3.2.8. Veta (Cauchyovo odmocninove kriterium). Necht: Y^=\ a n j e rada s neza- 
pornymi cleny. 

(a) Jesdize plati 

E q e (0,1) E« 0 e N Vn e N, n > no: kfchi < q, 
potom je rada konvergentni. 

(b) Jesdize limsup ’ifon. < 1, pak je rada a n konvergentni. 

(c) Jesdize lim ^/a n < 1, pak je rada Y.T=\ a n konvergentni. 

(d) Jesdize limsup ^/On > 1, pak neni pravda, ze lim a„ = 0, a tedy je rada 
Y^=\ a n divergentni. 

(e) Jesdize lim %/a„ > 1, pakeni pravda, ze lim a„ = 0, a tedyje rada a n 
divergentni. 

Dukaz. (a) Z predpokladu plyne, ze pro kazde n e N,n > tip, p lati a n < q n . Protoze 
je q e (0,1), je rada Q n konvergentni. Podle Vety |3.2.2| (a) je tedy take rada 
X!nt=i a n konvergentni. 

(b) Oznacme A = limsup ^/a^. Zvolme q e (A, 1). Pak podle definice limes 
superior nalezneme no e N takove, ze sup{ ?/a^; n e N, n > np} < q. Potom plati 

'in e N, n > np : < q. 

Tvrzeni tedy plyne z jiz d okazaneho tvrzeni (a). 

(c) Podle Vety |2 4. 14| plati limsup 'ifdn = lim ifon < 1, a tedy tvrzeni bezpro- 
stredne plyne z (b). 

(d) Oznacme A = lim sup 0/(h,. Podle Vety |2.4.2l| existuje rostouci posloup- 
nost prirozenych cisel {nk }%Lj takova, ze lim*-*,*, a Hk = A. Protoze A > 1, existuje 
kp e N takove, ze pro kazde k e N, k > kp, plati n ^a nk > 1. Povysenim teto 
nerovnosti na n* dostaneme, ze pro kazde k e N, k > kp, plati a„ k > 1. To zname- 
na, ze neplati lim^oo a„ k = 0. Podle Vety |2.2.33| tedy neplati ani linin-Hx, a„ = 0. 
Neni tudiz splnena nutna podminka konvergence rady, a tedy podle Vety HI 
rada \ a n diverguje. 

(e) Tvrzeni bezprostredne plyne z (d) a Vety [2.4.14| . ■ 

3.2.9. Poznamka. Jestlizeje {a n } posloupnost nezapornych realnych cisel splnujici 
lim ’ifon = 1, pak o konvergenci ci divergenci rady a n neni mozne rozhod- 
nout na zaklade Vety |3.2.8[ Oznacime-li napriklad a n = \ a b n = ^ pro n e N, 
pak plati lim ’i/a n = lim 1/bn = 1, rada a n je divergentni a rada b n je konver¬ 
gentni. 

3.2.10. Priklad. Necht' leNaaeR, a > \. Dokazte, ze rada r £n konver- 
guje. 

Resent Podle Prikladu |2-2.53| p lati lim 'i/n = 1. Odtud a z vety o aritmetice limit 
pro posloupnosti (Veta [2-2.37[ ) plyne, ze 

lim 'ifcin = lim i/— = lim ^ ' v ^ = — < 1. 

V a" a a 
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Podle Vety |3.2.8| (c) tedy rada konverguje. * 

3.2.11. Veta (d’Alembertovo podflove kriterium). Necht; a « j e rada s klad- 
nymi cleny. 

(a) Jestlize platf vyrok 

E q e (0,1) E« 0 e N Vn e N, n > n 0 : a " +l < q ; 

potom je rada a n konvergentnf. 

(b) Jestlize limsup ” +1 < 1, potom je rada X!n^=i a n konvergentnf. 

(c) Jestlize lim a ^ nl < 1, potom je rada ° n konvergentnf. 

(d) Jestlize lim ^4 > 1, potom je rada a n divergentnf. 

Dukaz. (a) Matematickou indukcf dokazeme, ze platf vyrok 

VneN,n>« 0 :fl n <?"' B X 0 - (3.3) 

Pro n = no je tvrzenf zrejme. Predpokladejme, ze nerovnost v ( |3.3[ ) platf pro nejake 
n e N, n > «o- Potom 

a n +1 = a " +1 a n < qa„ < qq n ~ n °a m = q n+1 ~ no a nn , 
a„ 

pricemz prvnf nerovnost plyne z predpokladu vety a druha z indukcnfho predpo- 
kladu. Tfm je podle princ ipu matema ticke in dukce dokazan vyrok (|3.3|). 

Podle Prfkladu |3.1.8| a Dusledku |3.1.21| je rada #" _ " 0 annkonvergentnf. 
Podle pTl.!4| je take rada Q n ~ n ° a no konvergentnf. Podle Vety |3.2.^ (a) je tedy 

konvergentnf i rada a n- 

(b) Je-li limsup < 1, pak podle definice limes superior existujf q e (0,1) 
a «o e N takova, ze 

V« e N, n > no : a " +[ < q. 

a„ 

Tvrzenf nynf plyne z (a). 

(c) Tvrzenf plyne z (b). 

(d) Je-li lim > 1, pak podle definice limity existuje no e N takove, ze 

V« e N, n > n 0 : fln+1 > 1. (3.4) 

d n 

Dokazeme, ze platf vyrok 

V« e N,n > n 0 : a n > a no . (3.5) 

Pro n = n () je to to tvrzenf zrejme. Jestlize pro nejake n e N, n > no, platf a„ > a„ 0 , 
pak podle ( j3.4| ) platf 

a n+ 1 ^ 

a„+i = —a n >a n > a no . 

a tl 

Tfm je podle principu matematicke indukce dokazan vyrok (|3.5|). Rada ma podle 
predpoklad u klad ne cleny, a tedy a„ 0 > 0. To znamena, ze neplatf lim a n = 0. 
Podle Vety |3.1.15| tedy rada a n diverguje. ■ 
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(3.6) 
: 1. Podle 


3.2.12. Priklad. Necht: e N.Oznacmea„ = Rozhodnete, zdaradaJj^U a n 
konverguje. 

Resent Rada zrejme diverguje pro k = 1. Predpokladejme, ze k > 2. Plata a„ > 0 
pro kazde n e N a navic pro n e N, n > 2, plati 

a„+i = (ft + l) fe = (1 + \) k 

a n (kn + l)...(kn+k) (jfc + i) ...(*+|)' 

Z vety o limite soucinu (Veta |2.2.37| (b)) dostavame lim 

Vety |3.2.1l| tedy konverguje. * 

3.2.13. Poznamka. Je-li {a„} posloupnost kladnychrealnych cisel splnujici lim 

1, pak o konvergenci ci divergenci rady nemuzeme rozhodnout na zakla- 

de Vety ^2ll| . Oznacime-li napriklad a„ = \ a b„ = \ pro n e N, pak plati 
lim a " a ^ = lim ^±1 = 1, rada je divergentni a rada je konvergentni. 

3.2.14. Poznamka. V souvislosti s tvrzenim (d) ve Vete [3.2.1l| upozorneme na to, 
ze predpoklad lim sup "+ 1 > 1 nezarucuje divergenci rady Y^=\ a n- Prikladem je 
rada a n definovana predpisem 

_1 , n je-li n liche, 

+1 . n je-li ft sude, 


tedy 


A 111111 

^ a "-4 + 2 + T^ + S + M + ^ 


Pro kazde n e N plati 0 < a n < 2 ” +1 , a tedy je uvedena rada konvergentni podle 
srovnavaciho kriteria (Veta |3.2.2| (a)). Presto vsak plati lim sup a ” +1 > 1, nebot; 

je-li n liche, 
je-li n sude, 

takze lim sup = 2. 

3.2.15. Priklad. Necht: a > 0. Rozhodnete, zda rada 7 TT konverguje. 


n € N, 


Resent Cleny zadane rady jsou kladne a plati 

a«+i .. a 

lim - = lim - = 0. 

n—*oo a n n-*oo n + 1 

Rada tedy konverguje podle Vety |3.2.1 l| (c) . * 

3.2.16. Poznamka. Necht' {«„} je posloupnost s kladnymi cleny. Z Prikladu |2.5.10| 
plyne, ze pokud lim existuje, pak existuje i lim ifon a limity se rovnaji. To zna- 
mena, ze je-li splnena premisa tvrzeni (c), nebo (d) Vety [3.2. ll| , pak je tez splnena 
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premisa tvrzeni po fade (c), nabo (e) Vety |3.2.8| . Vypocet lim ?Ja n vsak muze byt 
v nekterych pfipadech podstatne obtiznejsi nez vypocet lim Un a +] . 

3.2.17. Veta (kondenzacni kriterium). Necht: {a n } je nerostouci posloupnost s ne- 
zapornymi cleny. Pak fada Y^=^ a n konverguje prave tehdy, kdyz fada 2”a 2 ” 

konverguje. 

Dukaz. Pro k e N oznacme 


s k = E a i a = E 2 ’ a v ■ 

7=1 7=0 

4= Oznacme A = ^ a iJ ■ Potom /let. Zvolme m e N. K nemu 

nalezneme me N takove, z em <2 k . Potom tk < A, a tedy plati 

s m <a l + (a .2 + a-i) + (<24 + 05 + ae, + ai) + • • • + ( a 2 k-\ + • • • + a 2 k-i) 
k- 127+1-1 k- 1 

= E E a * ± E 2Ja * = tk-i ~ A - 

j= 0 n =2J 7=0 


To znamena, ze poslo upnost {s m } je shora omezena, a tedy rada X!«Li a « konver¬ 
guje podle Vety p.2.l| . 

=>• Oznacme B = X!«t=i a n ■ Potom Set. Zvolme k e N. K nemu nalezne¬ 
me me N takove, ze 2 k < m. Potom s m < B a navic plati 

Sm — a 1 + fl 2 + ( a 3 + < 24 ) + (05 + <26 + a l + #8) + ** ■ + (< 2 2 *—!+1 T ' *' + &2 *) 

k 27 k j 

= flt + E E «7 >«i + E 27-1 ^- = <21 + 2E 27a v 

7 = 1 f=27—1 + 1 7 = 1 7 = 1 



tk 

2 ’ 


takz e tk < 21?. To znamena, ze posloupnost { 4 } je shora omezena, a tedy podle 
Vety |3.2.1| rada YlnLo^" a 2 n konverguje. ■ 

Vime, ze h diverguje (Pr(klad [3.1.1l[ ), zatimco \ konverguje (Pfi- 
klad |3.2.3| ). V nasledujici vete uvedeme charakterizaci konvergence fad X!^=i ^ v 
zavislosti na parametru »et. Veta je dulezitou aplikaci kondenzacniho kriteria. 

3.2.18. Veta. Necht; a e M . Potom rada X!«^=i ^ konverguje prave tehdy, kdyz 


Dukaz. Je-li a < 0 , pak pro kazde neN plati A > 1 , takze neni splnena podminka 
lima„ = 0. Podle Vety |3.1.15| tedy rada X!^=i ^ diverguje. 

Pfedpokladejme nyni, ze a e (0, 00 ). Z definice vyrazu n a (odstavec |1.8.17[ ) a 
vlastnosti funkci exp a log (odstavce |1.8.15| a |l.8.16[ ) plyne, ze {^ a } je nerostouci 
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posloupnost kladnych realnych cisel. Podle kondenzacniho kriteria (Veta |3.2.17[ ) 
rada Y2T= \ ^ konverguje prave tehdy, kdyz konverguje rada 


^ 2 "(2*)“ ^ (21 a) "' 

n =0 V J n =0 


Rada “)" j e geometrickou radou s kvocientem 2 1 a tedy je podle Pff- 

kladu |3JL8[konvergentni prave tehdy, kdyz 2 1_ “ < 1. To nastava prave tehdy, kdyz 


3.2.19. Priklad. Rozhodnete, zda rada 


1 +Vn_ 


konverguje. 


Resent. Pro n e N oznacme a n = a b n = n l. Potom pro kazde n € N plati 

> 0 a b„ >0. Rada bn konverguje podle Vety |3.2.18| , nebot; | > 1. Navic 


plati 


lim ^ = lim r. 
b„ ”-*• 00 


1 + l/n 


l + V^ 

Podle Vety |3.2.5| tedy konverguje i rada ■ 


~ = lim 

!+«2 " _>0 ° 1 + n~ 


3.3. Rady s obecnymi cleny 

V tomto oddilu odvodime nekolik postacujicich podminek pro konvergenci 
fad, jejichz cleny mohou byt kladne i zaporne. Prvnim vysledkem tohoto typu bude 
Leibnizova veta. 

3.3.1. Veta (Leibniz). Necht; {a n } je monotonni posloupnost splnujici lim a n = 0. 
Potom je rada l)”a„ konvergentni. 

D ukaz. P redpokladejme, ze {a„} je nerostouci. Odtud, z predpokladu vety a Ve¬ 
ty [2.4.l| plyne, ze lima„ = inf{a„; n e N} = 0. Potom tedy a„ > 0 pro kazde 
n e N. Oznacme pro k e N 

Sm = ^(-l)"a«. 

n= 1 

Potom pro kazde k e N plati 

s 2k+2 — s 2k = <*2k+2 — «2fc+l - 0 a ^yfc+l — <^2Jfc—1 = — «2fe+l + «2fc > 0, 
nebot'{a„}je nerostouci. Tedy posloupnost \s 2 k}]c nerostouci a poslou pnost \s 2 k+\ } 
je neklesajici. Diky vete o limite monotonni posloupnosti (Veta [2.4.11 ) maji obe po- 
sloupnosti limitu. Pro kazde k e N plati s 2 k+ i = s 2 k — a 2 k+\ ■ Z predp okladu vime, 
ze lim a n = 0, a tedy diky vete o limite vybr ane po sloupnosti (Veta |2.3.22| ) take 
lim a 2 k+\ = 0. Z vety o aritmetice limit (Veta |2.3.27| ) tedy dostavame 

lim,s u+1 = lim (s 2k - a 2k+l ) = lim s 2lc - lima 2fc+1 = lim s 2k , 
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takze posloupnosti {S2k ! a {^fc+i} maj i spolecnou limitu s e M*. Protoze ale pro 
kazde k e N plati 

■H < $2k+\ = $2k — «2fc+l 5 S2k < -*2, 

je sel Odtud diky Vete |2.3.23| (viz tez Poznamku |2.3.24| ) plyne, ze lim s n = s, a 
nase radaje tedy konvergentni. 

Je-li posloupnost {a n } neklesajici, potom je posloupnost {—a n } nerostouci a 
lim(—a„) = 0, a tedy rada (~ a n) podle jiz dokazaneho konverguje. 

Podle Dusledku |3.1.21| konverguje i rada Y^n=ii~^) n a n - ■ 


3.3.2. Priklad. Dokazte, ze rada Y^= \ ( — b)" \ j e konvergentni. 

Resent. Posloupnost {^} je nerostouci a navic plati lim £ = 0. Z Vety |3.3.l| tedy 
plyne, ze rada 1 ( — 1)" \ j e konvergentni. * 


3.3.3. Predpoklad monotonie ve Vete |3.3.1| nelze vynechat. Prikladem je rada 
££Li(-l)"an,kde 

^ pro n e N sude, 

0 pro n e N liche. 



Posloupnost {a n } sestava z nezapornych cisel a konverguje k 0, neni vsak mono- 
tonni. Oznacme {s m } posloupnost castecnych souctu rady (—l)"a„. Potom 
pro kazde k e N plati 


_ 1 _ 1 1 

Slk ~]k 2 i - 2 lk j ' 

Podle Prikladu [3.1.1 l| je limfe-^oo s 2 k = oo, a tedy uvedena rada diverguje. 


V nasledujicim lemmatu vyuzivame umluvu uvedenou v Oznaceni |l.6.l| . 


3.3.4. Lemma (AbelovaS parcialni sumace). Nechti meNaai,..., a m , b \...., b m 
jsou realna cisla. 

(a) Necht; n e N, n < m, a ct* = J2j=n aj, k = n,... ,m. Pak plati 

Yajbj = Y a J ( b J ~ b J+ 1) + a mbm- (3.7) 


(b) Oznacme Sk = J2j= i aj,k = 0__ m. Pak pro kazde «eN,n< 

m m—1 

Y a J b J = ~ S n~\ b n + Y S J'( b J ~ fy+l) + Smbm ' 


m, plati 
(3.8) 


‘Niels Henrik Abel (1802-1829) 
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Dukaz. (a) Pomocf elementarmch uprav dostaneme 
^Y a i b i = a nb n H-1 - ambm 

i= n = o n b n + (a„ + i - o n )b n+ 1 H-1- (o m - o m -i)b m 

= Gn(b n - b n + 1 ) H-1- o m -i(b m -i - b m ) + o m b m 

= Y a j( b J ~ b i+ 1 ^ + Gmbm - 

i=n 

Tim je dokazano tvrzenf (a). 

(b) Podobne jako v dukazu tvrzenf (a) platf 

Y' ajbj = a n b n H-1 - a m b m 

j=n = ( s n - s„-i)b„ + (s„+i - s n )b n +i H-1 - (s m - s m -i)b m 

= -s„-ib n + S n {b n - b n+ 1 ) H-1- s m -\{b m -\ - b m ) + s m b m 

= Sn-lbn + Y S l( b J ~ b J + 1 ) + S m b m- 


Tfm je dokazano tvrzenf (b). 


3.3.5.Veta (Abelovo-DirichletovoB kriterium). Necht' {«„} a {b n } jsou posloupnos- 
ti realnych cfsel, pricemz {b n } je monotonnf. Necht'je navfc splnena alespon jedna 
z nasledujfcfch dvou podmfnek: 

(A) posloupnost {b n } je omezena a rada a n konverguje, 

(D) lim b n = 0 a posloupnost castecnych souctu rady a n j e omezena. 
Pak rada a nb n konverguje. 


Dukaz. Predpokladejme nejprve, ze posloupnost {b n } je nerostoucf. Predpokladej- 
me, ze je splnena podmfnka (A), potom existuje K e (0, oo) takove, ze pro kazde 
n e N platf \b n \ < K. Zvolme £ > 0. Rada a n splnuje Bolzanovu-Cauchyovu 
podmfnku, takze muzeme nalezt no e N takove, ze pro kazde n,m e N, n > no, 
m > n, platf | a i | < e ■ Zvolme n, m e N splnujfcf n > no a m > n a oznacme 
Ok = fl/i k = «,..., m. Potom pro kazde k e {n,. .., m} platf \ok\ < s. Podle 
Lemmatu |3.3.4| (a) mame 


Y a > b J 


= | + + O m b m 


2 Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) 
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Posloupnost {b n } je nerost oucf, takze bj — bj+i > 0 pro kazde j e N. Odtud a z 
trojuhelnfkove nerovnosti ( |1.18[ ) vyplyva, ze 

E Q>j - + ^|<(e I Oj I (bj -bj +l )J+\a m \\b m \ 

< e {TS b i + e\b m \ = s((b n - b m ) + \b m \) 

< e (\b n \ + 2\b m \) < 3Ke. 

Kombinacf odhadudostavame, zerada a nb n splnujeBolzanovu-Cauchyovu 
podmmku, a tedy je podle Vety |3.1.18| konvergentnf. 

Nynf predpokladejme, ze platf podmmka (D). Potom jsou cleny posloupnosti 
{b„} nezaporne. Oznacme Sk = J2j= i a i P ro k e'N. Nalezneme M e (0, oo) takove, 
ze pro kazde n e N plati |s„| < M. Zvolme e e !, e > 0. Knemu nalezneme no e N 
takove, ze \b n\ < s pro kazde n e N ,n > «o-Nechti/i, m e N splnujfn > «oam > n. 
Z Lemmatu |3.3.4| (b) plyne 


|E a A'| = ySn-lbn + 'Y1, Sj(bj - bj+i) + s m b m \ 

< Mb n + E M(bj - bj +0 + Mbm 
j=n 

= Mb n + M (b n — b m ) + Mb m 
= 2Mb n < 2 Ms. 

R ada Y™ , a n b„ splnuje Bolzanovu-Cauchyovu podmmku, a tedyje podle Ve¬ 
ty |3.1.18| konvergentnf. 

Je-li posloupnost {b n \ neklesajfcf, lze dukaz provest obdobne, nebo lze jiz do- 
kazane tvrzenf pouzft pro posloupnost {—b n }. m 


3.3.6. Poznamka. Leibnizova veta (Veta |3.3il| ) je specialnfm prf padem Vety |3.3.5| (D), 

prot oze ra da 1)” ma omezenou posloupnost castecnych souctu (vizte Prf- 

kladp~6|). 

3.3.7. Prfklad. Dokazte, ze rada Y^T=i s ' n nx ma omezenou posloupnost castec¬ 
nych souctu pro kazde teB. 

Resent. Ze souctovych vzorcu plyne, ze pro kazde tela kazde ieN platf 
2sin(ix) sin (A: a) = cos(k - 2)x - cos (k + 2)x, 
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Pak pro kazde iela kazde n e N dostavame 


2 sin(lx) ^ sin(fcx) = ^ (cos (k — |)x — cos(fc + ^)x) 

k=i k =i (3.g) 

= cos(l — |)x — cos(« + |)x 
= cos \x — cos (n + |)x, 

(3.10) 


Jestlize x e {21jt, l e Z}, pak sestava rada sin(nx) z nulovych clenu, a ma 

tedy o meze nou posloupnost castecnych souctu. Jestlize x ^ {2/7r; / e Z}, pak ze 
vzorce ( |3.9| ) plyne pro kazde n e N odhad 


| y; sin(/cx) 
\k= 1 


Jbw(|aF)-a»(w+j)»j 

|2sin(ix)| 


a tedy opet ma rada X!^=i sin(nx) omezenou posloupnost castecnych souctu. * 


3.3.8. Priklad. Dokazte, ze rada cos nx ma omezenou posloupnost castec¬ 

nych souctu prave tehdy, kdyz xel \ {Hit; l e Z}. 

Resent Ze souctovych vzorcu plyne, ze pro kazde xela kazde k e N plati 
2sin(lx) cos(£x) = sin(fc + l)x - sin(& - l)x. 

Pak pro kazde x e R a n € N dostavame 


2 sin(lx) y cos (kx) = ^ (sin(A: + |)x - sin(fc - l)x) 

k=i k= i (3.11) 

= - sin(l - |)x + sin(« + J)x 
= sin(« + |)x - sin(lx). 


Jestlize x e {2/7r; / e Z}, pak rada cos(nx) = Yln^i 1 zrejme nema omeze¬ 
nou posloupnost castecnych souctu. Jestlize x ^ {2/7r; / e Z}, pak ze vztahu ( |3.11| ) 
plyne, ze 


Ecosfrx) 

IJfc=l 


|sin(»+s)^-sin(gx)| 

|2sin(Ix)| 


a tedy opet ma rada X!^=i cos(nx) omezenou posloupnost castecnych souctu. * 


3.3.9. Priklad. Dokazte, ze rada YAA=\ s 'y" x je konvergentnipro kazde x el. 

Resent Necht' x e R. Pro n e N polozme a n = sin nx, b n = Podle Prikla- 
du |3.3.7| je posloupnost castecnych souctu rady X!nt=i omezena. Posloupnost 
{b„} je klesajici a splnuje lim b n = 0. Z Vcty |3.3.5| (D) tedy plyne, ze rada YAA=\ 
konverguje. * 
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3.3.10. Pfiklad. Dokazte, ze fada cos " x konverguje prave tehdy, kdyz a e 
M\{2 lit; lei}. 

Resent Jestlize ieR\ {2hr, k e 1}, pa klze konvergenci fady cos ^ x dokazat 

obdobne jako v feseni Pfikladu |3.3.9| . Jesdize a = 2ln, kde / e 1, potom pro 
kazde n e N pl ati cos nx = 1, a tedy fada cos " x = « diverguje podle 

Pffkladu pTlIi * 


3.4. Absolutni konvergence ciselnych fad 


3.4.1. Definice. Rekneme, ze fada a n je absolutne konvergentni, jesdize je 

fada \ a n \ konvergentni. Je-li fada a n konvergentm, ale neni absolutne 

konvergentni, fikame, ze je neabsolutne konvergentni. 

3.4.2. Poznamka. Rada, jejiz cleny nemeni znamenko, konverguje prave tehdy, 
kdyz konverguje absolutne. 

3.4.3. Veta. Necht' a n je absolutne konvergentni fada. Pak je fada 

konvergentni a navic plati l a n < \ a n\- 

Dukaz. Podle Vety |3. 1.1 8| splnuje fada \ a n\ Bolzanovu-Cauchyovu podmin- 

ku. Zvolme e > 0. Pak lze nalezt «o e N takove, ze pro kazde n,m e N, n > no, 
in > n, plati Y^f= n \ a j\ < £ - Z trojuhelnikove nerovnosti plyne, ze pro kazde 
n, m e N, n > no, m > n, plati 




< e, 


a tedy ta ke fada a n splnuje Bolzanovu-Cauchyovu podminku. Podle Ve¬ 

ty [3.1.18| je tedy X!n^=i a n konvergentni. 

Pro n e N oznacme s n = Ylk =l a k a °n = Y^k= l \ a k\■ Potom zf eime pl ati pro 
kazde n e N nerovnost s n < a n . Odtud, z definice souctu fady a Vety |2-2.45| plyne, 

<Lr=i \a n \. ■ 


3.4.4. Pfiklad. Dokazte, ze fada ( -'f- je absolutne konvergentni. 

Resent Oznacme a n = } , n e N. Potom plati \a„\ = n e N. Protoze fada 

\ a n\ konverguje (vizte Pfiklad (3.2.3| ), je fada ( ~2 absolutne konver¬ 
gentni. * 


3.4.5. Pfiklad. Dokazte, ze fada Yl™= \ ( j e neabsolutne konvergentni. 

Resent Oznacme a n = ai B = 4,n6 N. Potom je {b n \ monotonni posloup- 
nost splnujici lim b n = 0, a tedy je fada a n konvergentni podle Vety |3.3.1| . 
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Naproti tomujefada \ a n\ = ^ divergentnfpodle Vety [3~2.18| . Odtud 

plyne, ze rada X!^=i a n jc neabsolutne konvergentnf. * 

Nasledujfcf dve vetyjsou variantami Cauchyova odmocninoveho a d’Alembertova 
podfloveho kriteria pro absolutnf konvergenci fad. 

3.4.6. Veta (Cauchyovo odmocninove kriterium). Nechf a n j e fada. 

(a) Jestlize platf 

E q e (0,1) E« 0 e N Vn e N, n>no\ \/\a n \ < q, 
pak fada X!n^=i a n j e absolutne konvergentnf. 

(b) Je-li limsup y/\a n \ < 1, pak je a n absolutne konvergentnf. 

(c) Je-li lim y/\a n \ < 1, pak je Y.T= \ a n absolutne konvergentnf. 

(d) Je-li limsup ?/\a n \ > 1, pak nenf pravda, ze lima„ = 0, a tedyje a n 
divergentnf. 

(e) Je-li lim lj/|a n | > 1, pak nenf pravda, ze lima„ = 0, a tedyje a n 

divergentnf. 


Dukaz■ (a) P odle jiz dokazaneho Cauchyova kriteria pro fady s nezapornymi cleny 
(Veta [3.2.8| (a)) dostavame, ze fada X!nt=i \ a n \ konverguje, a tedy konver- 

guje absolutne. Tvrzenf (b) a (c) lze odvodit obdobne. 

(d) Po dle Vety|3.2.8| (d) dostavame, zeposloupnost {\a n \\ nekonvergujeknule. 
Podle Vety |2.2.25| pak \a n \ take nekonverguje k nule. Odtud plyne divergence fady 
\ a n- Tvrzenf (e) lze dokazat obdobne. ■ 


3.4.7. Veta (d’Alembertovo podflove kriterium). Necht' a n je fada s nenulo- 
vymi cleny. 

(a) Jestlize platf 


E q e (0, 1) E« 0 e N V« e N, n > n 


pak fada X!n^=i a n j e absolutne konvergentnf. 

(b) Je-li limsup p^p < 1, pak je Y.T=i a n absolutne konvergentnf. 

(c) Je-li lim < 1, pak je Y^=\ a n absolutne konvergentnf. 

(d) Je-li lim pp^p > 1, pak nenf pravda, ze lima„ = 0, a tedyje J2™=i a n 
divergentnf. 


D ukaz. (a ) D’Alembertovo podflove kriterium pro fady s nezapornymi cleny (Ve¬ 
ta |3.2.1l| (a)) ukazuje, ze fada Ylr?= t \ a n\ konverguje, a tedy X!«^=t a n konverguje 
absolutne. Pfi duk azu tvr zenf (b) a (c) lze postupovat obdobne. 

(d) Podle Vety|3.2.11| (d) dostavame, ze posloupnost {\a n \} nekonverguje k nu¬ 
le. Podle Vety |2-2-25| pak {a„} take nekonverguje k nule. Odtud plyne divergence 
fady a„. ■ 


3.4.8. Prfklad. Vysetfete konvergt 


a absolutnf konvergenci fady J2T= t ( — 0" 
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Resent Nejprve vysetrime, zda rada konverguje absolutne, tj. zda konverguje rada 


lim - 


- = lim - 




(n + 1 )Vn 

~ (« + i)VJT+T-l 


- = l 


a rada ^ diverguje podle Vety |3.2.18| , z limitmho srovnavaciho kriteria ply- 
ne, ze rada ( „ +1 diverguje. Proto rada ze zadani nekonverguje abso¬ 

lutne. 

Pro vysetreni neabsolutni konvergence pouzijeme Leibnizovo kriterium (Ve- 
ta |3.3.l[ ). Rada zrejme pravidelne stffda znamenka. Dale plati 
n + l 


lim - 


= lim - 


(n + l)VnTT-l Vn + 1 - 
Nakonec potrebujeme rozhodnout o platnosti nerovnosti 
n+l ^ n+2 


a n = ~ 


, , „ , , a„+ 1. (3.12) 

(n + l)V^fT- 1 “ (n + 2)Jn + 2- 1 

Tuto nerovnost vsak snadno prevedeme ekvivalentnimi upravami na nerovnost 
(n + 1 )(n + 2) (Vn + 2 - Vn + l) + 1 > 0, 

jez plati pro kazde n e N. Pro kazden e N tedy plati i ( |3.12[ ). Overili jsme, ze nase 
rada splnuje predpoklady Vety |3.3.l| , a proto rada konverguje. 

Rada ze zadani je tedy neabsolutne konvergentni. * 


3.4.9. Priklad. Dokazte, ze rada i +r j e neabsolutne konvergentni. 


Resent Zadana rada je konvergentni podle Prikladu |3.3.9| . K overeni neabsolutni 
konvergence je treba ukazat divergenci rady \ \ +r I • Protoze vsak 


N: 


sin 2 n 
n 


staci podle Vety |3.2.2| (b) dokazat divergenci rady V ” ■ Pomoci vzorce pro 

dvojnasobny argument dostaneme pro kazde n e N 


sin 2 n 1 — cos 2 n 
n 2 n 


Tedy, kdyby konvergovala rada s ' n n ” > konvergovala by i rada X!n^=t 1 %^ 2 ” . 

Podle Prikladu [3.3.10| rada C °V konverguje. Navic pro kazde n e N plati 

1 1 — cos 2 n cos 2 n 

n n n 

Kdyby tedy konvergovala rada konve rgoval a by podle Vety |3.1.22| i 

harmonicka rada. To by vsak byl spor s Prikladem |3.1.11| . * 
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3.4.10. Veta (Toeplitz). Necht: c n . k eM.,n,k e N, jsou realna cfsla splnujfcf 

(a) pro kazde k e N platf lim,,^^ c n>k = 0, 

(b) lim„^oo E~=i c n,k = 1, 

(c) SU P«€N £y£=l \ c n,k\ < 00. 

Necht' {cik} je konvergentnf posloupnost. Potom je posloupnost {b n }, kde b n = 
c n,k a ki dobre definovana a platf lim b n = lim a n . 

Dukaz. Oznacme C = sup ngN XifeLi \ c n,k\- Posloupnost {a k } je omezena, nebotlje 
konvergentnf. Zvolme n e N. Potom podle (c) platf 

Y \c n ,ka k \ < C ■ sup{|a ft |; k e N} < oo, 

k=\ 

a tedy rada XifeLi c n,k a k konverguje absolutne, takze b„ je realne cfslo. 

Nynf navfc predpokladejme, ze lim a k = 0. Zvolme libovolne e e R, e > 0. K 
nemu nalezneme ko e N takove, ze 


Potom platf 


VJfc e N.Jfc > k 0 : \a k \ < e. 


limsup |6„| = lim sup | Y, c n,k<lk | 


(3.13) 


= lim sup | Y c n,ka k + Y c ". k ° k \ 
n ^°° k= 1 k=k 0 +1 

Dfky (a) platf rovnost 

ko k 0 

lim sup Y^ C n,k a k = li m Y, Cn ’ kClk = 

" _i " 00 k =1 k =1 

nebot; uvazovana suma ma pevny konec ny po cet scftancu a lze uzft vetu o aritmetice 
limit. Dale odhadneme s pomocf (c) a ( |3.13| ) 

lim sup | Y c n,kdk\ < limsup Y \ c n,ka k \ 

n ~k=ko + l n-+oo k=kQ+l 

< limsup Y^ \ c n,k\ e — C e - 
n_> ' 00 k=k 0 +1 

Dohromady tedy dfky Vete [2.4.15| mame 

■ *° , , « , 
limsup \b n | < limsup ^ c n , k a k + limsup Y, c n,kak\<Ce 

n —>oo n->oo fc = i n-> oo k=ko+l 

pro libovolne kladne eel,a tedy lim b n = 0. 
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Predpokladejme nyni, ze lim a„ =4eM. Potom muzeme psat 

lim b n = lim ^2 c n,k a k = li m c n,k(. a k ~ d) + lim c„.kA. 

k =1 4=1 4=1 

Prvni limita je rovna 0 podle predchozi casti, nebot; lim^ool^ — A) = 0. Druha 
limita je rovna A diky (b). Dohromady tedy dostavame b n = A, cimz je 

tvrzeni dokazano. ■ 

V nasledujici vete ukazeme dulezity specialnf pripad Toeplitzovy vety. 

3.4.11. Veta. Necht; {a n } je konvergentni posloupnost realnych cisel. Potom plati 

lim - V ak = lim a n . 

Dukaz. Pro n,k e N polozme 

I k, pokud k <n, 

0, pokud k > n. 

Overime predpoklady Toeplitzovy vety (Veta |3~4.10| ). Necht; k e N. Potom 

lim c n k = lim - = 0, 
n-s-oo ’ n-s-oo n 

a tedy predpoklad (a) je splnen. Protoze pro kazde n € N mame 



je splnen i predpoklad (b). Konecne protoze c n ^ > 0 pro kazde n,k e N, dostava¬ 
me 

£k*I = jtc n , k = l 

4=1 4=1 

pro kazde n e N. Plati tedy sup neN XiibLi \ c n,k\ = 1 < oo, takze i predpoklad (c) 
je overen. Vzhledem k tomu, ze 

lim ^2 c n,k a k = li m — a 4, 
n_>0 ° 4=1 n ^°° U 4=1 

plyne tvrzeni z Toeplitzovy vety (Veta |3~4.10[ ). ■ 

Z nasledujiciho prikladu vyplyva, ze tvrzeni Vety |3.4.11| nelze obratit. 

3.4.12. Priklad. Necht; a n = (—1)", n e N. Dokazte, ze 

lim - ^ ak = 0. 

«-*-00 n fe=1 

Resent. Pro kazde n e N plati k J2k=i a k — ^yfp. Odtud plyne tvrzeni. * 
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3.5. Prerovnanirad 

Scftame-li konecne mnoho realnychcfsel a\,... ,a n , pak vysledny soucet neza- 
visf na poradf scftancu a\,... ,a n . Jinymi slovy, je-li ji libovolna bijekce mnoziny 
{1,... ,n} na sebe, pak platf Ya=\ a i = U"= i a 7t(.i)- V tomto oddflu ukazeme, za 
jakych podmfnek platf analogic uvedeneho pozorovanf i pro nekonecne rady. 

3.5.1. Definice. Necht' X!n^=i a n je fada. Je-li tt: N —>■ N bijekce, nazveme fadu 
Unt=i a n(n) prerovnanfm rady X!n^=i a n- 

3.5.2. Uvazujme napffklad bijekci n : N -> N definovanou pfedpisem 
n + 1, pokud n je liche, 
n — 1, pokud n je sude. 

Mame-li radu 

a„ = fli + a 2 + fl3 + «4 + ■ ■ •, 

n= 1 

pak pomocf bijekce it obdrzfme pferovnanou radu 

Xj a *(«) = a *(D + + • • • 

= U2 + fll + ^4 + ^3 + • • • 

Nasledujfcf jednoduche lemma v dalsfm vykladu nekolikrat pouzijeme. 

3.5.3. Lemma. Necht! /: N -»• N je zobrazenf a Ac /(N) je konecna mnozina. 
Pak existuje n e N takove, zedc {/(l),..., /(«)}. 

Dukaz . Pokud je A prazdna, pak stacf polozit naprfklad n = 1. Pfedpokladejme, 
ze A je neprazdna. Pro kazde a e A nalezneme n a 6 N takove, ze platf f(n a ) = 
a. Mnozina B = {n a ; a € A} je neprazdna a konecna, nebot' A je neprazdna a 
konecna. Polozme n = max B. Potom platf 

A = f(B) C /({1,...,«}) = {/(l)./(«)}, 

cfmz je tvrzenf dokazano. ■ 

3.5.4. Lemma. Necht' fada a n konverguje. Potom pro kazde e e M, e > 0, 
existuje no e N takove, ze |X!n^=« 0 a n \ < s - 

Dukaz. Oznacme {s n } posloupnost castecnych souctu rady Y^= \ a n a jcjf soucet. 
Necht! s e R, s > 0. K nemu nalezneme n 0 e N takove, ze |s-s„ 0 _i| < s. Oznacme 
{t n }^L no castecne soucty rady J2T=n 0 *3- 

t„ = a„ 0 H-1 - a n , n e N, n > «o- 

Potom pro kazde n e N, n > no, platf s n = s„ 0 -i + t n , a tedy take 
lim t n = lim(s„ - s„ 0 _i) = 5 - s „ 0 - x . 
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Posloupnost {t„}%L no tedy konverguje. Rada Y^m= no a * j e tudfz konvergentnf a jejf 
soucet je raven s — s no -\. Tedy platf 

^ a„ = |s - s„ 0 _i | < e. 

\n=n 0 \ 


3.5.5. Veta. Necht: rada J2T=i a n absolutne konverguje a jv: N -*■ N je bijek- 
ce. Potom prerovnana rada a n (n) absolutne konverguje a platf a n = 

ES.1-XW. 

Dukaz. Zvolme me N. Lemma |3.5.3| aplikujeme na zobrazenf 7t~ l amnozinu A = 

{1,..., m}. Nalezneme n e N takove, ze 

(1 ,..., w} C {zr —1 (1), ..., 7r _1 (n)}. 

Mame tedy {tt(1), .... 7t(m)} C {1,..., n}. Potom platf 

£l a *t/)|<f>i|<X>i|- 

Odtudpodle Vety |3.2.l| plyne, zerada Jjjli \ a n(j) \ konverguje, a tedy rada a n(J) 

konverguje absolutne. 

Pro dukaz druhe casti tvrzenf oznacme 

Sn = a\ 4- + a n , t n = a^-(i) H-l-ajr(n)> n e N, 

i = Km s n , t = lim t„. 

Potom s a t jsou dobre definovana realna cfsla, nebot' rady Y.T= \ °n a Y.T=t a n(n) 
ab solutn e konvergujf, a tedy i konvergujf. Zvolme e e R, e > 0. Pomocf Lemma- 
tu ^5H nalezneme m e N takove, ze 

J2 \ a i\ <£ a \ a 7t{j)\ < £■ (3-14) 

i=m +1 j=m +1 

Lemma |3.5.3| aplikujeme na zobrazenf it -1 a 7r a nalezneme n, j e N takova, ze 
{1 C {zr —1 (1),..., 7r _1 (n)}, 

{1 . m} C 

Polozfme-li k = ma x{j,n}, mame k >n, a dostaneme 
{7r(l),. .., 7r(w)} C {1, • • • ,k}, 

{L... ,m} C {zr(l),... ,Ji(k)}. 

Zvolme libovolne p € N, p > k. Oznacme 

A = {l,...,p}\{7T(l),...,7r(p)}, 

B = ... ,7t(p)}\{\,..., p}. 


(3.15) 

(3.16) 
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Pak podle ( |3.16| ) mame A C {i e N; i > m} a podle ( |3.15[ ) je B C {n{j)\ j e 
N ,j> m}. Potom dostavame 

■ p p | | , 

\sp-h\ = \ = \Y, a i-J2 a *u)\ + 

i= 1 7 = 1 ieA jeB ieA jeB 

< £ l«il+ £ |a w o-)|<2e. 

!=m+l 7=m+l 

Ukazali jsme, ze platf s — t = limp-^*, (s p — t p ) = 0, a tedy s = t. Tim je dukaz 
dokoncen. ■ 


Predchazejfcf veta rfka, ze prerovnanf absolutne konvergentni rady nemenf jejf 
soucet. Pro neabsolutne konvergentni rady vsak toto tvrzenf neplatf. Nejprve uka- 
zeme prfklad rady a jejfho prerovnanf s rozdflnymi soucty. 

3.5.6. Prfklad. Uvazujme radu 

1 _ i 1 _ 1 1 _ 1 
T _ T + 2 _ 2 + 3 _ 3 

Dokazte, ze existuje prerovnanf teto rady, ktere ma jiny soucet nez puvodnf rada. 


Resent. Zadanou radu prepfseme ve tvaru Yln‘=\ a n^ kde a^n-i = 1, ciin = — 
n e N. Pr o castec ne soucty teto rady platf S2n -1 = \ a S2 n = 0, n e N. Odtud 
podle Vety |2.3.23| plyne, ze lim5„ = 0, takze X!«^=i = 0- 

Polozme 

1 4k — 3, pokud n = 3k — 2, k e N, 

4k —pokud n = 3k — 1, k e N, 

2k, pokud n = 3k, k e N. 

Potom platf 

a n(3k-2) = 2k- \ ' a nO k ~V = « jt (3*) = “£> ken, 

a tedy 

^ 111111 
E“»W-T + 2-T + 3 + 4-2 + -- 

Oznacme n-ty castecny soucet prerovnane rady symbolem a n . Potom platf 


CT 3 n - 7^(«7T(3fc-2) + a n r(3*—1) + Ujz(3k)) ~ ^ , _ 


(3.17) 


(3.18) 


03/J+2 = 03 n + 


2n + l 2ii+2‘ 


(3.19) 
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Protoze pro kazde k e N plat! f7fc _ 1 1 - )7fc < , je rada Y^k=\ (ik-\)2k konvergent- 

nl podle srovnavaclho kriteria (Veta |3.2.2|(a )) a Vety |3.2.18| . Jejl soucet je kladny, 
nebo! cleny rady jsou klad nc. P o dle (|3. 1 7[ ) tedy plat! vztah lim,,-^ cjj n = s e 
(0, oo). Nynl snadno podle (|3.18|) a fl3.19| ) dostavame, ze plat! take lirrin^oo CT3 „+i = 
linin^oo (T3„+2 = Podle Vety |2.3.23| obdrzime lim a n = s. Soucet prerovnane ra- 
dy je s, takze se lisl od souctu puvodnl rady. * 

Nasledujici veta ukazuje, ze chovanl rady a jejlho prerovnam popsane v pred- 
chazejlclm prlkladu je pro neabsolutne konvergentnl rady typicke. 

3.5.7. Veta (Riemann). Necht: rada °n konverguje neabsolutne a necht' .s- e 
TK*. Pak existuje prerovnam teto rady se souctem s. 

Zbytek tohoto oddllu bude venovan dukazu Riemannovy vety. 

3.5.8. Oznaceni. Pro * e M oznacme x + = max{a;,0} at' = max{—x,0}. Pro 
kazde tel plati nasledujici vztahy: 

x + >0, x~ >0, x = x + - x~, |x| = a+ + (-*)+ = je", (-*)" = * + - 

3.5.9. Lemma. Necht' rada a n konverguje neabsolutne. Pak plat! X^i a n = 

T,T=l a n = °°- 

Dukaz. Jelikoz obe rady a t■> Y^n=i a n sestavajl z nezapornych clsel, jejich 

soucty existujl, a jsou bud konecne nebo rovne oo. Oznac me tyto soucty po fade 
s+ at- Jestlize jsou s+ i s- vlastnl, potom podle Dusledku |3.1.2l| rada 

X>.i = f>:+«») 

n =1 n = 1 

konverguje, coz je spor s predpokladem. 

Predp okladam e-li s + =ooaj-el, pak dostaneme snadno z vety o aritmetice 
limit (Veta |2.3.27| ) 

y, a n = y (a+ — a~) = oo, 

n = 1 n = 1 

coz je opet spor s predpokladem. Analogicky bychom pak privedli ke sporu pred- 
poklad s + elat- = oo. Zbyva tedy pouze moznost s+ = s~ = oo. ■ 

3.5.10. Lemma. Necht' {«„} je posloupnost, A e R*, lima„ = da7r:N->-Nje 
bijekee. Pak lim,,-^ a n ( n ) = A. 

Dukaz. Zvolme libovolne e e R, e > 0. K nemu nalezne me kg e N takove, ze pro 
kazde k e N, k > k 0 , plat! ak e B(A,s). Podle Lemmatu |3.5.3| nalezneme n 0 e N 

takove, ze plat! {1__ ko} C {tt(1), ..., jrfno)}- Pro kazde n e N,« > no, pakmame 

7t(n) > ko, a tedy a n ( n ) e B(A, e), clmz je tvrzenl dokazano. ■ 

3.5.11. Lemma. Necht; a, fi e R*, a < /!. Necht' {«;}, {/!;} jsou posloupnosti real- 
nych clsel splnujlcl lim aj = a a lim fij = fi. Potom plat! 
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Dukaz■ Uvazujme nejprve prfpad, kdy a < p. Podle Vety [2.3.32| (a) existuje j e N 
takove, ze aj < Pj pro kazde j e N , j > jo- Tedy pro kazde j e N, j > jo, platf 
min {aj,f}j} = aj, z cehoz okamzite plyne, ze limmin {aj, Pj} = a. 

Je-li a = ^aseM, e>0, mame dano, pak podle definice limity existujf 
7 i ,72 e N takove, ze pro j e N, j > ji, plati aj e B(a,e ) a pro j e N, j > 72, 
platf fij e B(P,e). Proprirozenacfsla j > max{/|, j 2 \pak dostavame min{a 7 , fij} e 
B(a,e) = B(P,e). • 

Riemannova veta (Veta |3.5.7[ ) bude snadnym dusledkem nasledujfcf obecnejsf 
vety. 

3.5.12. Veta. Necht; rada a n konverguje neabsolutne a a, ft eR*,a < ft. Pak 
existuje bijekce 7r: N N takova, ze pro castecne soucty {a n } prerovnane rady 
a n(k) platf lim inf o n = a a lim sup a n = ft. 

Dukaz. Nalezneme posloupnosti realnych cfsel {0;^} a {jij J splnujfcf lim aj = a a 
lim Pj = f). Oznacfme 

P = {n € N; a n >0} a M = {n e N; a n < 0}. 

Technicke provedenf dukazu Vety |3.5.1^ je pomerne obtfzne, ale zakladnf mys- 
lenka je jednoducha. Mnoziny P a M rozdelf mnozinu N na dve disjunktnf pod- 
mnoziny. Zkonstruovat hledanou bijekci n znamena urcit hodnoty n(ri), n e N. 
Tyto hodnoty budeme konstruovat induktivne. Nejprve nalezneme prvky tt( 1) < 
n( 2) < ■■■ < Ji(k \) z mnoziny P, kde k\ e N je nejmensf prirozene cfslo takove, 
ze platf JjjL 1 a 7t(j) > Pi- Potom nalezneme prvky jt(ki + 1) < 71 (ki +2) <■■■ < 
Tt(ki + h) z mnoziny M, kde l\ € N je nejmensf prirozene cfslo takove, ze platf 
a n(j) < oil - Tento postup potom opakujeme s cfsly p 2 ,oi2,Pi, ■ ■ ■ tak, ze 
strfdave vybframe prvky z mnozin P a M, pricemz kazdy vybereme prave jednou. 
Nasledujfcf obrazek nam pomuze lepe pochopit cely postup, ktery nynf provedeme 
podrobne. 


Oki- 

Pl- 

«1- 


0-2 


<n 


Obrazek 1. 
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Zrejme N = P\JMaPC\M = &. Dokazeme, ze mnoziny P a M jsou nekonec- 
ne. Predpokladejme pro spor nejprve, ze P je konecna. Pak pro n e N, n > max P, 
plati a„ < 0, a tedy = 0. Z tohoto pozorovanf plyne, ze rada a n konver- 
guje. To je ovsem ve sporu s Lemmatem |3.5.9| . Obdobne bychom privedli ke sporu 
predpoklad, ze mnozi na M je konecna. 

Podle Vety |1.7.19| nalezneme bijekci p mnoziny W na P a bijekci r mnoziny N 
na M. Pro kazde m e N nalezneme podle Lemmatu |3.5.3| n € N takove, ze plati 
{1_ ,m}C\ P c (p(l). p(n)}, a tedy 

E a P(*) > fX- 

k= 1 k= 1 

Odtud, z Vety |2.2.45| (b) a z Lemmatu |3.5.9| plyne 

E a P( fe ) = oo. (3.20) 

k= 1 

Obdobne lze odvodit rovnost 

£>*( 7) =-00. (3.21) 

Z=1 

Polozme ko = Iq = 0. Konstrukce hledaneho prerovnani se bude opirat o 
nasledujici pomocne tvrzeni. 

Pomocnetvrzem. Existujirostouciposloupnostiprirozenychcisel {kj JJL, a {lj}JLi 
takove, ze pro kazde j € N plati 

(a) kj je nejmensi prirozene cislo splnujici kj > kj -1 a zaroven 

E fl pW + E a r(fc) > Pj - (3.22) 

k= 1 fc=l 

(b) lj je nejmensi prirozene cislo splnujici lj > lj-\ a zaroven 

kj lj 

E a p( fe ) + E a d*) ^ “/ • ( 3 -23) 

k= 1 yt=l 

Dukazpomocneho tvrzeni Budeme postupovat pomoci matematicke indukce. Nej¬ 
prve nalezneme nejmensi A'i e N splnujici 

ki 

E a pw - Pi- 

Takove k\ existuje diky ( |3.20[ ). Nyni s pomoci ( |3.2l[ ) nalezneme nejmensi li e N 
splnujici 

k 1 h 

E a pw + E fl ^)- ai - 
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Tim je prvni krok konstrukce proveden. 

N yni p fedpokladejme, ze pfirozena cisla kj a lj jsou jiz zkonstruovana. S po- 
moci ( |3.20| ) nalezneme nejmensi prirozene cislo kj+\ splnujici kj+\ > kj a 

kj +1 lj 

X a p(k) + X fll (D > Pj+ 1. 

fe=l Jk=l 

Dale s pomoci ( |3.2l[ ) nalezneme nejmensf prirozene cislo lj+ i splnujici lj+i > lj a 

X a P(D + X ^ «; + !• 

Tim je konstrukce provedena a pomocne tvrzeni dokazano. 

Konstrukce bijekce it. Pro kazde j e N plati 

kj-x + lj-i < kj + lj- x < kj + lj . (3.24) 

Pro j e N oznacme 

Aj = (kj-! + lj-\, kj + lj- 1 ] n N a Bj = (kj + lj-i,kj + lj] n N. 

Protoze ko = lo = 0, dostavame z ( |3.24[ ) rovnost N = (Aj U Bj). Navfc jsou 
mnoziny A\, B\.A2, Bj ,... po dvou disjunktni. Pro kazde n e N definujeme 

^ _ I p(n — lj~ i), pokud n e Aj, 

) x(n — kj), pokud n e Bj. 

Surjektivita it. Primo z definice plyne, ze pro kazde j e N plati 

it(Aj) = p((kj~i,kj] fl N) a jt(Bj) = r((lj-!,lj]nn). (3.25) 

Zobrazeni ji je tedy na, nebot' podle pfedchoziho plati 

7t(N) = p(N) U t(N) = P U M = N. 


Injektivita it. Pro kazde j £ N jsou zobrazeni re \aj , it\Bj prosta, nebot; r a pjsou 
prosta zobrazeni. Dale mame A/ fy) = PHM = 0anavicpodle 

( |3.25[ ) pro kazde i, j £ N, i ^ j , plati it{Ai) fl it(Aj) = 0 a it(Bi) n it(Bj) = 0. Z 
prave uvedenych faktu jiz plyne, ze it je proste. 

Rovnost liminfun = a. Pro hodnotu n-teho castecneho souctu a n pferovnane 
fady plati podle definice it nasledujici vztah 

an = j EXT a m + Efe=i a m > po^d neAj, (3 2g) 
( Ejfcii a m + Y?k=\ a m< pokud ne Bj. 

Je-li j £ N, pak plati bud lj > lj-\ + 1 nebo lj = lj -1 + 1. Pfedpokladejme, ze 
nastava prvni pfipad. Potom lj - 1 > lj-\, a tedy, diky podmince minimality v (b), 
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platf Ok ,+l,- \ > oij. Pokud nastava druhy prfpad, potom (Jkj+lj - 1 = Vkj+lj-i — Pj 
podle ( |3.22| ). Odtud plyne a kj+ ij-] > min {aj, Pj}, a tedy 

a J - a kj+h = a kj+lj-\ + an{kj+lj ) 

> minjo'y ,Pj} + a n (kj +i s y 

Podle Lemmatu |3.5.11| platf limy->.oo B , } = a. Rada a„ je konver- 

gentnf, a tedy platf lim a„ = 0 (Veta |3.1.15| ). Uzitfrn Lemmatu p.5.10| o bdrzf- 
me limn-,.00 a OT („) = 0. Z vety o li mite vybrane posloupnosti (Veta |2-2733b plyne 
limy-,.00 a„(kj+ij) = 0. Odtud, z ( |3.27[ ) a z vety o dvou straznfcfch (Veta |2.2.47| ) 
snadno dostaneme 

J^Ckj+lj = «• (3-28) 

Podle vety o vztahu limes superior, limes inferior a hromadnych hodnot (Veta [2.4.211 ) 
dostaneme nerovnost lim inf a n < a. Nynf dokazeme opacnou nerovnost. 

Pro n e Aj platf 

On = +/,•-, + ^ > o kj _ x+ ij_', 

nebot: cleny a P d-ij_ j) v predchozf sume jsou nezaporne. Pro n e Bj platf 

On = Gkj+lj-i + "Y2 a z(i—kj) 

i=kj+lj-x +1 
kj+lj 

> Okj+lj-i + ^2 a r(i—kj) = a kj+lj • 

i=kj+tj-i+t 

nebot; n < kj + lj a cleny a r (i-kj) v predchozf sume jsou zaporne. Pro n e Aj U By 
tedy dohromady mame 

o n > min{a fcy ._ 1+ / y ._ 1 ,n fey . +/i }. (3.29) 

Pokud a = —oo, je nerovnost lim infn„ > a zfej ma. Predpokladejme, ze a > —oo. 
Zvolme a' el, a'<a.K nemu s pomocf ( |3.28| ) nalezneme jo e N takove, ze 

Vy e N, j > y 0 : o^.+i, > a'. (3.30) 

Necht; nynf n e N splnuje n > k; n + / ;n . K nemu existuje j e N, j > yo, takove, ze 
71 e 4y U Bj. Potom podle ( |3.29j ) a ( |3.30[ ) platf 

n„ > min{a kj _ l+ i J _ ] ,a kj+ i j } > a'. 

Tfm je dokazana nerovnost lim inf(X„ > a. Spolu s jiz dokazanou opacnou nerov- 
nostf lim infoy, < a dostavame rovnost lim inf a„ = a. 

Rovnost\vcasu^a n = /l.Tento vztab lze dokazat obdobnejako rovnost lim infoy, = 

a. m 

Riemannovu vetu (Veta |3.5.7| ) lze nynf snadno dokazat pomocf Vety |3.5.12| . 
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Dukaz Vety [3.5-4 Polozme a = fi = s. Podle Vety |3.5.12| existuje bijekce n : N —» N 
takova, ze pro posloupnost castecnyc h souc tu pferovnane fady a n(n) platf 

lim inf a n = lim sup o n = s. Diky Vete |2.4.14| tedy mame lim a n = s, cfmz je dukaz 


dokoncen. 


3.6. Soucin rad 


Necht: ci \ . a n a b\ -- b m jsou konecne posloupnosti realnych cfsel. Pak 

platf 



(3.31) 


V tomto oddflu ukazeme analogii vztahu ( j3.3l[ ) pro nekonecne rady. Je zfejme, ze 
bychom meli urcitym zpusobem scftat vsechna cfsla a n b m , kde n,m e N. Otazkou 
vsak je, vjakem pofadf je scftat. Jedna moznost je patrna z nasledujfcfho obrazku. 



Obrazek 2. 


Zde nejprve scftame prvky na „diagonalach“ a dostavame tak novou fadu, je¬ 
jfz soucet (pokud existuje) muzeme chapat jako soucin fad Yl™= \ a n a Ylm= t b m - 
Prave uvedena moznost nasobenf fad nenf jedina, patff vsak mezi dulezitejsf. Jejf 
formalnf definice nasleduje. 

3.6.1. Definice. Mejme fady a n a J2m =t bm- Jejich Cauchyovym soucinem 
rozumfme fadu c k-> jejfz cleny jsou definovany pfedpisem 


k 

Ck =^2 a k+i-ibi, ken. 


3.6.2. Veta (Mertens). Necht' fada Y^T=\ a * absolutne konverguje a fada Y^m=\ bm 
konverguje. Pak jejich Cauchyuv soucin je konvergentnf fada, jejfz soucet je roven 
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Dukaz . Pro k e N oznacme 

k 

A k = 

7=1 

7 = 1 

c k = Y a k+i-ibi , 


A = X>7’ 
7=1 

s = X>. 

7= 1 

o = x> 


-‘“Em. 

7 = 1 

Pk = Bk - B , 


Pro fc € N platf 

Cyt = (fli&i) + (a 162 + azbi) + • • • + + • • • + fljt&i) 

= + •'' + 6jfc) + ^ 2(^1 +-f &yfc-l) + •'' + 

= + u 2 Bk—i + • • • + aicBi 

= ai(B + fa) + a 2 (B + fa-i) H- 1 - ak(B + Pi) 

= (ai +-1- ak)B + ( a\Pk + a 2 Pk-i H-1- ®kPi) (3.32) 

= AkB + ( a\Pk + a 2 Pk-i +- 1 - QkP 1 ) 

k 

= AkB + Ya k+l -jPj. 

7=1 

Pro k € N oznacme dale Yk = Jlj =1 a k+\-jPj ■ Nynf ukazeme, ze platf lim yk = 0. 
Zvolme s e I, s > 0. K nemu nalezneme ko e N takove, ze pro kazde k e N, 
k > &o, platf |jSa| < e, nebot' Ym= t j e konvergentnf. Pak pro A: e N, k > ko, 
mame 


\Yk\ = j^ajfc+WiSyj < |^a*+l-y#/j + | Y ®k+\—jPj 
I *0 I k 

A u2 a k+l-jPj + Y l^+wl \Pj\ 

ly=1 I 7=&o+i 

I ko I k 

~u2 a k+l~jPj\+® k Y \ a k+\-j\ 

l/=l I j=ko+l 


ko 

Y a k+\—jPj +sA. 


(3.33) 



3. CfSELNE RADY 


Podle Vety |3.1.15| platf lim ak = 0, a ted y podle Vety |2-2.33| take pro kazde j e 
{1,..., ko} platf lim^_ i . 0o ak+i-j = 0. Dfky |2.3.30| dostavame 
k 0 

a k+i-jPj = 0. (3.34) 

7 = 1 

Dfky Vete |2.4.15| , ( |3.33[ ) a ( |3.34| ) pak platf lim sup \yk\ < sA. Odtud plyne, ze 
lim sup \ Yk\ = 0, a tedy lim | Yk\_= 0. Tedy podle Vety |2-2-25| dos tavame lim yk = 0. 
Limitnfm pfechodem v ( |3.32| ) pak dostavame z Vety |2-2.37| rovnost 

Y Ck = lim Ck = lim (AkB + yk) = AB. 

^—' k-> oo k—>oo 

k= 1 

Tfm je dukaz dokoncen. ■ 

3.6.3. Dusledek. Cauchyuv soucin dvou absolutne konvergentnfch fad je absolut¬ 
ne konvergentnf. 

Dukaz. Podle Mertensovy vety (Veta |3.6.2[ ) je Cauchyuv soucin fad \ a i I a 
| bj | konvergentnf fada. Pro Cauchyuv soucin fad a i a bj tak platf 

eIE 0 **- 1 -*^! < <0 °- 

A:=lU=l I k=l Vi=l / 

Odtud plyne, ze Cauchyuv soucin fad a i a bj absolutne konverguje. 


Pfedpoklad pouhe konvergence obou fad ve Vete |3.6.2| ke konvergenci jejich 
Cauchyova soucinu nestacf, jak vyplyva z nasledujfcfho pffkladu. 

3.6.4. Prfklad. Nechf a n = ( , n e N. Dokazte, fada a n konverguje, ale 

Cauchyuv soucin fady a n sc stejnou fadou \ a n nekonverguje. 

Resent. Konvergence fady vyplyva z Leibnizova kriteria (Veta |3.3.T[ ). Cleny odpo- 
vfdajfcfho Cauchyova soucinu majf pro k e N tvar 


c k = I](-l)* +1 " 


Jk + \-i { 1)1 VI 


-- c-i ) fe+1 E 


“ y/(k + 1 - i)t ' 


Podle AG-nerovnosti (Pffklad |1.9.14| ) dostaneme odhad 

V(t+l-,),< ft+1 ~ ,) + l ' =^±l. *€N,i€{l. t ). 










3.7. ZOBECNENE RADY 


163 


Potom pro kazde k e N platf 


\c k \=i: 


y/(k+ 1 - i)i 



2k 


Tedy neplatf lim^oo c* = 0. Odtud plyne, ze Cauchyuv soucin 7" ^, Ck ne kon- 
verguje, nebot; nenf splnena nutna podmfnka konvergence rady (Veta |3.1.15[ ). * 


Cauchyuv soucin dvou konvergentnfch rad tedy nemusf konvergovat. Nicme - 
ne platf nasledujfcf veta, jejfz dukaz provedeme az v Kapitole || (vizte Vetu |8.3.5| ). 

3.6.5. Veta (Abel). Necht; a n a Ylm=i b m }sou konvergentnf rady, jejichz Cau¬ 

chyuv soucin konverguje. Pak platf 

g(£^)-(§«.) ■(!>)■ 


3.7. Zobecnene rady 

Necht' I je mnozina a pro kazde a e I je dano realne cfslo x a . Je-li I konec- 
na, pak je soucet J2aei x <* dobre definovan. V tomto oddflu ukazeme, ze soucet 
J2aei x a ' zc v jistych prfpadech definovat i pro I nekonecnou, pricemz nektere 
vlastnosti obvykle pro soucet konecne mnoha cfsel zustanou v platnosti. Prfstup 
pouzity v tomto oddflu je odlisny od zpusobu, jakym jsme definovali soucet neko- 
necne rady • V definici souctu a n jsme totiz podstatnym zpusobem 

vyuzili usporadanf scftanych clenu, zatfmco pro definici souctu J2aei x <* zadne 
usporadanf k dispozici nemame. Prfkladem takoveho souctu je X!(«,m)eNxN x (n,m)- 

3.7.1. Oznacenf. Necht; / je mnozina. Potom symbolem !F (/) oznacfme mnozinu 
vsech konecnych podmnozin /. 

3.7.2. Definice. Necht; I je mnozina a pro kazde a e I je x a realne cfslo. Symbol 
J2aei x a nazyvame zobecnenou radou. Prvek x e R* nazveme souctem zobecne¬ 
ne rady J2aei ■*<*> pokud platf 

Ve e R, e > 0 BF e F{I) VF' e F{I), F 'd F : ^ jc a e B(x, s). 

aeF' 

V takovemto prfpade pak pfseme J2aei x <* = x a rfkame, ze zobecnena rada 
J2aei x <* m a soucet. Je-li a e R, je zobecnena rada J2 a ei x <* konvergentnf. Pokud 
nenf zobecnena rada konvergentnf, rfkame, ze je divergentnf. 

Pokud je konvergentnf zobecnena rada J2aei k<*l> nazveme zobecnenou radu 
J2aei x oi absolutne konvergentnf. 

3.7.3. Poznamka. V tomto oddflu se budeme zabyvat temer vylucne zobecnenymi 
radami. Pokud nebude hrozit nedorozumenf budeme mfsto termfnu „zobecnena 
rada“ casto psat jen „rada“. 
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3.7.4. Veta (jednoznacnost souctu zobecnene rady). Rada x a ma nejvyse 

jeden soucet. 

Dukaz. Predpokladejme, ze dve ruzna cfsla x, y e R* jsou souctem rady x a- 
Zvolfme s e M, e > 0, takove, ze B(x, e) fl B(y , e) = 0. K nemu nalezneme konecne 
mnoziny F\, F 2 C I splnujfcf 

VF € F(7), F D Fi: x a e F(x, e), 

aeF 

VF € F(7), F D F 2 : Y x “ e B O'- £ )- 

aeF 

Pak pro konecnou mnozinu Fi U F 2 platf 

Y' x a e B(x, e) fl B(y, e) = 0, 
a€F\ U F 2 

coz je zrejmy spor. ■ 

3.7.5. Poznamka. Symbol Ylaei znacfjednak zobecnenou radu, jednak soucet 
teto rady, pokud existuje. Symbol Ylaei x <* muzeme tedy pouzfvat k oznacem prv- 
ku z R* az po overenf, ze pnslusna rada konverguje. S podobnou dvojznacnostf 
jsme se jiz setkali u nekonecnych rad. 

3.7.6. Poznamka. Je-li indexova mnozina I konecna, pak je soucet zobecnene ra- 
dy J^aei x » roven obvyklemu souctu. Vskutku, je-li s e M, e > 0, pak muzeme 
polozit F = I. Potom pro kazdou F' e F(7) splnujfcf F'dF platf F' = I. Tedy 
JlaeF' x a = Jlaei x <* e B (Haei x a,s)- Pokud 7=0, pak klademe J^aei x a = 0. 
Ve shode s touto umluvou platf prave uvedena uvaha o zobecnenem souctu i v 
prfpade, kdy je 7 prazdna mnozina. 

Nasledujfcf veta je obdobou Vety |3.1.20| pro zobecnene rady. 

3.7.7. Veta (linearita zobecneneho souctu). Necht' rady J2aer x a a J2aei ya majf 
soucet. 

(a) Pokud c e M a vyraz c J2 a ei x a je definovan, pak ma i zobecnena rada 
J2aei cx a soucet a platf 

Y cx « = c 

ael ael 

(b) Pokud je definovan vyraz ^2 a ei x <* + Ylaei >’«’ pak ma i zobecnena rada 
Jlae /(*<* + y<*) soucet a platf 

Y,( Xa + y«) = Y Xa + Z! y*- 

ael ael ael 

Dukaz. Oznacme x = J^aei x <* a y = T,aei Ja- 

(a) Pokud je c = 0, potom musf byt x e M a tvrzenf je temef zrejme. Predpo- 
kladejme v dalsfm, ze platf c^O. Rozlisfme nasledujfcf prfpady 
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Pnpad x e R. Necht: s e R, e > 0. Nalezneme konecnou mnozinu F C / 
takovou, ze platf 

VF' e F(/),F' D F: V x a -x < 

'ae.F' 1 1 1 

Pro kazdou mnozinu F' e F(I), F' D F, pak mame 

Y cxa ~ cx \ - i c i \Y x * ~ x \ < |c| n = e ‘ 

\ aeF ' I 'aeF' I 

Platf tedy rovnost J2aei cx <* = cx - 

Pnpad x = —oo, c < 0. Necht; s e R, s > 0. Nalezneme konecnou mnozinu 
F c / takovou, ze platf 

WF' e F(I),F' D F: Y x a < 

tl" l c ' e 


Pro kazdou mnozinu F' e F(I), F' D F, pak mame 


Y c *“ 

aeF' 


1 1 

C |c|e “ e 


Platf tedy rovnost X!ae/ c *<* = 00 • 

Ostatnf prfpady lze dokazat obdobne jako v pfedchozfm prfpade. 

(b) Rozlisfme nekolik prfpadu. 

Pnpad x,y e R. Zvolme s e R, s > 0. K nemu nalezneme konecne mnoziny 
F \, F 2 C / takove, ze platf 


VF ' e F(I), f; d Fj : x a ~ x < 

\aeF{ 1 

VF'eF(/),F'DF 2 : I 


Polozme F = Fi U F 2 . Pro kazdou konecnou mnozinu F' C / obsahujfcf F dosta- 
vame 

Y ( Xa + -h*) - (* + ?)| < | Y Xa ~ x j + | Y ya ~ < e - 

Tfmto je pozadovana rovnost dokazana. 

Pnpad x = oo, jel. Chceme dokazat, ze platf X!as/ ( x a + >’<*) = oo. Pro dane 
s e R, e > 0, nalezneme konecnou mnozinu F\ C / takovou, ze platf 

VFj' e F(/), F( D Fi: Y x « 

<xeF{ 


> -y+\. 


(3.35) 
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Dale nalezneme konecnou mnozinu F 2 C I takovou, ze plati 

VF'ef(/),F'Df 2 : y a -y < 1. 

laeFj 

Pak mame 

€ $*(/), F£dF 2 : J2y°‘ > y~ L ( 3 - 36 ) 

aeF 2 

Polozime F = TjU F 2 . Pak p ro kazdou konecnou mnozinu F' C / obsahujici 
F dostavame di'ky ( |3.35[ ) a ( |3.36| ) nerovnost 

X] + y a ) = x a + Y^y a >--y + \ + y-\ = -- 

ae F' aeF' 6 £ 

Tim je pozadovana rovnost pro pripad a = 00 , y e M dokazana. Ve zbyvajicich 
pffpadech lze postupovat obdobne. Pffslusne dukazy jiz uvadet nebudeme. ■ 

3.7.8. Veta (vlastnosti zobecneneho souctu). Pro zobecnenou radu J2aei x <* platf 
nasledujici tvrzeni. 

(a) Jsou-li cisla x a , a e /, nezaporna, pak J^aei x a soucet a plati 

^2, x <* = supl^ x a ; F e (3.37) 

ael aeF ' 

(b) Zobecnene rady X^ae 1 \ x a\, Ylaei x a> Ylaei x a ma P vzdy soucet a plati 

+ ( 3 - 38 ) 

ael ael ael 

(c) Zobecnena rada J2aei x <* ma soucet prave tehdy, kdyzje definovan vyraz 
Jlaei x a ~ Jlaei x a • V tomto pripade pak plati 

E*« = E*« + -XX < 3 - 39 ) 

ael ael ael 

Dukaz. (a) Necht; x a , a e /, jsou nezaporna cisla. Oznacme 
i = supj ^2 x a> F e F(1)1. 

aGF ' 

Ukazeme, ze plati J2aei x <* = s - Nejprve si povsimneme, ze plati 

VT e F(7): < 5 . (3.40) 

aeF 

Mejme nyni dano libovolne s' e R, s' < s. Z definice suprema nalezneme konecnou 
mnozinu F C / takovou, ze ^2 a€ p x a > s'. Pak pro libovolnou konecnou mnozinu 
F' c / obsahujici F plati 

E *.££*»•'■ 

aeF' aeF 

Odtud a z ( |3.40t ) jiz snadno dostaneme rovnost J2aei x a = s - 
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(b) D iky (a ) majf zobecn ene r ady J2ael \x a \, J2 a ei x £> Eae/ x a v ^dy soucet. 
Rovnost ( |3.38| ) plyne z Vety |3.7.7| (b), nebot; \x a \ = x+ + x~ a soucet J2aei x a + 
J2aei x a j e definovan. 


(c) Polozme P = {a e I; x a > 0}, M = {a e I; x a < 0}, p = J2aei x a a 
m = J2aef x a- Dokazeme nejprve, ze platf 

p = £ x a a m = — £ x a . (3-41) 

aeP aeM 

Zrejme platf rovnosti 

{£x+; F e F(/)j = j£x a ; F e F(P)j, (3.42) 

^/v*= F ' 'rv<=F ' 


j £ X a’ F e ^( 7 )1 = {- £ JC “ ; F € F ( M )}’ 

*areF ' ' aeF ' 


a tedy mame 

£x+ = supj£x+; F e F ( 7) j 

aeI 'aeF ’ 

= sup{£* a ; F e F (P) j 

U F ' 

= £ X “ = P’ 

aeP 

£*« =sup{j>-; FeF(/)| 

ael 1 aeF ’ 

= sup ^-x B ; FeF(M)\ 

'■aeF ’ 

= £ ~ x « 
aeM 

= - £ Xg = m. 


(3.43) 


(podle ( p^ ) 


(podle ( PI )) 

(podle jiz dokazane casti (a)) 
(podle Vety |3.7.7| (a)) 


=>■ Nejprve dokazeme, ze rozdfl p — m je dobre definovan. Pro spor pr edpo - 
kladejme, ze tomu tak nenf, tj. p = m = oo. Necht; F C / je konecna. Z ( |3.41| ) 
plyne 

sup £ Xa ; G e F(P \ F)J = oo, 

^aeG 

a tedy existuje konecna mnozina Gi C P \ F takova, ze 





Z ( |3.41| ) dale plyne 
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inf G e T(M \ F) = -oo, 

LeG ’ 

a tedy existuje konecna mnozina G2 C M \ F takova, ze 
aeG 2 aeF 

Polozime F\ = F U Gi a F2 = F U G2. Pro kazdou konecnou mnozinu F C / jsme 
tedy nalezli Fi, F2 e 3* (/), ktere obsahujf F a splnuji x <* > 1 a X!as f 2 < 

— 1 . Toto je ale ve sporu s predpokladem existence souctu rady J2aer x <*- Rozdil 
p — m je tedy dobre definovan. 

<= Rada g , X <x konverguje podle Vety |3.7.7| . 

Rovnost ( p.39[ ) plyne z prave dokazane ekvivalence a Vety B nebot; x a = 

jc + + (-1 )-x~,aeI. m 

Z V ety |3.7.8| (a) snadno plyne nasledujici analogic srovnavaciho kriteria z Ve¬ 
ty B 

3.7.9. Veta (srovnavaci kriterium pro zobecnene rady). Necht; x a a 5Zae/ Za 
jsou zobecnene rady s nezapornymi cleny a necht; plati y a < x a pro kazde a e 
/. Potom soucty rad existuji a plati J2aei ya - J2aei x a- Jestlize tedy navic rada 
J2ae/ x a konverguje, pak konverguje i rada J2 a ei >’«■ 

Dukaz. Existence souctu obou fad plyne z Vety [3.7.8| (a). Z nerovnosti 0 < y a < x a , 
a e I, dostavame 

0<sup <supj^x a ; F e F(/)|. 

Odtud pomoci Vety |3.7.8| (a) ihned plyne dokazovana nerovnost. Z ni pak snadno 
vyplyva i tvrzeni o konvergenci. ■ 

3.7.10. Veta (absolutni konvergence zobecnene rady). Rada J2aei x a j e konver- 
gentni prave tehdy, kdyz je absolutne konvergentni. 

Dukaz . =4 Podle V ety |3.7.8| (c) rady J2aei x t a J2aei x a konverguji, a proto kon¬ 
verguje podle Vety |3.7.8| (b) i rada J2 a ei W- 

<= Pro ka zde a e I plati nerovnosti 0 < < | x a | a 0 < x~ < \x a |, a proto pod¬ 
le Vety |3.7.9| rady J2aei x a a Jlaei x a konverguji. Podle Vety |3.7.8| (c) konverguje 
tedy i rada x a- ■ 

3.7.11. Veta (prerovnani zobecnene rady). Necht; mazobecnena rada X!ae/ x a sou- 
cet a 7r: / —» I je bijekce. Potom ma soucet i rada X!cee/ x n(a) a plati ^2 a ei x a = 
£«€/ **(«)• 
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Dukaz. Oznacme s soucet rady Haei x a- Zvolme s e M, e > 0. K nemu nalezneme 
konecnou mnozinu F C / takovou, ze 

VF' e F(/),F' D F: 

aeF' 

Polozme G = 7T _1 (F) a vezmeme libovolnou konecnou mnozinu G' C I obsahu- 
jici G. Pak mnozina F' = Jt(G') je konecna, obsahuje F a plati 

J2 x *(“) = J2 x <* e B ( s ’ s )- 

aeG' aeF' 

Ted y Hotel x n(a ) = ■ 

3.7.12. Veta. Necht; zobecnena rada Haei x <* konverguje. Potom je mnozina {a G 
I ; x a ^ 0} spocetna. 

Dukaz. Rada Haei x a j e absolutne konvergentni die Vety |3.7.10| . Oznacme s = 
Haei l*%l• P ro 11 e N polozme 

I n = jet € /; \x a | > . 

Mame-li pak libovolnou konecnou mnozinu F C I n , plati pro pocet jejich prvku 
odhad 

l F l ® 1 = ” X! “ - ” X! I x “l - ns - 

aeF aeF ” aeF 

Tedy isama mnozina I„ ma nejvyse ns prvku, a je tedy konecna. Proto je podle 
Vety |1.7.19| (b) mnozina {a e /; |.* a | > 0} = U^=i 4 spocetna. ■ 

3.7.13. P oznam ka. Necht; Haei x <* j e konvergentni zobecnena rada. Z dukazu tvr- 
zeni Vety |3.7.12| plyne, ze pro pro kazde c e R, c > 0, je mn ozina { a el; \x a \ > c} 
konecna. Tuto vlastnost muzeme chapat jako analogii Vety |3 .1.1 5| pro konvergent¬ 
ni zobecnene rady. 

Pro mnozinu realnych cisel {x n ; n e Nj mame nyni dva ruzne pojmy souctu 
jejich prvku. Totiz souc et defi novany jako limita castecnych souctu a soucet zo¬ 
becnene rady z Definice |3.7.2| . Symboly a IZnsN Xn P ro prislusne soucty 

rozlisuji pouzite metody. Nasledujici veta ukazuje jejich vzajemny vztah. 

3.7.14. Veta (zobecneny soucet na N). Necht; {x n } je posloupnost. 

(a) Zobecnena rada XineN x » j e konvergentni prave tehdy, kdyz rada HT= i x n 
je absolutne konvergentni. 

(b) Jestlize ma zobecnena rada X!«eN x n soucet, ma ho i rada x n a tyto 
soucty se rovnaji. 

Dukaz. (a) =>• Podle Vety |3.7.10| konverguje rada XineN Xn absolutne. Podle Ve- 
ty@a) to znamena, ze 

sup!E i^i; F e F(N) ! 

(neF 


< 00, 
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tedy, die definice suprema, 

su p|X/ m e <0 °- 

Z posledm nerovnosd plyne, ze rada I x n I je konvergentni, a tedy rada x n 

je absolutne konvergentni. 

^ Plat! 

su p|X/ m e < 00 > 

a tedy 

su p|E \ x » I> ^ e F(N)j < °°- 

Podle Vety |3.7.8|(a ) je rada X!«eN Xn absolutne konvergentni, a tedy konvergentni 
podle Vety p~7~To| . 

(b) Predpokladejme nejprve, ze rada X!«eN x n j e konvergentni. Potom podle 
jiz dokazaneho tvrzenf (a) je X!n^=i x n absolutne konvergentni, a tedy konvergent- 
m. Oznacme s = x n- Dokazeme rovnost s ~ Z!«eN x n- Zvolme £ e I, £ > 0. 

Rada XlnLi x n konverguje a ra da , \x n \ splnuje Bolzanovu-Cauchyovu pod- 
mmku konvergence rady (Veta |3.1.18| ). Muzeme tedy nalezt «o e N takove, ze pro 
kazde n e N, n > no, plat! 

L? - Xl x, j <e a Y i**i <e - 

' i = 1 I i=n 0 

Polozme nym F — {1,..., no} a necht; F’ C N je konecna mnozina obsahujfcf 
F. Oznacme F" = {i € F’\ i > no}. Pak pro F' mame odhad 

I s - Y x \ = Y x \ - + x \ 

1 ieF' 1 1 i = 1 i<=F" 1 1 i = 1 1 'zgF" 1 

I U ° I 

< u-x> + n 

1 i= 1 1 isF" 

, no | maxF' 

< + ^2 \xi\<2e. 

I i = l I i=n 0 + l 

Tedy E„6N Xn = x - 

Nym predpokladejme, ze x n — Zvolme K e R. K nemu nalezneme 

konecnou mnozinu F C N takovou, ze plat! 

VF' e F(/),F' D F: ^ x„ > K. 
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Polozfme «o = max F. Pak pro kazde n e N, n > no, dostavame F C {1,..., n}, a 
tedy Y%= l x i > V. Tim jsme ukazali, ze castecne soucty rady x n konvergujf 
k oo. 

Konecne je-li XineN Xn = 00 > pak dfky Vete |3.7.71(a) pla tf X!neN( —x ») = 00 > 
a tedy vfme z predesleho, ze Xlnt=i( —x «) = oo. Z Vety |3.1.20| (a) plyne X!«^=i x « = 
—oo. ■ 


3.7.15. Obracena implikace v tvrzenf Vety |3.7.14| (b) neplatf. Presneji, konvergent- 

nf rada nemusf mft zobecneny soucet. Stacf uvazovat libovolnou neabsolutne kon- 
vergentnf radu J2T= i x n • Ta nem uze mf t zobecneny soucet. Kdyby totiz s = x„ 

pak i s = X!«t=i x n podle Vety |3.7.14] (b). Pomocf Riemannovy vety (Vetzi p.5 7[) 
bychom nalezli bijekci 7r: N —» N ta kovou, ze X!«^=i x n(n) s - Podle Vety |3.7.11| 
ale platf x *(n) = s. Opet z Vety ^7T4l (b) mame x x j r(«) = ■?, coz je spor. 

3.7.16. Veta (soucin zobecnenych fad). Nechf zobecnene rady J2aer x a a Jlpej >’P 
konvergujf. Potom konverguje i zobecnena rada J2( a ,p)eixj x ayp a platf 


E x «yp = 

(<*,P)eIxJ 



Dukaz. Oznacme 


t = E*«- y = Yyp 


a = J2\*"\’ B = Y\yp\- 

ael pej 


Zvolme s e M, s > 0. K nemu nalezneme konecne mnoziny Ft C / 
takove, ze platf 


VFj € 3* (I s ), F{ D Ft : 

E 

< £ A 



aeFf 1 


aeF] 1 

VFj e F(J), Fj d F 2 : 

Y \yp\- B 

|< e /\ | 

E yp-y\ 


P^Fi 


aeF 2 ' 


F 2 c J 

(3.44) 

(3.45) 


Polozme F = Ft x F 2 . Zvolme konecnou mnozinu F’ C I x / takovou, ze f C f'. 
Nalezneme konecne mnoziny F( C / a F 2 C J, takove, ze F’ C F[ x Fj. Platf 


E wp = Y x “- Y y^ 

(a,P)eFtxF 2 oceFt peF 2 
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a tedy 


E x a yp - xy 

(<*,/?)€ F' 


E x «yp- E x <*yp + E *<*• E yp ~ x y\ 

I (a,P)€F r (a,P)eFixF 2 aeF l 0eF 2 

E x <*yp - E + E x « • yp~ x y 

\(a,P)eF' (a,P)eFixF 2 I UeFj peF 2 

(3.46) 


Odhadneme nejprve prvnf clen. Mame 


E x «y»- E *< 

w 

VI 


\(a,P)e F' (aJ)eF,xF 2 

1 (a,P)eF'\(FixF 2 ) 



< E \ x «yp\+ E 

\x a yp\ 


aeF[\F l ,pe.F^ ae.F[,PeF^\F 2 


= E i x «i E iwi + E i*«i 

E \yp\ 


a&F[\Fi peF£ ae.F[ 

< sB + As. 

PeF£\F 2 

Nynl odhadneme druhy clen 

na prave strane (|3.46[). Plat! 





aeiy peF 2 

LeFi 

\peF 2 / VaeF! / 


< E i*«i 

H6F! 

• E yp-y + E x «~ x M^i 

1 PeF 2 1 Le.Fi 


< As + e|y|. 

Tedy celkem 


E x «yp- x y 

W)eF' 


< sB + As + As + s |y| = e(2A + B + |y|). 


Odtud plyne tvrzenl. 


3.7.17. Veta (asociativita zobecneneho souctu). Necht: J je mnozina a { Ip ; /3 e 
/} je system mnozin splnujfcf Ip fl Ipr = 0 pro ruzne indexy P, P' e J. Necht; 
1 = U pej b a zobecnena rada X^ael x <* konverguje. Potom pro kazde P e J rada 
T,aei 0 x a konverguje. Oznacfme-li yp = J2aei e x * P ro P e • / > P ak fada T,pej yp 
konverguje a platf J^aei x « = T,peJ >’P- 
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Du kaz. Z volme ft e J. Podle Vcty |3.7.10| jc rada Ylaei \ x a\ konvergentnf. Pomo- 
ri ( |3.37| ) odhadneme 

0 < J2 l*«l - E l x “l < °°- 

ael e as/ 

Odtud plyne, ze i rada J2ctei 0 \ x a\ konverguje. Tedy die Vety [3.7. Io| rada J2 a ei 0 x <* 
konverguje. Cfsla yp , /3 e /, jsou tedy dobre definovana. 

Oznacme J2aei x <* = x - Nym dokazeme rovnost J2pej yp = x - J c4 ' 7=0, 
pak pro kazde fl € J platf Ip = 0, takze yp = 0. Potom mame 

J^yp = E°= E x “ = °- 

PeJ PeJ as/ 

Necht' 7^0. Zvolme s e R, s > 0. K nemu nalezneme konecnou neprazdnou 
mnozinu F C I takovou, ze 

VF' e F(I),F' D F:\j2 X <x- X \<^- (3.47) 

Us F' ' 

Oznacme G = {/J e /; F fl Ip ^ 0}. Mnozina G je konecna, nebot: system {Ip ; /J e 
/} je disjunktnf a mnozina F je konecna. Necht; G' e F(J), G' D G. Pocet prvku 
G' oznacme n. Pro kazde fl e G' nalezneme konecnou mnozinu Fp c Ip takovou, 

VF' e F {Ip), F'D Fp:\j2 x <*-yp\<^ i - (3-48) 

'aeF' ' 

Polozme F* = F U UygeG' Fp- Mnozina F* je konecna. Dale platf F* c U^sG' 7 p, 
nebot' F c U,8sG 1 P c U^sG' 1 P • Potom platf 


E yp ~ x \ 

_w 

VI 

- E * 

4 +e*-* I 

'PeG' 1 

'PeG' 

as F* 

1 l a6 F* 1 


- E _ E ( 3 - 49 ) 

'peG' as F*nl 0 1 'as/ 1 * 1 

^ E Xa + E x <*- x { 

peG'' as F*nl 0 1 Us,F* 1 

Dale zrejme platf F c F*, a tedy podle ( |3.47| ) 



Pro /I e G' platf Fp C F* fl Ip, a proto podle ( |3.48| ) platf 



174 


3. CfSELNE RADY 


Z techto dvou odhadu a z ( |3.49| ) pak plyne 


E ^ - 

'fleG' 


cfmz je tvrzenf dokazano. 


3.7.18. Veta (Bolzanova-Cauchyova podmmka pro zobecnene rady). Zobecnena 
rada J2ae/ x <* konverguje prave tehdy, kdyz platf 

Ve eM,e>0EF € F(7) VF' € F(7), F’ n F = 0: E < e. (3.50) 

'as F' ' 


Dukaz. Predpokladejme nejprve, ze rada J2ae! x <* konverguje a jejf soucetje roven 
x e M. Zvolme e e M, e > 0. K nemu nalezneme konecnou mnozinu F c 7 
takovou, ze pro kazdou konecnou mnozinu F" C 7 obsahujfcf F platf | f" X<x ~ 

x\ < |. Pro konecnou mnozinu F'c7 disjunktnf s F pak platf 

IeJ = | E *-E*|-| E x«-x+x-e*« 

lasF' I lasFUF' asF I lasFUF' as F 

s| E - 

lasFUF' 

tedy podmmka ( |3.50| ) je splnena. 

Nynf predpokladejme, ze ra da J2 u ei x <* splnuje podmfnku ( |3.50[ ). Necht' n e 
N. Pak pomocf podmfnky ( |3.50| ) pro e = k nalezneme konecnou mnozinu F„ C 7 
takovou,ze 

VF'eJ(7), F'n7„=0: E^« <-■ (3-51) 

asF' I H 

Oznacme yn = E a .F x a,n e N. Ukazeme, ze {y n } je cauchyovska posloupnost 
realnych cfsel. Pro kazde n,m e N platf 


a - x\ + \x - E *tt| 
I as F I 


< - + - = e, 


i^-^i = |e^-e^U| e e *«|- 

lasF,„ as F n I lasF m \F„ I lasF„\F m I 

Protoze F m \ F„ je konecna mnozina disjunktnf s F n , dostavame podle ( |3.51| ) odhad 
|ZUsF m \F„ x <*\ < Obdobne dostaneme odhad |XUsF„\F m *a| < Tedy pro 
kazde m, n e N mame \y m — y n \ < £ + T. Zvolme e e M, e > 0. K nemu nalezneme 
«o£N takove, ze T < |. Potom pro kazda m, n e N, m > no, n > «o, platf 


11 1 lee 

—I-<-1-< — + — — e. 

n m no no 2 2 


Tudfz je posloupnost {y„ J cauchyovska. 
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Diky Vete |2-4.27| tedy existuje x e R takove, ze lim y n = x. Ukazeme, ze platf 
Ylaei x a — x - Zvolme £ e B, £ > 0. K nemu nalezneme n o e N takove, ze ■£- < § 
a l^no — x\ < f • Necht; F' C I je konecna mnozina obsahujfcf F no - Potom platf 

x a -x\ = \j2 x «+ E x “-*| 

I aeF' I la6F„ 0 aeF'\F nQ 

<|e—M e *.1 

l«67?„ 0 I I aeF'\F„ 0 I 

= Lo-*| +1 E *«!• 

I I aeF'\F no I 

Podle ( |3.51[ ) platf 

I E *J< — < e - 
Lk Fno I "*> 2 

Tedy celkem dostaneme 


IE *■-*!< 

\cteF' 


e e 


2 2 


Podle Definice |3.7.2| tedy J^aei x <* = •* 


3.7.19. Prfklad. Dokazte, ze £(n,m)eNxN jijpr = °o. 

Resent Protoze rada sestava z nezapornych cfsel, ma soucet. Pro prirozene cfslo 
j £ N odhadneme castecny soucet pres indexovou mnozinu 

7/ = {j + 1 > • • • > 2y} x {y + 1,..., 2/}, 

tedy 


E * 

[n,m)€lj 


r = E E * 

m=y+ln=;+l 


E E 


8y 2 8' 


+ OT : 


(3.52) 
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Potom mnoziny w e N, jsou disjunktni, a proto muzeme odhadnout 


E „ 

(n,m)eNxN 


= SU pE E ^2 

ks ®j = Hn,m)€l 2j + 

A 1 Jk 
- SU P E C = SU P o = °°- 

fceN , = i 0 fceN 0 


(vizte definici zobecnene rady) 
(disjunktnost I 2 j, j € N) 
(vizte (fj§) 


3.7.20. Priklad. Dokazte, ze zobecnena rada X!(«,m)eNxN n 3 + m i j e konvergentni. 
Resent Polozme 


TV* = {(n,m) e N x N; max{m,n} = k}, ke N. 

Potom je pocet prvku mnoziny pro kazde k e N roven 2k — 1. Pro k e N tedy 
odhadneme 


E 

(n,m)eN k 


1 



E 

(n,m)eN k 


1 

max{m,n} 3 


E 

(n,m)€N k 


k 3 


2k - 1 
fc 3 


Necht' F C N x N je libovolna konecna mnozina. Nalezneme p e N takove, ze 
F c ULi a dostaneme 


E ; 

(n,m)eF 


r = E E - 

k=l(r,,m)eN k 


_ ^ 2k-1 y, 2^ - 1 

- 2 ^ ~ts - - 2^ -p - • 


Rada konverguje podle limitniho srovnavaciho kriteria (Veta |3.2.5[ ) 

srovnanim s konvergentni radou YlT =i yi■ Z ( j3.37[ ) tedy mame 


E ; 

(«,w)eNxN 


2/c — 1 

s E-p-<“>- 


3.7.21. Priklad. Necht; 0 znaci mnozinu vsech racionalnich cisel z intervalu (0,1). 
Dokazte, ze <7 = 00 • 

Resent Protoze racionalnich cisel vetsich jak | je nekonecne mnoho, je mnozina 
{q € Q; q > nekonecna, a tedy dana rada diverguje podl e Poz namky nm 
Protoze je tvorena kladnymi cisly, plati J2 q eQ g = oo die Vety |3.7.8| (a). * 
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3.8. Teoreticke priklady k ciselnym radam 


3.8.1. Rady s nezapornymi cleny. 

3.8.1. Priklad (Raabeovo kriterium). Necht; kladne cleny. Dokazte 

nasledujici tvrzeni. 

(a) Jesdize liminfn(^-j- — 1) > l, pak je rada a n konvergentm. 

(b) Jesdize existuje no e N takove, ze pro kazde n e N, n > no, plati — 

1) < 1, pak je rada a n divergentni. 

(c) Jesdize lim sup/i(^-^ - 1) < 1, pakje rada Y.T=t a n divergentni. 


Resent (a) Nalezneme q e (l,oo) a no € N takove, ze pro kazde n e N, n > no, 
plati 


a tedy 

Proto pro kazde 


na„ - (n + l)a n +i >{q — l)a„+i. 
e N, n > no, plati 


n 0 a no > n 0 a„ 0 -na„= ^ (ka k - (k + l)«*+i) > (? - 1) X! ak + 1 ' 
k=n 0 k=no 


Tedy pro kazde n e N, n > no, plati 


X! ° k = X! ak+1 - 

fc=«0+l k=no 


noa„ 0 

q -1 ' 


To ale znamena, ze posloupnost castecnych souctu fady X!nt=t j e shora omezena, 
a tedy je tato rada konvergentm. 

(b) Pro kazde n e N, n > n 0 , plati 

-^-<1 + i = 

a, i+i n n 

Tedy pro kazde n e N, n > n 0 plati 


n n n — 1 

a„+ 1 > —-r«n - —TT- a «-i 

n + 1 n + 1 n 


Protoze je rada Y^T=n 0 Tc+i a "o divergentni, ze srovnavaciho kriteria (vizte Vetu |3.2.2| ) 
plyne, ze rada X^n 0 +i a k+ 1 j e divergentni, a tedy je divergentni i rada X!^=i a k- 
(c) Tvrzeni plyne z jiz dokazaneho tvrzeni (b). * 
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3.8.2. Pfiklad. Necht: Y] a n a jsou rady s kladnymi cleny. Necht: existuje no e 
N takove, ze pro kazde n e N, n > no, plati ” +1 < n b +' . Predpokladejme, ze rada 
Y b n je konvergentni. Dokazte, ze pak je konvergentni i rada Va„. 

Dokazte pomoci tohoto tvrzeni d’Alambertovo kriterium |3.2.1l| (c), (d). 

Resent. Necht' n e N, n > n 0 . Pak die predpokladu plati 

a n _ O-n Q-n—1 a no+l 

a„ o a n - 1 a n -2 a no 

< K -1 b no+ 1 = 

- b n -x' b n - 2 " b„ 0 bn 0 

Dostavame tak a„ < y^~b n ■ Konverguje-li tedy rada Y b n , konverguje i rada Y 
a tedy podle Vety |3.2.2|' i rada Y a n ■ 

Predpokladejme nyni, ze rada Y a n ma kladne cleny a lim n a +l = q, kde q e 
[0,1). Diky Vete |2.2.45| existuje no € N takove, ze < q pro kazde n e N, n > 
no- Pak mame a ^ +1 < g „ , pricemz rada YQ n konverguje (vizte Pfiklad |3.1.8| ). 
Podle vyse dokazaneho tvrzeni rada Y a n konverguje. 

Pripad, kdy lim = q, kde q > 1, lze dokazat analogicky. * 


3.8.3. Pfiklad. Necht' a n j e divergentni rada s kladnymi cleny a {s n } je po- 
sloupnost jejich castecnych souctu. Ukazte, ze rada “Y diverguje. 

Resent. Dukaz provedeme sporem. Predpokladejme, ze rada X!n^=i f 3 konverguje. 
Pak splnuje Bolzanovu-Cauchyovu podminku podle Vety |3.1.18| . Pro s = \ na- 
lezneme no e N takove, ze 


Vn, nt 


e N, no < n < m 



1 

2 ' 


(3.53) 


Posloupnost {a 1 *} je rostouci a plati lim Sk = 00 . Snadno tedy dostaneme lim Slc = 
lim ^1 — s -^j = 1. Existuje tedy m 0 e N, m 0 > no, takove, ze > \• Potom 

plati 


E 

*=«o+i 

coz je ale spor s ( |3.53| ). 


3.8.4. Pfiklad. Necht' a n je divergentni rada s kladnymi cleny. Dokazte, ze 
existuje posloupnost {b n } takova, ze Y™=\ b„ = 00 a lim ^ = 0. 
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Resent Pro n e N polozime b n = y, kde s n je n-ty castecny soucet rady a n- 
Rada X!n^=i b n diverguje podle Pnkladu |3.8.3| . Rada Y^=\ a n diverguje a ma klad- 
ne cleny, proto plati lim s n = oo. Odtud dostavame 

b n .. 1 

lim — = lim — =0. 

oo On Sn 


3.8.5. Priklad. Necht: {c„} je posloupnost splnujici lim c n = oo. Dokazte, ze exis- 
tuje konvergentni rada b n s kladnymi cleny takova, ze rada c nb n diver¬ 

guje- 


Resent Bez ujmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze vsechny cleny posloup- 
nosti {c„} jsou vetsi nez 1. Nalezneme rostouci posloupnost prirozenych cisel {tik} 
splnujicf 

Vk e N Vn e N,n > rik'. c„ > k + l. 

Polozme no = 0. Pro kazde n e N nalezneme jednoznacne urcene k e N takove, 
ze nk-i <n <nk a definujeme 

bn _ l 1 

c„ k(n k - n k - 1 ) ’ 

Necht;{s n }jeposloupnostcastecnychsoucturady b„. Pakplati b n < k’ k(n k -n k ,) • 

Pak pro kazde l e N plati 


^ = X> = E _E +i 



k 2 (n k -n k - 1 ) 


Posloupnost {s ni je omezena a posloupnost {.s„} je rostouci, a tedy je i posloup¬ 
nost {s n } omezena. Odtud plyne, ze rada b n je konvergentni. Dale plati pro kaz¬ 
de l e N 


Tedy 


Tc n b n = y j T c n b n = T V ——--- 

= Y- 

k • 


Y c nbn > 


Tim je tvrzeni dokazano. 
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Nasle dujfcf prfklad ukazuje, ze limitnf srovnavacf kriterium pro konvergenci 
rad (Veta |3.2.5[ ) neplatf bez predpokladu nezapornosti zadanych fad. 

3.8.6. Prfklad. Dokazte, ze existuje konvergentnf rada \ a n a divergentnf rada 
X!nt=i bn splnujfcf lim = 1. 

Reseni. Polozme a n = ^=~ a b n = —I- V Rada konverguje podle 

Leibnizova kriteria (Veta |3.3.l| ) a rada bn diverguje, nebot'je souctem kon¬ 
vergentnf rady a n a divergentnf rady h ■ Dale platf 


Km p = 

b n 


3.8.7. Prfklad. Dokazte, ze platf 



Reseni Pro n e N oznacme a n = (1 + \) n a s n = Ylk=o b.' P 0( H e Definice m 
potom platf e = lima„. Dokazeme nejprve, ze pro kazde n e N platf a„ < s n . Pro 
n = 1 zrejm e platf a\ = Sj = 2. Nechf n e N, n > 2. Potom z binomicke vety 
(Veta |l.6.4| ) plyne, ze 


k=0 v 7 k =2 

fc=2 i=l 

Pro kazde k e {2,..., n} zrejme platf 

m-bsi 


(n-k + 1) 1 
k\ 


a tedy 

< 1 + 1 + V — = s„. 
k=2 k ' 

Nynf dokazeme, ze pro kazde n e N platf s n < lima^- Posloupnost {s,,} je 
zrejme rostoucf, a proto stacf toto tvrzenf dokazat pouze pro n e N, n > 2. Necht; 
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i >2. Potom pro kazde m e N, m > n, platf 

k=0 v ' k =0 v 7 

=>+>+isnV£>. 

k=2 7=1 


Pro kazde k e {2,... ,n} zrejme platf 

lim Y[ (1 - —) = 1- 

m—*oo 1 1 m 

7 = 1 

Tedy z vety o aritmetice limit plyne, ze 

E(r)i-> + >+ pb =s - 

Odtud a z vety o limite a usporadam (Veta ^k2.45[ ), ze s n < lim a*. Celkem jsme 
tedy dokazali, ze pro kazde n e N platf a n < s n < lima^. Protoze limyt-^ a* = e , 
dostaneme z vety o dvou straznfcfch (Veta |2.2.47[ ) rovnost lim,,-^ s n = e. Tfmje 
tvrzenf dokazano. * 


3.8.8. Prfklad. Dokazte, ze e je iracionalnf cfslo. 

Resent Dukaz provedeme sporem. Pro libovolne k e N platf podle Prfkladu |3.8.7| 


Ej i<«-Eji+ E j,- 

7=0 J ' 7=0 J ' j=k+l J ' 


Zrejme dale platf 


jhii ^ = ** h[ (* + i)-(* + o (■ k + l 

Podle Prfkladu mame 

y _ 1 _= I 


a tedy celkem dostavame 
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Z Definice |2.4.6| plyne, ze cislo e je kladne. Predpokladejme, ze e je racionalnf, tedy 
e = f P ro nejaka p,q e N. Potom 



Vynasobime obe nerovnosd kladnym vyrazem q ■ k\ a dostaneme 
q-k\J2~^ < P'k'-<q-k\J2 ~7 + |- 

7=0 J ' 7=0 J ' 


Oznacme 

* 1 


Pak zrejme plati m e N a navic 


ra < p ■ k\ < m + 

Pro specialnf volbu k = q odtud dostavame p ■ k\ e (m,m + 1). To je ale spor, 
protoze m e N a p ■ k\ e N. * 

3.8.2. Ciselne rozvoje. 

3.8.9. Priklad. Necht: p e N, p > 1, a P = {0,— 1}. Necht: tP je mnozina 
vsech posloupnosti {a n }, kde a„ e P pro kazde n e N, a 

Vn e N 3m e N, m > n : ^ p — 1. 

Definujme zobrazeni tp : S 3 —*■ R predpisem 

<KK}) “ £ S' 

n = l ^ 

Dokazte, ze zobrazeni <p je dobre definovane ajde o bijekci !P na [0,1). 

Resent. Povsimneme si nejprve, ze zobrazeni tp je dobre definovane zobrazeni do 
[0,1] diky odhadu 

<p{{a n }) < = L 

n =1 P 
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Nynf si uvedomme, ze pro posloupnosd a, b vyse popsaneho tvaru plati 


E a n Ok ~ 

P" p k 


Obracene, necht: <p(a) = (p{b) pro dve ruzne posloupnosd a.b e P N . Predpo- 
kladejme, ze k e N je prvni souradnice, kde b k < a k . Necht' dale existuje / > k 
takove, ze bi < p — 1. Pak mame 


(p{b) = Y,- n + -\+ E - 
hp n p k P n 


<Y ±1 + ^L 

p" P k 


coz je spor s predpokladem p(a ) = < p(b). Tedy b k +i = b k +i 
On bk + 1 


(U\ ( \ u n , u k . u n 

(p(b) = <p(a) = > — + -r + E n 

S—i pn pk S—i p n 

n= 1 F y n=k+l F 

k -1 k -1 , 

>y^ + ^>y^L + ^±i 
“I p n p k —; p" p k 


a k+1 =a k+2 = ■■■ = () a a fe - b k + 1. 
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K dukazu toho, ze (p je bijekce, staci overit, ze <p je surjekce IP na (0,1]. Necht; 
x e (0,1] je dano. Induktivne definujeme posloupnost {a n } takto: Polozme 

a\ = max{/ e P\ — < x}. 

P 

Mame-li cisla a\,... ,a n jiz nalezena, definujme 


1 = max ^ e P ’ E S + Tii+T < *>• 

fc=i ^ y 


Povsimneme si, ze pro kazde n e N plati 


t 


p k 


^ ak a n + i + 1 

“ ^ p k P n+1 


(3.54) 


Z definice posloupnosti {a„} totiz plati prvni nerovnost v ( |3.54[ ). Abychom overili 
nerovnost druhou, predpokladejme, ze 




Qn+i + 1 

P n+1 


pro nejake « e N. Pokud a„+i < /? — 1, vede tato nerovnost okamzite ke sporu s 
definici a n + i. Pokud a n +1 == /> — 1, pak 



Z definice cisla a„ dostaneme a n = p — 1. Induktivne pak obdrzime 
a n +i =a„= a„-i = ■ ■ ■ = ai = p - 1. 


Proto 



coz je spor. Tedy ( |3.54| ) plati. 

Z techto nerovnosti vidime, 


y, a \< x 

h p 

a tedy pomoci Vety |2.2.45| mame 
<p({a n 


V — + p 
h p k p n+l ' 


E u k T a k 

y = }™Xy k =* 

n=1 F k= 1 F 


Tedy (p je zobrazeni na. 
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3.8.10. Definice. Zapis X!n^=i p = ^-a\Ci2^ ... se nazyva p-adickym rozvojem 

p. 

3.8.11. Prfklad. Necht; p e N \ {1} a x e [0, 1] ma p- adicky rozvoj O.a^a^ _ 

Ten nazveme periodickym, pokud existujf prirozena cfsla k > 0, r > 0 takova, ze 
pro n > k platf a n + r = a„. Ukazte, ze x ma periodicky rozvoj prave tehdy, kdyzje 
racionalnf. 


Resent Necht; nejprve rozvoj x = p j e periodicky, tj. existujf k,r e N tako- 

ve, ze a„+ r = a n pro n > k. Potom ale dfky absolutnf konvergenci rady l 
lze pouzft Vetu |3.7.17| a dostaneme 

, v= + ...“ k + ( ak +K + ... + a k+r\ f 1 + _L + J_ + 

p 1 P k v^* +1 pk+r J ^ pr p2r p 3r J 

_ «t_ a* f %+l , “k+r \ 1 

- p' + " V + \p*+l + “‘ + P k +r) l_i-’ 

coz je racionalnf cfslo. 

Necht'je nynf cfslo x e [0,1] racionalnf. Bez ujmy na obecnosti predpokladej- 
me, ze x € (0,1), tj. x = ", kde m, v e N a w < u. Necht; x = 0.aia2«3 ... je 
p -adicky rozvoj x. Jsou-li vsechna a„ od jisteho mfsta rovna 0 nebo jsou od jisteho 
mfsta rovna p — 1, je zrejme rozv oj x pe riodicky. Predpokladejme tedy, ze tomu 
tak nenf, tj. {a n } e P (viz Prfklad p. 8. 9| ) a \a n ) nekoncf opakovanfm cifry p — 1. 
Oznacme Sk = Z!«=i Necht; k e N. Pak 


a ^ \ ^ On \ p — 1 1 


Tedy 


0 < ^ fe (x - Sfc) < 1. 


Dale mame 

P k (x-s k ) = p k “-p k s k = y, (3.55) 

kde c k je cele cfslo. Protoze 0 < /? fc (x — s k ) < 1, je c k e {0,..., v — 1}. Tedy pro 
kazde k e {1,..., v + 1} platf c k e {0,..., v — 1}. 

Proto existujf indexy k, l € { 1,..., v + 1}, k < l, takove, ze c k = ci. Polozme 
r = l —k, pak c k = c k + r . Z ( |3.55[ ) mame 


c k / s. 

- = P (x - Sk) = ^ F 


a j+k 

“j P j ’ 


Ck+r 

V 


’■(*-«-)= E 3^7 = E- 


Mame tedy dva rozvoje cfsla p nekoncfcf cifrou p — 1, a tedy se die Prfkladu |3.8.9| 
musf rovnat. Proto pro n> k platf a n = a n+r a x je periodicke. * 
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3.8.3. Rady s obecnymi cleny. 

3.8.12. Prfklad. Necht: {ay} jc nerostoucf posloupnost nezapornych realnych cfsel 
a n e N. Dokazte, ze pro kazde k e N U {0} platf 
k 

0 < E( _ l) ,a »+i < a„. 

1=0 

Reseni Necht; n e N je dano. Indukcf podle k dokazeme, ze pro kazdou nerostoucf 
posloupnost nezapornych cfsel {ay} platf uvedena nerovnost. Pro k = 0 zrejme 
platf J] i=0 (— l) ! a„+ ; - = a n , a tedy 

o 

0 < y^(-lj'a n +i < a„. 
i=0 

Predpokladejme nynf, ze uvedene tvrzenf platf pro feNU {0}. Nasfm cflem 
je dokazat nerovnost pro k + 1, tj. chceme overit nerovnosti 
k+ 1 

0<E(-l)Wt<a w . (3.56) 

i=0 

Posloupnost {a ; +1}^ 0 ma nezaporne cleny a je nerostoucf. Proto podle indukcnf- 
ho predpokladu platf 

k 

0 < ^(-1 Ya n+1+i < a n+ 1 . (3.57) 

!=0 

Potom dfky ( |3.57| ) dostavame 

k+1 fc ( » 

E(-!)'«»+. - «. - “ ' , ” +1 . (3-58) 

cfmz je podle principu matematicke indukce tvrzenf dokazano. * 

3.8.13 (alternativnf dukaz Vety |3.3.l[ ). Konvergenci rady l)"a„ overfme 

pomocf Bolzanovy-Cauchyovy podmfnky pro rady, tedy overfme platnost pod- 
mfnky (|3.1[). Predpokladejme nejprve, ze posloupnost {a„} je nerostoucf. Cleny 
teto posloupnosti jsou pak nutne nezaporne. Zvolme e e R, e > 0. K nemu nalez- 
neme no^N takove, ze 

Vn e N,n > n 0 : a n < e. (3.59) 

Ve zmem e nynf libovolna cfsla n , m e N splnujfcf no <n<m. Pakz Prfkladu [3.8.12| 
a ( |3.59t ) plyne 

= = Y,(-W‘*n+i <a„<£. 

Tfm je overena platnost Bolzanovy-Cauchyovy podmfnky pro radu (—l)"a„. 
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Je-li posloup nost {a „} neklesajici, pak lze dukaz dokoncit stejne jako v puvod- 
nim dukazu Vety |3.3.1| . 

3.8.14. Priklad. Necht' rady X fl « a X^« maji omezene posloupnosti castecnych 
souctu. Dokazte nasledujici tvrzeni. 

(a) Pro kazde c e M ma rada X^i ca n omezenou posloupnost castecnych 
souctu. 

(b) RadaX^Li (a n + b„) ma omezenou posloupnost castecnych souctu. 

Resent Oznacme postupne [s m } a {t m } posloupnosti castecnych souctu rad X a n a 
X b„. Podle predpokladu existuje Me I takove, ze pro kazde n e N plati s n < M 
a|?„|<M. 

(a) Pro kazde n e N plati 

= l C5 «l - \°\ M - 

k= l 

Tim je omezenost posloupnosti castecnych souctu dokazana. 

(b) Pro kazde n e N plati 

\Y J ia k + b k )\<\s„\ + \t n \<2M, 
k =1 

cimz je tvrzeni dokazano. * 

3.8.15. Priklad. Necht; X a n je konvergentni rada a {«*} je rostouci posloupnost 
prirozenych cisel splnujici «i = 1. Polozme bk = X%<;<n t + 1 cij,k e hf- Dokazte, 
ze Y,bk = X««- 

Resent Necht; \s m J a \t m \ jsou posloupnosti castecnych souctu pro rady X a « a 
T, b k- Plati 

tm = J2 bk = fl J2 a J = a J = s »™+i-i’ m e N - ( 3 - 60 ) 

*=1 k=ln k <j<n k+1 7=1 

Je-hrada X a n konvergentni, existuje vlastni limita a = limn,-^ s m . Z Vety |2.2.33| 
a ( |3.60[ ) pak dostavame 

lim t m = lim s „ m+l -1 = a. 

Rada X bk tedy konverguje. * 

3.8.16. Priklad. Necht; X a n je rada s nezapornymi cleny. Necht; {«*} je rostouci 
posloupnost prirozenych cisel splnujici n\ = 1. Polozme b k = Xn*<7<B* +1 a j-> 
k e N. Dokazte, ze X a n konverguje prave tehdy, kdyz X b k konverguje. 
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Resent Necht; [s m } a \ t m \ jso u posloupnosti castecnych souctu pro rady a 
bk- Podle Pnkladu |3.8.15| stacf dokazat, ze rada ^ a n konverguje, konverguje- 
li rada bk- Oznacme b = f m . jelikoz ma rada a n nezaporne cleny, 

existuje a = lirtim-^oo s m . Z rovnosti ( |3.60| ) pak plyne 

lim s nm+l -1 = lim t m = b, 

tj. posloupnost {s m } ma kon vcrgcntni podposloupnost {s„ m+1 -1}. Proto je sama 
konvergentni die Vety |2.3.22[ ) a rada J2 a n konverguje. * 

3.8.17. Priklad. Naleznete divergentm radu a „ a rostouci posloupnost indexu 
{rij t} takovou, ze«i = 1 a rada bk konverguje, kde bk = 5Zn*<;<n* + 1 a h ^ e N. 

Resent Polozmea„ = (-1 )",n € N,a« A = 2k-\,k e N. Paki fe = a 2 yfc-i+02ifc = 0, 
k e N. Rad a J2 bk tedy konverguje, zatimco rada J2 a n diverguje (napriklad dfky 
Vete pTT5| ). * 

3.8.4. Nekonecne souciny. 

3.8.18. Definice. Necht; {a n } je posloupnost realnych cisel. Symbol fj^i a n nazy- 
vame nekonecnym soucinem. Pokud existuje limita lim™-^ fl™=i a«, pak symbol 
nr=, a n oznacuje take jeji hodnotu. Je-li tato hodnota realne cislo, pak fikame, ze 
uvedeny nekonecny soucin konverguje. 

3.8.19. Priklad. Necht; {a„} je posloupnost s kladnymi cleny. Potom Y2^=\ a n kon¬ 
verguje prave tehdy, kdyz fj^Li 0 + a n) konverguje. 

Resent <= Posloupnost {n«=i(l + a «))^=i j e rostouci a pro kazde k e N plati 
oo k k k 

n = 1 n = 1 n= 1 n = 1 

Odtud jiz plyne konvergence rady \ a n- 

=>• Posloupnost {] [ w =i (1 + je rostouci, a proto ma limitu. Diky nerov- 

nosti log(l + x) < x (vizte |l.8.16[ ) platne pro kazde x € (0, oo) dostaneme 
k k k oo 

io g(n a+a «))=x! io s (i+a ") 

n= 1 n= 1 71 = 1 71 = 1 

Odtud plyne 

n (! + a n ) < exp ^2 a n < oo 
n=1 n=1 

a nekonecny soucin tedy konverguje. * 

3.8.20. Priklad. Ukazte, ze rada Y^=\ kde p n znaci n-tc prvocislo, diverguje. 
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Relent Provedeme dukaz sporem. Pfedpokladejme, ze nase rada je konvergentnf. 
Potom je konvergentnf take rada kro kazde n e N platf p„ > 2, a proto 

dfky souctu geometricke rady dostaneme 


^ ( 1 \ k 1 1 2 
£ \Pn) - Pnl-j-~ Pn' 


Rada 

£(£(£)*) 

n= 1 k =1 y 

je tedy konvergentnf. Podle predchozfho prfkladu pak konverguje nekonecny sou- 
cin 

nO + E(^)‘)=n(E(i)‘). 

Zvolme m e N libovolne. K nemu nalezneme no e N takove, ze prvocfselny roz- 
klad kazdeho / e N, / < m, obsahuje pouze prvocfsla z mnoziny {pj\ j e N, j < 
no} v mocnine nejvyse no- Pak platf 

oo oo 1 «0 no , m , 

Harmonicka rada vsak diverguje, a proto musf nekonecny soucin J2T=o (pk) 

tez divergovat, coz je spor. * 

3.8.5. Miscelanea. 

3.8.21. Prfklad. Dokazte, ze pro kazde k e N platf nerovnosti 


k + 1 ' 


1 + 7 


(3.61) 


Resent Zvolme k e N. Podle |1.8.16| platf pro kazde x e M, x > —1, nerovnost 
log(l + x) < x. Dosadfme-li x = j, dostaneme ihned druhou nerovnost v ( |3.61[ ). 
Dosadfme-li x = — j, pak je predpoklad x > — 1 splnen, a tedy platf 

logfl- ' - 

H k + lj- k +1 ’ 

to jest 

~ log 0 ~ F +l) ~ F+r 

Odtud a z vlastnostf logaritmu cm dostavame 

>og (' + j) = log (y^ti) = - log (l - j+r) > ^. 

coz je prvnf nerovnost v ( |3.61| ). * 
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3.8.22. Priklad. Dokazte, ze pro kazde n e N plati nerovnosti 

E $ Xo % n - E \- 


Resent. Zvolme n e N. Sectemm nerovnosti v ( |3.61| ) pro hodnoty k e {1,..., n — 1} 
dostaneme 

Z vlastnosti logaritmicke funkce ( |1.8.16| ) ale vyplyva, ze 

£ lo *(' + l) = lo «(n (> + ^)) = 1o «(t lo «''' 

Odtud vyplyvaji obe dokazovane nerovnosti. * 


3.8.23. Priklad. Dokazte, ze posloupnost {a n \ definovana predpisem 

a n = 1 + ~ + - H-h — — log n, n e N, 

je konvergentni. 

Resent Necht; n e N. Potom plati 

dn+i -a„ = E-j _ l 0 g(„ + 1) + logn = E__ - log < 0 

podle prvni ne rovnos ti v ( |3.6l[ ). Posloupnost {a„} je tedy nerostouci. Dale plati 
podle Prikladu j3dU2l 

a n > 1 + ^ ^ + • • + Eyy “ lo S” - °* 

takze posloupnost {«„} je zdola omezena. Z Dusledku |2. 4. 2| tedy plyne, ze posloup¬ 
nost {a n } je konvergentni. * 

3.8.24. Poznamka. Oznacime 

5 / = „ 1 ™ 0 ((E^)- 1o s”)- 

Z Prikladu |3.8.23| vyplyva, ze toto cislo je dobre definovano. Cislo y nazyvame 
Eulerovou-Mascheroniho konstantou JTato konstanta je priblizne rovna y je 0,577 
a neni znamo, zda je y racionalni. 


3.8.25. Priklad. Spoctete limitu 


iEcE" 


3 Lorenzo Mascheroni (1750-1800) 
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Resent. Pro n e N polozme 

b _ 1 1 1 J_ 

77 + 1 n -(-2 71 + 3 2« 

1 1 1 1 

a„ = l+-+- + ■■■+--\ogn. 

Potom platf 

b n = a 2n ~ a„ + log( 27i) - logn, 
a tedy podle vety o limite souctu (Veta |2.2.37| (a)) platf 
limZin = lim (a 2n - a„ + log(27i) - logTi) 

= lim | 'a 2n — a n + log ^ j j = y — y + log 2 
= log 2. 


3.8.2 6. Prf klad. Ukazte, ze platf J*(N) R. (Definice relace « je uvedena v De- 
finici |l.7.l| (a) .) 


Resent. Oznacme Z mnozinu vsech posloup nostf, jejichz cleny jsou prvky {0,1}. 
Pak platf Z « ,P(N) (vizte Prfklad |a. 0.33| ). Pro z € Z definujme <p\ Z -*■ [0,1] 
predpisem 


VkZ.) 2—, 3 « ’ ^ 

Dokazeme, ze cp je proste. Necht; z, z’ € Z, z ^ z!. Nalezneme nejm< 
ktere platf z(n) ^ z'(n). Muzeme predpokladat, ze z{n) = 1 a z'(ti) 


^ z'- Nalezneme nejmensf n e N, pro 
' — 0. Pak 


?w = E^+»+ E ^ 

k =1 k=n +1 


<y^) y J_ = y-Z« J_ 

- 2 k Z—i -\k 2 k 2-3" 


, z(k) t z(n) ^ \\ z'(k) , z(n) , ^ zXk) 

3 k ' 3 n ~ 3 k + 3" 3 k 

k =1 k= 1 k=n+l 

= <P(Z). 


Tedy P(N)^Z< [0,1] ;< R. 

Nynf dokazeme, ze platf R < -T(N). Podle Prfkladu |l.7.2C)| platf N « Q, a tedy 
podle Prfkladu ?? stacf overit, ze platf R < <P(Q). Definujme zobrazenf \jr : R -»■ 
^P(Q) predpisem 

= {q e Q; q < x}, tel. 

Dokazeme, ze zobrazenf i// je proste. Predpokladejme, ze x.y e R, p ricemz 
x ^ y. Bez ujmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze x < y. Podle Vety |1.6.29) 
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existuje racionalnf cfslo r splnujfcf x < r < y. To znamena, zere t/r(y) \ i>(x), a 
tedy ty{x) ^ Odtud plyne, ze i ft je proste, a tu dfz R < P(Q). Dokazovane 

tvrzenf vyplyva z Cantorovy-Bernsteinovy vety (Vcta |L7J5| ). * 

3.8.27. Priklad. Dokazte, ze platf R 2 fa R. 

Reseni Definujme zobrazenf <^>: TR —> M 2 predpisem <p(x) = [x, 0]. Potom ip je zrej- 
me proste. Odtud plyne, ze R < R 2 . Nynf definujme zobrazenf \/s : R 2 -> P(Q 2 ) 
predpisem 

iK*. y) = {[P> ?] e Q 2 ; (P<x)A(q< y)}, [x, y] e R 2 . 

Necht' [x, y], [x', y'} e R 2 , [x,y] ^ \x',y']. Pak platf bud a ± x' nebo y ^ y '. 
Bez ujmy n a obecnosti muzeme predpokladat, ze x ^ x', a dale ze x < x'. Podle 
Vety |l.6.29| nalezneme racionalnf cfslo r splnujfcf x < r < x'. Potom pro kazde 
q e Q, q < mm{y,y'}, platf [r , q\ e \jr{x',y) \ \jf{x,y), takze je proste. Podle 
Vety |1.7.19| (c) a Prfkladu |1.7.20| platf Q 2 rs N, a tedy 

R 2 d ^(Q 2 ) « J»(N). 

Protoze ,P (N) t a R die Prfkladu |3.8.26| , plyne tvrzenf z Cantorovy-Bernsteinovy 
vety (Veta |l.7.5| ). * 

3.8.28. Priklad. Ukazte, ze Cauchyuv soucin divergentnfch rad 2 + Y^=i 2" _1 a 
— 1 + Y^n= 2 1 j e konvergentnf. 

Reseni. Necht; {a n } je posloupnost clenu rady 2 + Y^=i 2" _1 a {b n } je posloupnost 
clenu rady — 1 + 1 • Oznacme dale {c„ } posloupnost clenu Cauchyova soucinu 

obou rad. Potom platf c\ = —2 a pro kazde k e N, k > 2, platf 

c k = ( aib k H-h a k bi) = a x -\ -1- fl^-i - a k 

= 2 + 2 1 + 2 2 + • • ■ + 2 k ~ 2 - 2 k ~ l = 0. 

Odtud vyplyva tvrzenf. * 

3.8.29. Priklad. Necht; Q znacf mnozinu racionalnfch cfsel v intervalu (0,1). Do¬ 
kazte, ze existujf bijekce n a a mnoziny N na Q takove, ze XinsN lt ( ,l ) n konverguje 
a E«eN °( n ) n diverguje. 

Reseni Konstrukce n. Nalezneme rostoucf posloupnost re alnych cfsel z in¬ 

tervalu [0,1) splnujfcf ao = 0, ai = j a lima^ = 1. Pro kazde k e N nalezneme 
n k e N takove, ze 1 _*+ 1 ^ < 2~^ k+ ^. Polozfme no = 0. Dale nalezneme posloup¬ 
nost nekonecnych mnozin {P k }%L 0 , ktere splnuji 

• P k C {n e N; n > n k }, 

• VJfc,/ e N.Jfc + l: P k n Pi = 0, 

• U?=o Pk = N. 
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Pro kazde k e N U {0} nalezneme bijekci ilk mnoziny Pk na mnozinu Ak = 
(cik, a-k+i] H Q. Hledanou bijekci pak definujeme jako jt(n) = itk(n) pro n e Pk■ 
Odhadneme 


*(n) n = Hq) = Y, I] 

nsN qe.Q k=0qeAk 


^EE-K^E^ + Eie 


c 2 + 2 ~ k = 3. 


Konstrukce a. Nalezneme rostouci posloupnost {qk\ prvku Q splnujici q% k > \. 
Oznacme T = {qk\ k e N}. Mnozina T je nekonecna a spocetna. Nalezneme 
bijekci r mnoziny lichych prirozenych cisel na mnozinu Q\T. Potom definujeme 
bijekci a: N -»■ Q predpisem a(2k) = qk a.a(2k— 1) = r(2k— 1), k e N. Prom e N 
odhadneme 

x; <k«)" > £>? > = t 

ne N k= 1 k= 1 

Odtud plyne JjnsN °'( n ) B = oo. * 


3.9. Pocetni priklady k ciselnym radam 

3.9.1. Rady s nezapornymi cleny. 

3.9.1. Priklad. Rozhodnete, zda je rada ( n s+\y> konvergentni. 

Resent Rada ma zrejme kladne cleny. Pouzijeme Cauchyovo odmocninove krite- 


rium (Vetu p 
plati 


. Spocteme tedy nejprve lim ( 


. Pro kazde n e 1 


2 (V«) 2 < Vn 2 2 n + 3 < s/2 ■ 2 n n 2 = 2^2 (^n) 2 


Vn< \/«24< y/(n 4 + l) 6 < s/2 6 n 24 = v^jVn) 24 . 

Odtud vyplyva, ze pro kazde n e N, n > 2, plati 

2 _ 2(V»> 2 ^ Jn 2 2"+3 2 n sj2{^t) 2 R 

n sf¥{?Jn) 22 V2 6(^i) 24 V (»' 4 + 1 ) 6 

Podle vety o dvou strazn icich (Veta [2.2.47[ ), Pfikladu ^T53| a ^E54| a vety o arit- 
metice limit (Veta |2.2.37[ ) tedy plati 


n ln 2 2" ■ 

»V (» 4 + 


1)6 

Zadana rada tedy diverguje podle Vety |3.2.8| (e). 
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3.9.2. Priklad. Vysetrete konvergenci rady n 3+\ ■ 

Resent Rada ma zrejme kladne cleny. Pro velke hodnoty n e N je ve vyrazu n 3 + 1 
clen 1 zanedbatelny, a proto muzeme ocekavat, ze se zadana rada bude chovat 
podobnejako rada s cleny ^ = i. Pro n e N polozme a n = a. b n = i. Plati 


Podle limitniho srovnavaciho kriteria (Veta |3.2.5[ ) tedy dostavame, ze zadana ra¬ 
da konverguje prave teh dy, kdy z konverguje rada b n = «• Tato rada 

diverguje podle Pfikladu |3.1.1l| , a tedy diverguje i zadana rada. * 


3.9.3. Priklad. Vysetrete konvergenci rady ■ 

Res ent Po uzijeme Cauchyovo odmocninove kriterium (Veta |3.2.8| ). Pomoci Prikla- 
du |2.2.54| dostavame 

lim ^ li m ' lim Z/n = ^ < 1. 

Zadana rada tedy konverguje. * 


3.9.4. Priklad. Vysetrete konvergenci rady n a (y/n + 1 — -J n ) v zavislosti na 
parametru neB. 


Resent Rada ma zrejme kladne cleny pro kazde a e M. Pro kazde n e N plati 
V n + 1 + yfn _ n a 


n a {*Jn + 1 — \fn) = n a (\Jn + 1 — «fn)~ 


+ 1 + *Jn *Jn + 1 + *Jn 


Zadana rada ma tedy nezaporne cleny. Odhadneme, ze pro velke hodnoty 
jmenovatel posledniho zlomku chova zhruba jako yfn. Pro n € N polozme 


Spocteme 


b n = 




lim — = lim _ p m * - = - e (0, oo). 

™ ^ ™ Tn n "°°^+l+ 1 2 

Podle limitniho srovnavaciho kriteria (Veta |3.2.5[ ) zadana rada konverguje prave 
tehdy, kdyz konverguje rada X!n^=i «“~ 2 - Podle Vety |3.2.18| zadana rada konver¬ 
guje, prave tehdy kdyz a — | < — 1, neboli prave kdyz a. < — * 


3.9.5. Priklad. Vysetrete konvergenci rady n lo ^2 n ■ 
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Resent Posloupnost { nlo j2„ }^=2 J e klesajici a ma kladne cleny. Podle kondenzac- 
niho kriteria (Veta |3.2.17[ ) zadana rada konverguje prave tehdy, kdyz konverguje 


r-E; 


2fe !og 2 (2 k ) k 2 log 2 2 ’ 

Tato rada konverguje podle Vety |3.2.18| a Dusledku |3.1.2l| . Zadana rada je tedy 
konvergentnf. * 

3.9.6. Priklad. Vysetrete konvergenci rady ' 

Resent Vyraz ^” 2 1^~” je dobre definovan a je kladny pro kazde n e N, n >2. Pro 
tato n e N oznacme a„ = . Potom pro kazde n e N, n > 2, plati 


(V« 2 + 1 + Vn 2 ) log 2 n 

Pro kazde n e N, n > 2, polozme = * 2 . Potom 


- = - € (0, oo). 


Rada J2T=2 nn konverguje podle Pnkladu |3.9.5| , a tedy konverguje i zadana 
rada podle limitmho srovnavaciho kriteria (Veta |3.2.TT| ). * 

3.9.7. Priklad. Vysetrete konvergenci rady 

Resent Rada ma kladne cleny. Pouzijeme d’Alembertovo podilove kriterium (Ve- 
ta |3.2.11| ). Pro n e N polozme a n = Pro kazde n e N plati 

a n +i _ (n + l ) 2 
a n ~ 22"+i • 

Podle Pnkladu |2.5.2| je lim ”, = 0, a tedy 

a n +i .. 1 / 7i 1 \ 2 

lim-= lim - I-1-) = 0 < 1. 

a„ 2 \2" 2 ”) 

Odtud plyne, ze zadana rada konverguje. * 

3.9.8. Priklad. Vysetrete konvergenci rady (|+cosn)”' 

Resent Obor hodnot funkce kosinus je interval [— 1,1] a pro vsechna t e [—1,1] plati 
2 + t 2+t 2+1 3 
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Zadana rada ma tedy nezaporne cleny. Pro kazde n e N tedy plati 

P odle P rfkladu |3.1.8| rada X!n^=i § konverguje. Podle srovnavacfho kriteria (Ve- 
ta |3.2.2| (a)) tudiz konverguje i zadana rada. * 


3.9.9. Priklad. Vysetrete konvergenci rady i ( l/n 2 + 5 ~ a Zn 2 + l). 

Resent Pro n e N polozme a„ = i/n 2 + 5 — l/ri 1 + 1. Podle vzorce a 3 — b 3 - 
(a - b)(a 2 + ab + b 2 ) pro kazde n e N plati 


= (tfaTs - 

y { n 2 + 5)2 + ^+5^ + 1 + V(« 2 + l) 2 
_ _ (rc 2 + 5) - (n 2 + 1) _ 

~~ l/in 2 + 5) 2 + ^+5^TT + ^/(n 2 + l) 2 


3/ (w 2 + 5) 2 + + y{n 2 + !) 2 ' 


Rada ma tedy kladne cleny. Odhadneme, ze se posledni vyraz pro velke hodnoty 
n bude chovat stejne jako ri~ 3. Pro n e N tedy polozme = n~s. Plati 

a n . 4 4 

lim — = lim =-- a = - € (0, oo). 

™ y(i + & 2 + v 1 + ^V 1 + ^ + v (1 + ^) 2 

Rada X!^=i n_3 konverguje podle Vety |3.2.18| , a proto konverguje i zadana rada 
podle limitmho srovnavacfho kriteria. * 

3.9.10. Priklad. Vysetrete konvergenci rady X!«^=i e ~ ^■ 

Resent Rada ma zrejme kladne cleny. Podle Prfkladu |2.5.3| plati lim*;-**, ^ = 0. 
Existuje tedy i 0 eN takove, ze pro vsechna k e N, k > k 0 , platf ^ < 1. Polozme 
no = k^. Potom pro kazde n e N, n > no, plati 

n*_ = <J/nf < (VM + l) 6 < (2 [yH]) 6 6 

e lfr e v* - e [3/»] - e [3/5] - ’ 

a tedy 

-iTn 26 

e 

Rada konverguje, a proto podle srovnavacfho kriteria (Veta HI) kon¬ 
verguje i zadana rada. * 
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3.9.11. Priklad. Vysetrete konvergenci rady J2T=\(^ nl + 3 — 3/n 3 + l). 

Resent. Pro n e N polozme a n = V« 2 + 1 — \/« 3 + 1, n e N. Upravme a n pomoci 
vzorce pro rozklad vyrazu a 6 — b 6 , kde polozime a = s/n 2 + 3 a b = s/n 2 + 1. 
Dostaneme 

(n 2 + 3) 3 - ( n 3 + l) 2 


f a 4 6 H-+ ab 4 + b 5 

9n 4 - 2n 3 + 21n 2 + 26 
a 5 + a 4 b H-b a& 4 + b 5 ' 

Protoze lim(9n 4 — 2n 3 + 21n 2 + 26) = oo, existuje no e N takove, ze pro kazde 
n e N, n > no, je a„ nezaporne. Navic plati 

a n _ 9 _ 


Protoze | e (0, oo) a rada J2 \ diverguje podle Pnkladu |3.1.11| , zadana rada diver- 
guje podle limitmho srovnavaciho kriteria (Veta ^Z5[ ). * 

3.9.12. Priklad. Vysetrete konvergenci rady a n, kde 

_ _ M _ « e N 

~ (2 + VT)(2 + -s/2) ■■■(2+ *Jn) ’ " 6 

Resent. Cleny zadane rady jsou kladne a 
a n 2+ Vn + 1' 


s/n + 1 


s^TT 


= + 1 , 


Tedy 


lim n ( Un -A = lim = oo. 

V«n+1 J n ^°° VV+T 

Podle Pfikladu |3.8.1| tedy dana rada konverguje. * 

3.9.13. Priklad. Necht; a, b, d e (0, oo). Vysetrete konvergenci rady fl »> kde 
= a(a + d)---(g + wd) 

6(6 + d) ■ ■ ■ (6 + nd) ’ 

Resent. Cleny rady jsou zrejme kladne a 

“n = b + (n + l)d ' n 6 N _ 
a„+i a + (n + l)d ’ 


lim n 



lim 


b — a 

' a + (n + 1 )d 


b — a 
d 


Pak 
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Je-li > 1, tj. b — a > d, pak zadana rada die Pnkladu |3.8.1| konverguje. Je-li 
< 1, tj. b — a < d, pak zadana rada die Pnkladu |3.8.1| rada diverguje. Jestlize 
= 1, tj. b = a + d, pak dostaneme 

an= _ a(a + d)-(a + nd ) _ = _«_ „ e N . 

(a + d)(a + 2d) ■ ■ ■ (a + nd)(a + {n + 1 )d) a + (n + 1 )d 
Srovnanim s radou h ( y i zte Vetu |3.2.5[ ) obdrzime divergenci dane rady i v 

tomto pripade. * 

3.9.2. Rady s obecnymi cleny. 

3.9.14. Priklad. Vysetrete konvergenci a absolutm konvergenci rady • 

Resent Posloupnost {a n } = {^} je zrejme klesajici a splnuje a n = 0. Za¬ 

dana rada tedy konverguje podle Leibnizova kriteria (Veta EH - Absolutne ne- 
konverguje, nebot; rada Y^n= i | | = l ^ diverguje podle Vety |3.2.18| . * 

3.9.15. Priklad. Nechia e Max e M\{2 kir, k e Z}. Dokazte, zeradyX^li sin(7ix+ 
a) a cos (nx + a) maji omezene posloupnosti castecnych souctu. 

Resent Nechtix e R\{2/ru; k e Z}. Rady X!^=i Sln nx a yi^L i cos nx maji omezene 
posloupnosti castecnych souctu podle Prikladu [3.3.7| a p~3ii| . Dale pro kazde n € N 
plati 

sin(«A + a) = sin nx cos a + cos nx sin a, 
cos {nx + a) = cos nx cos a - sin nx sin a. 

Odtud pak dokazovana tvrzeni snadno plynou pomoci Pnkladu |3.8.14| . * 


3.9.16. Priklad. Ukazte, ze rada 
Resent Pro vsechna n € N plati 

|(_1) [ V«]| < i a 

Odtud pro kazde n e N plyne 


je absolutne konvergentni. 


0< 


1 1 

nO+D 


0< 


I (-1) [ ^ 1 < 

| n(Vn + 1 ) | 


n 3/2‘ 


(3.62) 


Veta |3.2.18| fika, ze rada ~372 j e konvergentni. Z nerovnosti ( ]3.62[ ) a Vety |3. 2. 2] 

plyne absolutni konvergence zkoumane rady. * 


3.9.17. Priklad. Dokazte, ze rada sinnx ma omezenou posloupnost 

castecnych souctu pro kazde x e M a ze rada (—1)” cosnx ma omezenou 
posloupnost castecnych souctu prave tehdy, kdyz iel \ {(2A' + l)zr; k e Z}. 
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Resent Diky souctovym vzorcum platfprokazde a e Man e N rovnosti (— 1)” sin nx = 
7r) a (—1)" cos nx = cos n (x + it). Tvrzeni pak plynou okamzite z Prfkla- 



* 


3.9.18. Priklad. Dokazte, ze rada (— 1)" J e konvergentnf pro kazde a e 
M. 

Resent Rada ( _1 )" sinnA m a pro kazde a e 1 omezenou posloupnost castec- 
nych souctu die Prikladu |3.9.17| . Posloupnost {-^} zjevne konverguje monotonne 
k 0. Zadana rada tedy konverguje podle Dirichletova kriteria (Veta |3.3.5| (D)). * 

3.9.19. Priklad. Dokazte, ze rada i(~ 1)” B ” +1 konverguje pro kazde a e 

M. 

Resent Necht: a e M. Potom rada (— 0™ S1 ^* konverguje podle Prikladu |3. 9. 18| . 

Dale posloupnost {^py} splnuje 


Vn e N: 0 < —”— < 1 


2 


a 



Posloupnost { n ”, 1 }je tedy omezena c 
je proto i zadana rada konvergentnf. 


-} je tedy omezena a neklesajici. Die Abelova kriteria (Veta ^3^5| (A)) 


3.9.20. Priklad. Dokazte, ze rada 



konverguje prave tehdy, kdyz a e I \ {2kir, k e Z}. 

Resent Necht' a e M \ {2kit\ k e Z}. Oznacme pro n € N postupne a n = cos(nA + 




Tedy lim b n = 0. 
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Dale zkoumejme pro n e N nerovnost b n+ \ < b n . Taje ekvivalentni s nasledu- 
jicimi nerovnostmi: 

y/(n + l) 2 + Vn + 1 -(«+!)< yjn 2 + Jn -n O 
( n + l) 2 + -Jn + 1 <n 2 + V n + 1 + 2yJn 2 + \/w 4^- 
2« H- -— < 2 Jn 2 + ■Jn 

V« + 1 + V 

4« 2 +(—-—) + 4 ” --<4« 2 + 4Vn4> 

WJT+T+V"/ V«TT + *Jn 

( 1 Vi ^ „ 


Jn + 1 + ■Jn ) -Jn Jn + 1 + Jn 


Jelikoz leva strana posledm nerovnosti konverguje k 2, existuje no e N takove, 
ze pro kazde n e N, n > « 0 , posledm nerovnost plati. Tedy pro tato n mame 
b n +1 < b n . 

Dale plati, ze J2 a n ma dfky Prikladu [3.9.15| omezenou posloupnost castecnych 
souctu. Tedy je z Vety |3.3.5| (D) rada YJn=n 0 cos ( nx + J)(J n2 + Jn ~ n ) konver- 
gentm. Proto je konvergentm i rada cos (nx + j)(Jn 2 + Jn - n). 

Konecne vysetrime chovani posloupnosti {c„}. Zjevne lim c„ = 1, a tedy je {c„} 
omezena. Dale zkoumejme jejf monotonii, konkretne nerovnost c n > c n+ i. Taje 
ekvivalentni s nasledujicimi nerovnostmi: 

n 2 + n ^ (n + l) 2 + (n + 1) 

h 2 + 2 - (n + l) 2 + 2 ^ 

(« 2 + 2n + 3)(« 2 +n)> ( n 2 + 2)(n 2 + 3n+2)& 
n 4 + 3n 3 + 5n 2 + 3n > n 4 + 3« 3 + 4n 2 + 6« + 4 
« 2 > 3n + 4 



Protoze prava strana posledni nerovnosti konverguje k 0, existuje no e N takove, 
ze pro kazde n e N, n > no, tato nerovnost plati. Pr o tato n tedy mame c„ > 
c„+1, tj. {c„} je od indexu no nerostouci. Proto die Vety |3.3.5| (A) konverguje rada 
J2T=n 0 a nb n c n , a tedy i zadana rada. 

Necht: nyni x e {2kjt; k e Z}. Pak a„ = cos j = Dale mame pro nezapor- 
nou posloupnost {b n } rovnost 


lim 


b n 

■Jn 


n _ 1 

W+W+n “2 


Rada J2 b n proto diverguje podle Vet |3.2.5| a |3.2.18| . 


e (0, oo). 
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Protoze limc„ = 1 a {c„} je od jisteho no e N neklesajfd, je i posloupnost {j-} 
omezena a monotonnf. Pokud by konvergovala rada Y b n c n , die Vety |3.3.5| (A) by 
konvergovala i rada Y^n = Y b n c n ^-, ktera vsak diverguje. Proto rada Y b n c n 
diverguje. * 


3.9.21. Priklad. Vysetrete konvergenci a absolutni konvergenci rady Yw=i \ 0 g„ • 

Reseni Posloupnost {^^}^l 2 je zrejme klesajfcf asplnuje lima„ = O.Zadanarada 
tedy konverguje podle Leibnizova kriteria. Podle Pfikladu pro kazde n e 
N, n > 4, plati n 2 < 2", a tedy take n < n 2 < 2" < e n . Odtud dostavame 



Zadana rady tedy konverguje neabsolutne. 


3.9.22. Priklad. Vysetrete konvergenci a absolutni konvergenci rady Y™= i (— 1)”( \/3— 
1 ). 


Reseni Posloupnost \a n \ = {(V3-1)}je zrejme klesajici asplnuje lim a n = 0podle 
Pfikladu [2.2.54 Rada tedy konverguje podle Leibnizova kriteria (Veta [3.3.1] ). 

Uka zeme, ze zadana rada nekonverguje absolutne. Pouzijeme vzorec z Ve¬ 
ty S a pro kazde n e N dostaneme 


„ = ^ 3—1 = (^ 3 —!)• 


^ 3 ^ 1 + ’V¥ =2 + ...+ 1 


iy^=2 + ... + i 


Pak mame 

Posledni rada je divergentni, takze rada |(—1)"(\^3— 1)| diverguje podle 

srovnavaciho kriteria (Veta |3.2.2| (b) ). * 


3.9.23. Priklad. Vysetrete konvergenci a absolutni konvergenci rady YT=o fr v z ^' 
vislosti na parametru zel 


Reseni Pro z = 0 rada zrejme konverguje absolutne. Pokud z^Oma rada nenu- 
love cleny a muzeme pouzit podilove kriterium (Veta |3.4.7| ). Snadno spocteme 


lim 


[fln+ll 

Wn\ 



lim —= 0 < 
n^oo n + 1 


1. 


Zadana rada tedy konverguje absolutne pro kazde z 


e R. 
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3.9.24. Priklad. Vysetrete konvergenci a absolutni konvergenci fad 


£(-d' 


v zavislosti na parametru x e R. 


tyr 


x 2n 


Resent Pro x = 0 prvni rada zrejme konverguje absolutne. Pokud x ^ 0 ma tato 
rada nenulove cleny a muzeme pouzit podilove kriterium (Veta |3.4.7[ ). Snadno 
spocteme 


(_!)«+ 


( _1 )" (2»+ + l)! 


o (2 n + 2)(2n + 3) 


Zadana rada konverguje absolutne pro kazde x e R. Analogickym z 
ukazat, ze i druha rada konverguje absolutne pro kazde i el. 


= 0 . 

pusobem lze 


3.9.25. Priklad. Vysetrete konvergenci a absolutni konvergenci rady i ( — V)” yy 
v zavislosti na parametru tel. 


Resent Pro z = 0 rada zrejme konverguje absolutne. Pokud t / 0 ma rada nenu¬ 
love cleny a muzeme pouzit podilove kriterium (Vcta p~4~7[ ). Snadno spocteme 


lim l “ B+l1 . = Km - n -±A = lim |z|- 

"- 00 \a n \ n^oo |(-l)*f| n—*oo n 


r = kl. 


Pro |z| < 1 tedy zadana rada konverguje dokonce absolutne a pro |z| > 1 zadana 
rada diverguje. Zbyva vysetrit pripady z = 1 a z = — 1. Pro z = — 1 obdrzime diver- 
gentni radu P ro ~ = 1 dostava me ra du 

jejiz konvergence snadno plyne z Leibnizova kriteria (Veta [ih3T| ). Tato rada vsak 
nekonverguje absolutne diky divergenci rady Y?n=\ \- 

Zadana rada konverguje prave tehdy, kdyz plati z € [—1,1), a absolutne kon¬ 
verguje prave tehdy, kdyz t e (—1,1). * 


3.9.26. Priklad. Vysetrete konvergenci a absolutni konvergenci rady («") z " 
v zavislosti na parametru z € R. 

Resent Pro z = 0 rada zrejme konverguje absolutne. V prip ade, z e z ^ 0, jsou cleny 
rady nenulove a muzeme pouzit podilove kriterium (Veta [3.4.~7| ). Dostaneme 
. . (2(n+l))! i„i n +l 

lim = lim (n+1) ;^ 1)ikl 

n ^oo \a n \ »-oo W lzl n 

_ (2(n + l))! (n!) 2 |z|” +1 _ 


(2 m ) ! ((« + l )!) 2 


(2 n + 2)(2m + 1) 


|z| = 4|z| 


(n + 1) : 
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Pro |z| < \ tedy zadana rada konverguje absolutne a pro ]z| > \ zadana rada 
diverguje. Zbyva vyresit prfpady z = Ja z = Polozme a„ = ( 2 ”)^r, n e N. 
Primocary vypocet ukazuje, ze pro kazde n e N plati 


1 2n + 1 

01 ~ 2 a Un+1 ~ 2n+2° n ' 
Matematickou indukci dokazeme pro kazde n e N nasledujici odhad 


(3.63) 


Je zrejme, ze pro n = 1 nerovnosti platf. Predpokladeji 
neny pro n e N. Potom dostavame 


(3.64) 


ze nerovnosti jsou spl- 


a„+i 


2n + \ (> 

2n +2 a "j< 



Z rek urentnfho vztahu ( |3.63[ ) vyplyva, ze po sloupnost {a n } je klesajicf. Z odhadu 
( |3.64| ) a vety o dvou straznicich (Veta |2.2.47| ) plyne lim a n = 0. Podle Leibnizova 
kriteria (Yeta |3 .3. l[ ) dostavame konvergenci rady X,?li (—\) n a n = C")i” ■ 

Rada a n = Y^=\ C") 4V je podle srovnavacfho kriteria divergentni diky 
odhadu ( |3T64[ ). 

Zadana rada tedy konverguje prave tehdy, kdyz platf z e [— a absolutne 
konverguje prave tehdy, kdyz z € (— 5). * 


3.9.27. Priklad. Vysetrete konvergenci a absolutni konvergenci rady Y^=\ sm ^ n) . 

Reseni. Pro n e N oznacme a„ = sin(2 n) dib n = Podle Prikladu |3.3.7| ma rada 
X^=i a n omezenou posloupnost castecnych souctu. Posloupnost {b n } je klesajici a 
plati l im b„ = 0. Nase rada X^li a n b„ tedy konverguje podle Dirichletova kriteria 
(Wtap^D)). 

Pro kazde n e N plati 

| sin 2/z | > sin 2 2 n = ^(1 — cos(4«)) > 0. 

S vyuzitim teto nerovnosti dostaneme 


n(2«) I 




- cos(4n) 


(3.65) 


Opet podle Dirichletova kriteria (Veta |3.3.5| (D)) a s vyuzitim Prikladu |3.3.8| snad- 
no odvodime konvergenci rady C °^ 4n) ■ Kdyby rada X«li konver- 

govala, pak by konvergovala i rada X^Li 5^, coz by byl spor. Rada \ 1 ~ co ^ n " > 
tedy diverguje, a proto podle srovnavaciho kriteria diverguje i rada X«^=i | sin( £ n ^ |. 
Zadana rada tak konverguje neabsolutne. * 


3.9.28. Priklad. Vysetrete konvergenci a absolutni konvergenci rady iog(io gn) • 
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Resent Pro n e N, n > 3, oznacme a n = cos (nj) a b n = \ os (\ oen j - Rada a n 
ma omezenou posloupnost castecnych souctu (Prfklad |3.3.8| ), {b„}™ =3 je klesajfci a 
lim b„ = 0. Jsou tedy splneny vsechny predpoklady Dirichletova kriteria, a proto 
nase rada konverguje. 

Nynf vysetrfme absolutnf konvergenci zadane rady. Pro kazde n e N platf 

| COS ("i)l - COs 2 (”i) = + cos («|))- 

S vyuzitfm teto nerovnosti dostaneme 


^ I cos(nf) I 
^|log(log«)| 


, 1 + cos(nf) 
3 2 log (log «) 


= EI 


COS(« y)\ 


2log(logn) 2 n 


(3.66) 


Obdobne Pnkladu |3. 9. 2l| dostaneme pro kazde n e N odhadw < e" < e e ”. Odtud 
plyne, ze pro kazde n e N, n > 2, plat! log(log«) < n. Tedy 


^^2log(log«) 2n 




Naproti tomu rada cos(n 7 ) ] <onvcr g U j c p OC (] c Dirichletova kriteria. 

Za pomoci odhadu ( |3.66[ ) tedy dostavame, ze zadana rada konverguje neabso- 
lutne. * 


3.9.29. Priklad. Vysetrete konvergenci a absolutnf konvergenci rady arctg, 

Resent Pro kazde n e N oznacme a n = a b n = arctg n . Posloupnost {b„ \ jc 
zrejme monotonnf a omezena. Rada konverguje podle Dirichletova kri¬ 
teria, nebot' rada sinn m a omezenou posloupnost castecnych souctu a po¬ 

sloupnost {-4^} je klesajfci a ma limitu rovnou nule. Zadana rada tedy skutecne 
konverguje podle Abelova kriteria. 

Na vysetrenf absolutnf konvergence vyuzijeme odhad 


t 


sin n 

—— arctan n 
s/n 



arctan 1 = 


n ^ 1 7i ^ cos(2 n) 

2^/n 


Druha rada konverguje podle Dirichletova kriteria, zatfmco prvnf rada diverguje. 
Proto zadana rada nenf absolutne konvergentnf. * 


3.9.30. Priklad. Vysetrete konvergenci a absolutnf konvergenci rady Y^n=n a n> 
kde a n = „ + s 1 o” n „ pro n e N, n > 11. 
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Reseni Necht; b n = n e N, a uvazujme radu 52nLn b n - Taje die Pnkladu |3.3.9| 
konvergentni a pritom pro kazde n e N, n > 11, plati 


Wn-b„\ = 


I — 10(sin«) 2 I 10 

\ n(n + 10sin n) \ ~ 77 ( 77 - 10)' 


Oznacime-li c n = n /J^ 0 \ pro n e N, n > 11, dostavame diky srovnani s radou 
52 (vizte Vety |3.2.5| a |3.2.18[ ), ze 52 l c « I konver gujc. P roto je i rada 52 \ a n ~b n \ 
konvergentni (vizte Vetu |3.2.^ , z cehoz diky Vete |3.4.3| plyne, ze je rada 

J2 Un= b ») + J2 b n 

n = 11 n = ll n=ll 

konvergentni. 

Vysetremenymkonvergencirady 52^=n \ a n\- Dokazeme-li, ze rada 522^= 11 n+Tos'i 
diverguje, ovefime diky odhadu 

n e N,77 > 11, 


|n + 10sin«| « + 10sin« 

a Vete pj, ze rada 52«^=n a n nekonverguje absolutne. Uvedomme si, ze plati 

sin 2 n 1 cos 2 n 

-:— = - ; —- ; -, n e N,n > 11. 

n -(- 10 sin « 2(77 T 10 sin 77) 2 (77 -I - 10 sin 77) 

Konvergenci rady 52^= 11 2(n+°i0s'inn) overime podobne jako konvergenci rady 52^1 11 a n- 
Rada 52«^=n 2(«+io s in7i) diverguje, coz plyne ze srovnani s radou 52 „ ( y i zte Ve¬ 
ty |3.2.18| a [3 .2. 5[ ) . Z toho dostavame, ze rada 52n^=n n+i0s?ii» diverguje, jelikoz v 
opacnem pripade by rada 


E l sin 77 
\72+ 10s: 


sin 2(77 + 10 sin 77) / 


n “ 1 2(/7 + 10 sin 77 ) 

konvergovala. Tim je reseni pnkladu dokonceno. * 

3.9.31. Priklad. Vysetrete konvergenci rady 52^=i kde 
= sin(277 + 1) 2 

277 + (- 1)”77 ’ 

Reseni Z Pnkladu |3. 9.1 5| vime, ze rada 52 sin(2/r + 1) ma omezene castecne soucty. 
Dale z rovnosti 

(—1)" sin(277 + 1) = (—1)" sin(27i) • cos(l) + (—1)" cos(2t 7) • sin(l), ?7 e N, 
a Pfikladu |3.9.17| odvodime omezenost castecnych souctu rady 52(—1)” sin(277 + 1). 
Upravme vyraz 2 n+k-i) n n j a ^° 

1 277 - (- 1)”77 

2, + (-!)-„ = 3» 2 ’ " 6N ' 
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Tedy plati 

y, sin(2n + 1) _ y, /2sin(2n + 1) (-1)" sin(2« + 1)\ 

^ 2 n + (-1 )»n “ ^ V 3 n 3 n )' 

Posloupnost {^} konverguje monotonne k 0, a tedy rada X! 2sui(2 " +1) konverguje 
di'ky Vete |3.3.5| (D). Podobne overfme konvergenci rady J2 (-1) S 3^ (2n+1) - Dosta- 
vame tedy, ze rada J2 2 n+(-i)"« konverguje. Protoze posloupnost (arctg(« 2 )} je 
monotonm a omezena, plyne z Vety |3.3.5| (A), ze zadana rada konverguje. * 









KAPITOLA 4 


Limita a spojitost fimkce 


4.1. Definiceazakladnivlastnosti 

4.1.1. Definice. Realnou funkcf jedne realne promenne rozumfme zobrazenf z R 
do R, tj. /: M —*■ R, kde M c R. 


V teto kapitole budeme psat strucneji jen funkce. Podobne tomu bude i dale, 
nebude-li hrozit nedorozumenf. 

Na nasledujfcfch obrazcfch mame grafy nekolika ruznych funkcf. Podivejme 
se na chovam techto funkcf blfzko bodu c. Na prvem obrazku se zda, ze priblizujf- 
li se hodnoty x k bodu c, blfzf se / (x) k funkcnf hodnote / v bode c. Na druhem 
obrazku se deje neco podobneho, ale /(c) je ruzne od hodnoty, k nfz se blfzf /(x), 
kdyz se promenna x priblizuje k c. Konecne na tretfm obrazku rostou hodnoty 
f(x) nade vsechny meze. Analogicky muzeme rozumet dalsfm dvema obrazkum 
pro c = oo. Na poslednfm obrazku se vsak pro x blfzfcf se k c funkcnf hodnoty 
f(x) k zadne hodnote nepriblizujf. 



Obrazek 1. Obrazek 2. Obrazek 3. 
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C 


Obrazek 4. 


Obrazek 5. 


Obrazek 6. 


Nynf budeme chti't matematicky posdhnout, co to znamena, ze se funkcnf hod- 
noty f(x ) k necemu blfzf, pokud se a: blfzf k c. Pritom si ale nebudeme vsfmat 
funkcnf hodnoty v bode c, ale pouze samotneho faktu „blfzenf se“. Nasledujfcf 
definice nam pomuze pri presne formulaci tohoto pojmu. 

4.1.2. Definice. Pripomenme, ze v Definici [2.3.14| jsem definovali pojem okolf pro 
body z M*. Necht; celaeel, e>0. Prstencove okoli bodu c definujeme jako 
P(c, e) = (c - s,c + s)\ {c}. 

Prstencove okoli bodu oo (respektive -oo) definujeme takto 



4.1.3. Poznamky. (a) At; uz je c e R nebo c e {oo,-oo}, vzdy pro ei e M,e2 e 
M,0 < £i < S2, platf B(c,e i) C B(c, £ 2 ). Podobne je tomu, nahradfme-li okolf 
prstencovym okolfm. Vsimnete si, ze v prfpade bodu oo je okolf a prstencove okolf 
taz mnozina. Stejne je tomu s okolfm a prstencovym okolfm bodu —oo. 

(b) Pokud ci, c 2 € M*, ci ^ c 2 , pak existuje s e M, s > 0, takove, ze 


B{c\,e) n B(c 2 ,s ) = 0. 


V prfpade, ze ci, c 2 e M, pak muzeme volit naprfklad sm ||ci — c 2 |. Pokud je 
Ci = oo a c 2 e 1, pak polozfme s = min{l, (| C2 | +2 ) }- Potom totiz platf 


c 2 +e<c 2 + 1 < |c 2 | + 2 = 


l/(M+2) “ £’ 


takze B(oo, s) fl B(c 2 , e) = 0. Ve zbyvajfcfch prfpadech postupujeme obdobne. 

(c) Pokud ci,c 2 € K*, ci < c 2 , e e M, e > 0, splnujf B(a,e) n B(c 2 ,e) = 0, 
potom pro kazde a e B(c\, s), y e B{c 2 , s) platf x < y. 

Nasledujfcf definice jejednou z nejdulezitejsfch v tomto textu. 
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4.1.4. Definice. Rekneme, ze prvek let* je limitou funkce / vbode c e R*, 

jestlize 

VeeI,e>0JieR,i>0V*6P(c,i): f(x)eB(A,s). (4.1) 

4.1.5. Veta (jednoznacnost limity). Funkce ma v bode nejvyse jednu limitu. 

Dukaz . Provedeme dukaz sporem. Predpokladejme, ze A \, A 2 e R*, A\ A2, jsou 
limity funkce / vbodec e R*.Zvolmee e R,e > 0, takove, ze B(A\, s)C\B(A 2 , e) = 
0. Podle definice limity pak existuje 8\ e R, 8\ > 0, takove, ze 
Vx£f(d,): f{x)eB(A l ,s). 

Podobne existuje 82 e R, 82 > 0, takove, ze 

Vx e P(c, 8 2 ): f(x)eB(A 2 ,E). 

Polozme 83 = min{<5i, 82}■ Vezmeme x e P(c , 53). Potom mame 
f(x) e B{A u ei) n B(A 2 , s 2 ) = 0, 

coz je spor. ■ 

Podobne jako u limity posloupnosti nam predchozi veta umoznuje zavest na- 
sledujici oznacenf. 

4.1.6. Oznaceni. Ma-li funkce / v bode c e R* limitu A e R*, pak piseme 
lim x _» c f(x) = A. 

4.1.7. Poznamky. (a) Jestlize lim x ^ c fix) existuje, pak je / definovana na jistem 
prstencovem okoli bodu c. V bode c funkce nemusi byt vubec definovana. 

(b) Necht' lim x ^. c fix) = A, kde c e R*, A e R*. Pak muzeme rozlisit tyto 
pripady: 

I I A e R (limita je vlastm), 
ve vlastmm bode, tj. c e R a < A = oo (limita je rovna plus nekonecnu), 

( A = —00 (limita je rovna minus nekonecnu), 
v / _ , 

UeR (limita je vlastm), 

vnevlastnim bode, tj. c — ±oo a < A = oo (limita je rovna plus nekonecnu), 

I 4 = —oo (limita je rovna minus nekonecnu). 

Uvedomme si, ze pro ceR.iel plati lim*-^ f(x) = A, prave kdyz 

Ve e R,e > 0 E<5 e R.ci > 0 Vx e R: 0 < |x - c| <<$=!► \fix)-A\ < e. (4.2) 
Obdobne plati lim^oo fix) = 00 prave tehdy, kdyz 

VK eR3L eRVx eR: x > L^> fix) > K. 

Zde je videt uzitecnost pojmu okoli a prstencove okoli, ktere nam dovoluji formu- 
lovat definici vlastni i nevlastni limity funkce ve vlastnim i nevlastnim bode pomoci 
jedne formule. 

4.1.8. Priklad. Necht' A e R a / je funkce, jejiz funkcni hodnotyjsou na jistem 
prstencovem okoli bodu c 6 R* rovny lei. Potom lim x _^ c fix) = A. 
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Dukaz. Podle predpokladu existuje So e M, So > 0 , takove, ze pro kazde a e 
P(c,8o) plati /(a) = A. Zvolme e e R, s > 0, libovolne. Nyni polozime S = So- 
Pro x e P(c, S) plati x € P(c, So), a tedy /(a) = A e B(A, s). ■ 

4.1.9. Priklad. Necht: c e M*. Potom \im x -,. c x = c. 

Dukaz. Zvolme s e R, e > 0. Polozme S = e. Pro a e P(c,e) platf a e P(c,8) = 
P(c,s) C B(c,e). ■ 

4.1.10. Priklad. Platf lim - = 0. 

Dukaz. Zvolme s e R, e > 0. K nemu volme S = e. Pro a e P( oo, S) plati 0 < ^ < e, 
a tedy ^ e B{ 0, e). ■ 

4.1.11. Priklad. Plati lim — = oo. 

x-»0 A 2 

Dukaz. Ukazeme, ze formule ( |4.l[ ) je splnena pro funkci x\-^ c = 0 z. A = oo. 
Zvolme tedy s e M, s > 0. K tomuto s hledame 8 e M, 8 > 0, takove, ze plati 

Va e P(0,S): \ e B(oo,e), 

neboli 

Va e P(0,S): \>-. 

a z e 

Polozfme-li 8 = pak je vyse uvedena formule splnena a dukaz proveden. ■ 

Na nasledujicim obrazku vidime, ze limita funkce / v bode c zjevne neexis- 
tuje, presto blizi-li se a k bodu c zprava, potom se i funkcni hodnoty blizi k jiste 
hodnote. 



I tento pojem, kdy se promenna blizi k c z jedne strany, lze formalizovat a to 
pomoci pojmu limity v bode zprava (respektive zleva). K to mu budeme potrebovat 
prave (respektive leve) okoli bodu, jez jsou definovany nasledovne. 

4.1.12. Definice. Necht; c e M a e > 0. Potom definujeme 
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• prave okoli bodu c jako B + (c, e) = [c, c + s), 

• leve okoli bodu c jako B-(c, s) = (c — e, c], 

• prave prstencove okoli bodu c jako P+ (c, s) = (c, c + e), 

• leve prstencove okoli bodu c jako P_(c, s) = (c — e, c). 

Dale definujeme 

• leve okoli bodu oo jako B_(oo, e) = (1, oo), 

• prave okoli bodu —oojako 5+(—oo, e) = (—oo, — 

• leve prstencove okoli bodu oojako P-(oo, s) = B_(oo, e), 

• prave prstencove okoli bodu -oojako P + (-oo, s) = B + (-oo, e). 

4.1.13. Definice. Necht; l6l*,celll {— oo}. Rekneme, ze funkce / ma v bode 
c limitu zprava rovnou A, jestlize 

Ve el,£ >03,5 eR,5 > OVa e P+(c,S): f(x ) e B(A,s). 

Analogicky definujeme pojem limity zleva v bode celU {oo}. 

4.1.14. Poznamka. Obdobne jako ve Vete |4.1.5| lze dokazat, ze funkce / ma v 
danem bode c nejvyse jednu limitu zprava a nejvyse jednu limitu zleva. Pro limitu 
zleva funkce / v bode c uzivame symbol Y\m x ^ c _ f (a) a pro limitu zprava symbol 
lim x ^c+ fix). 

4.1.15. Veta. Funkce / ma limitu v bode c e M prave tehdy, kdyz ma v bode 
c limitu zprava i zleva a hodnoty techto jednostrannych limit se rovnaji. Potom 
navic plati 

lim f(x) = lim f(x) = lim f{x). 

Dukaz. => Predpokladejme, ze lim x ^, c f(x) = A e M*. Zvolme e e M, s > 0, 
libovolne. Podle definice limity nalezneme 8 e M, S > 0, takove, ze plati 
Va e P(c,8 ): f(x) e B(A,s). 

Potom ale mame take 

Va e P+(c,8 ): /(a) e B(A,s), 

nebot; P+ (c, 8) C P(c, 8). Tim jsme dokazali, ze plati lim x ^. c+ /(a) = A. Rovnost 
lim x ^. c _ f(x) = A dokazeme obdobne. 

<= Predpokladejme, ze ]\m x ^ c+ /(a) = \im x ^. c _ f{x) = A e R*. Zvolme 
s e M, s > 0, libovolne. Podle definice limity zprava nalezneme Si e M, 8\ > 0, 
takove, ze plati 

Va e P+(c,8i)\ fix) e B{A,e). 

Dale podle definice limity zleva nalezneme 82 € K, 82 > 0, takove, ze plati 
Va e P_(c,<5 2 ): /(a) e B(A, e). 

Polozme 8 = min{Si,S2}. Potom Pic,8) C P(c,Si) U Pic,82), takze pro kazde 
a e Pic, 8) mame /(a) e BiA, s). Dokazali jsme tak, ze plati lim*-^ /(a) = A. m 

Nyni dokazeme jedno duchy, ale uzitecny princip, kteryje obdobou Vcty ^2.25| 
pro funkce. Nejprve zformulujeme pomocne tvrzeni. 
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4.1.16. Lemma. Necht; s e M, s > 0. Potom pro kazde jet plati ekvivalence 

yeB(0,e) <£► |y| e 5(0, e). 

Dukaz. Necht; jel. Potom y e B( 0, e) prave tehdy, kdyz — e < y < e, coz zrej- 
me plati prave tehdy, kdyz —s<—y< e. Odtud a z definice absolutm hodnoty 
realneho cisla plyne tvrzeni. ■ 

4.1.17. Veta. Necht; c 6 1* a / je funkce definovana na nejakem okoli bodu c. 
Potom plati: 

Hm f(x) = 0 

prave tehdy, kdyz 

lim | f(x) | = 0. 

Dukaz■ Z definice limity plyne, ze lim Y ^ c f(x) = 0 prave tehdy, kdyz plati ( ]4.l[ ) 
pro specialni volbu A = 0. Die Lemmatu |4.1.16| ovsem f(x ) e B{ 0, s) plati prave 
tehdy, kdyz \f{x)\ e B(0, e). Tedy lim x ^ c f(x) = 0 prave tehdy, kdyz 

Ve e R, £ > 0 3S e R, 8 > 0 V* e P(c, 8 ): \f{x)\ e B( 0, e), 
coz podle Definice |L1.4| znamena, ze lim^ c \f(x)\ =0. ■ 

4.1.18. Definice. Necht; cel. Rekneme, ze funkce / je v bode c spojita, jestlize 
lim*-^ f{x) = /(c). Rekneme, ze funkce / je vbode c spojita zprava (respektive 
zleva), jestlize lim x _> c+ f(x) = f(c) (respektive lim^^ c _ / (x) = /(c)). 

4.1.19. Poznamka. Z vlastnosti okoli lze snadno odvodit ekvivalenci nasledujicich 
vyroku. 

(i) Funkce / je spojita v bode c. 

(ii) Funkce / splnuje 

Ve e R, e > 0 E<5 e ffi, 8 > 0 Vjc e B(c, 8): f(x) e B(f(c), s ). 

(iii) Funkce / splnuje 

Vs e I, s > 0 35 e 1, S > 0 Vr e 1: |x — c| < 5 =>■ \f(x) - /(c)| < e. 
Porovnejte posledni dve formule s formulemi (jOJ) a (p~^). 

4.1.20. Priklady. (a) Definujme 

I I pro x > 0, 

0 pro x = 0, 

-1 pro x < 0. 

Tuto funkci nazyvame signum a znacime ji sign. Snadno nahledneme, ze 
lim sign* = 1 a lim sign a: = —1 . 

Funkce sign je tedy v bode 0 nespojita. 
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(b) Afinnf funkce f: x ax + b je spojita v kazdem bode c e R. Tvrzenf 
dokazeme pffmym overenfm definice. Udelejme to podrobne v prfpade, ze a > 0. 
Mejme cel. Pak pro kazde 8 e R, 8 > 0, a kazde x € (c — 8, c + 8) platf 

/(c) -a8 < f{x) = /(c) + a(x - c) < /(c) + a8. 

Necht' e e 1, e > 0. Polozfme-li 8 = |, plyne z predchozf nerovnosti, ze pro kazde 
x e (c — 8, c + 8) platf 

/(c) - £ < f{x) < /(c) + £. 

Tfm je dokazano, ze lim x ^ c f(x) = /(c). 


4.2. Vety o limitach 

Definice limity neobsahuje navod, jak tuto limitu vypocftat, prfpadne jak uka- 
zat, ze funkce v danem bode limitu nema. Vety z tohoto oddflu nam umoznf jednak 
limity v nekterych prfpadech vypocftat a dale ukazf nove vlastnosti prave defino- 
vanych pojmu. 

4.2.1. Veta (vlastnf limita a omezenost). Ma-li funkce / v bode c e K* vlastnf 
limitu, pak existuje P(c, 5) takove, ze / je na P(c, 8) omezena. 

Dukaz■ Oznacme A = lim x ^ c f(x). Podle predpokladu je 4el. Pro s = 1 nalez- 
neme 8 elj >0, takove, ze 

Va e P(c,8): f(x) e B(A, 1), 

neboli f(P(c, 8)) C (A — 1, A + 1). Tato inkluze dokazuje omezenost funkce / na 
P(c,8). m 

4.2.2. Veta (aritmetika limit funkcf). Necht' c e R*, lim x -> c f(x) = A e R* a 
lim x ^. c g(x) = B e R*. Potom platf: 

(a) lim x ^dm + g{x)) = A + B, 

(b) lim x^cifix)gix)) = AB, 

(c) linw(£§) = 4, 
pokud jsou prave strany definovany. 

Dukaz. Dokazeme pouze tvrzenf (c). Technika dukazu zbyvajfcfch tvrzenf je ob- 
dobna a zde je nebudeme provadet. Vyraz 4 je podle predpokladu definovan, tak- 
ze musf nastat nektery z nasledujfcfch prfpadu: 

(1) A e R, B e R \ {0}, 

(2) A e R, B e {-oo, oo}, 

(3) A = oo, B e R, B > 0, 

(4) A = oo, B e R, B < 0, 

(5) A = -oo, B e R, B > 0, 

(6) A = -oo, B e R, B < 0. 
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(1) Nasfm cflem je dokazat, ze ke kazdemu s e M, s > 0, existuje 8 e M, 8 > 0 
takove, ze platf 

< 4 - 3 ) 

Z definice limity plyne, ze ke kladnemu cfslu 2 existuje r] e R, rj > 0, takove, ze 
pro kazde x € P(c, rj) platf g(x) e (B - B + ^§1), a tedy |g(.x)| > ^ > 0, takze 
vyraz ma smysl pro kazde x e P(c, rj). Pro a € P(c, rj) odhadujme 


| m 

I g(x) 


' l*(*)ll*l 

1 

= |g(x)||5| 


\f(x)B-g(x)A\ 

\f(x)B-AB + AB-g(x)A\ 
A\B\\f(x)-A\ + \A\\B-g(x)\) 


~ \g(*)\\B\ 
<M(\f(x)-A\ + \g(x) 


(4.4) 


kde M = max ||^j, Zvolme nynf s e R, s > 0. Z predpokladu vety plyne, ze 
k cfslu 2I7 existujf kladna cfsla 81,82 e R takova, ze platf 

WxeP(c,8i): \f(x)-A\ < ^, (4.5) 

WxeP(c,S 2 ): \g(x)-B\ < J-. (4.6) 

2 M 

Potom pro 8 = mi n{??, 8\ ,8 2 ) plyne platnost ( |4~3| ) z (fO|), ( ^~5| ) a (p~6|). 

(2) Podle Vety |4.2. 1] existuje 81 e R, 8\ > 0, a kladne ffel takove, ze 

xePic.SfrtfWKK. (4.7) 


Zvolme nynf libovolne s e R, s > 0. At' uz predpokladame B = 00 nebo B = -00, 
muzeme v obou prfpadech nalezt 82 e R, 82 > 0, takove, ze 

V*6P(c,« 2 ):|g(*)|>-. (4.8) 

£ 

Polozme 8 = min{<5i, 8 2 ). Potom pro kazde x e P(c, 8) dfky (fkTJ) a j4.8[ ) dostavame 

\m<^ = e. 

I g(x) I K/e 

Tfm je dokazano, ze pro A e R a B nevlastnf je limita rovna 0. 

(3) Podobne jako v bode (1) nalezneme ij e 1,)) > 0, takove, ze 

Vjc e P{c,rj): g(x) <2B. (4.9) 

Zvolme libovolne e e R, e > 0. Nalezneme 8\ e R, 81 > 0, takove, ze 

2 B 

Wx e P(c,8i): f(x) > —. 

s 


(4.10) 
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Polozme 8 = min{)7,<?i}. Potom pro kazde v e P(c, 8) plati 
f(x) 2 B 1 _ 1 

£(*) e 2B s' 

Tim je dokazano, ze \\m x ^, c = oo. 

Zbyvajici pripady (4)-(6) lze dokazat stejnym zpusobem jako pnpad (3), pou- 
ze je treba na prislusnych mistech zmenit nerovnosd a znamenka. ■ 

4.2.3. Priklad. Nasledujici pn klady demons truji, ze bez predpokladu existence 
pravych stran ve vzorcich Vety |4.2.2| nelze o hodnote limit na levych stranach nic 
rici. 

Uvazujme napriklad / (x) = x a g(x) = -x, tel. Pak lim*-^ f(x) = oo, 
lim^-^oo g{x) = -x , ale lim*-^ f(x ) + g(x) = 0. 

Ponekud odlisny priklad je nasledujici. Vezmeme f(x) = x sin x a g(x) = 
(x + 1) sin a: pro tel Pak lim*^,*, neexistuje, i kdyz lim*^,*, = 1. Potiz 

tkvi v tom, ze podil neni definovan na zadnem okoli oo. 

4.2.4. Poznamka. Veta |4.2.2| ma i sve zrejme jednostranne varianty. 

4.2.5. Veta (spojitost a aritmeticke operace). Necht: /, g jsou spojite funkce v bode 
cel. Potom i funkce / + ga/g spojite v bode c. Je-li navic g(c) ^ 0, je i funkce 
j spojita v bode c. 

Dukaz. Tvrzeni plynou okamzite z Vety |4.2.2| . ■ 

4.2.6. P riklad. Vime jiz, ze funkce f(x) = x je spojita v kazdem bode cel 
(Priklad [4. 1.20| (b)). Podlepredchazejicivetyjsou tedy funkce x 1 , x 3 , x 4 ,... spojite 
v kazdem bode 1. Odtud podle teze vety plyne, ze polynomy a racionalni funkce 
jsou spojite na svych definicnich oborech. 

Vyraz neni definovan, nicmene plati tato veta. 

4.2.7. Veta. Necht; c e 1*, lim x -> c g(x) = 0, lim*-^/(*) = A e 1* a A > 0. 
Jestlize existuje >7 > 0 takove, ze funkce g je kladna na P(c, rf), pak lim x _ >c (^^) = 
00. 

Dukaz. Predpokladejme nejprve, ze A e 1. Zvolme Lei libovolne. Nalezneme 
<5i > 0 takove, ze pro kazde x e P(c, <5i) plati f{x) e (A—j, A+j). Dale nalezneme 
8 2 > 0 takove, ze pro kazde x e P(c, 82) plati \g(x)\ < 2 (\l\+\) • Polozime 8 = 
min{5i, 82, 17}. Pak pro kazde x e P(c, 8 ) mame 0 < g(x) < 2 (|,l|+i) a 

Tim je tvrzeni pro del dokazano. 

Predpokladejme nyni, ze A = 00. Zvolme opet Lei libovolne. Nalezneme 
#i > 0 takove, ze pro kazde x e P(c,<5i) plati f(x) > 1. Dale nalezneme S 2 > 0 
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takove, ze pro kazde x e P(c, 82) platf |g(x)| < . Polozfme 8 = min{i5i, 82, rj}. 

Pak pro kazde a e P(c, 8) mame 0 < g(x) < a 

iM > i/(iii + D = |i| + 1>i ' 

■ 

4.2.8. Poznamka. Predchozf veta mai svou variantu projednostranne limity. Predpokladame- 
li, ze c 6 K U {—00}, Iimx->. c+ g{x) = 0, lim.*->. c+ /(r) = 46i*,i>0a existuje 

rj > 0 takove, ze funkce g je kladna na P+(c, rj), pak lim x _ >c+ = 00. Podobne 
lze zformulovat i variantu s limitou zleva. 

4.2.9. Veta (o srovnanf). Necht; cel*. 

(a) Necht; 

lim /(x) > lim g(x). 

Pak existuje 8 > 0 takove, ze platf 

Vx e P(c,8): /(x) > g(x). 

(b) Necht; existuje 8 > 0 takove, ze platf 

VxeP(c,8): f(x)<g(x). 

Necht; existuje lim x _> c fix) a lim x _> c g(x). Potom platf 
lim /(x) < lim g(x). 

(c) (o dvou straznfcfch) Necht; existuje ij > 0 takove, ze platf 

Vxe P(c,r,): f(x)<h(x)<g(x). 

Dale predpokladejme, ze 

lim /(x) = lim g(x) =4eR*. 

Potom existuje rovnez lim x _> c h(x) a rovna se A. 

Dukaz . (a) Oznacme A = lim x ^ c /(x) a B = lim x ^ c g(x). Podle Poznamky |4.1.3| (b) 
nalezneme s e R, s > 0, takove, ze B(A, s ) n B(B, e) = 0. K tomuto s nalezneme 
kladna <5i, 82 e R takova, ze 

Vx e P(c,8i): f(x) e B(A,s), 

Vx e P(c, 8 2 ): g(x) e B(B,e). 

Po lozme 8 = min{<5i, <5 2 }. Dfky volbe e a nerovnosti A > B platf podle Poznam- 
ky |4.1.3| (c) pro kazde x e B(c, 5) nerovnost /(x) > g{x). 

(b) Tuto cast tvrzenf dokazeme sporem. Predpokladejme, ze lim x ^ c /(x) > 
lim^-^c g(x). Potom podle jiz dokazane cash (a) existuje ij e M, ij > 0, takove, ze 
Vx e P(c, rj): f{x) > g(x). 

Zvolme y e P(c, 8) n P(c, rj). Pak ovsem platf f(y) > g(y) > f(y), coz je spor. 
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(c) Necht; nejprve A e R. Zvolme s e R, e > 0. K nemu existuje Si e R, Si > 0 
takove, ze pro x e P(c, Si) plati 

A-e< f(x) < A + e. A — s < g{x) < A + s. 

Necht; nyni S = min{Si, r)}. Je-li x e P(c, 8), potom mame 
A — e < f(x) < h(x) < g(x) < A + e, 

a tedy h(x) e (A — e, A + e). Ke kazdemu e > 0 tedy existuje 8 > 0 takove, ze 
Wx e P{c,8 ): h(x) e (A - s, A + s ), 

cili lim x ^ c h(x) = A. 

Predpokladejme nyni, ze A = oo. Zvolme e e R, s > 0. K nemu existuje Si e R, 
Si > 0, takove, ze pro kazde x e P(c, Si) plati i < fix). Necht'nyni S = min{Si, rj}. 
Je-li x e P(c,8), pak plati 

\ < fix) < h(x), 

a tedy h(x) e B(oo, s). Dokazali jsme tedy lim Y ^ e h(x) = oo. 

Pripad A = —oo lze dokazat obdobne. ■ 

4.2.10. Priklad. Necht; h(x) = x cos x sin i, x e R \ {0}. Pak lim^o fix) = 0. 
Resent. Polozme f{x) = — \x\, g(x) = \x\, tel. Pak 

fix) < h(x) < g{x), x e P(0,1), 
a 

lirn f(x) = lirn g(x) = 0. 

Z Vety |4.2.9| (c) tedy plyne lim x ^ 0 h(x) = 0. * 

4.2.11. Poznamka. Pokud je funkce / v bode c spojita a /(c) ^ 0, pak existuje 
S e K, 5 > 0, takove, ze / je ruzna od nuly na B(c, 8). Toto tvrzeni plyne z cash (a) 
predchozi vety, kde za funkci g volime nulovou funkci. 

4.2.12. Poznamka. Vkapitoleoposl oupno st ech jsm eukazalivariantyvetyo dvou 
straznicich pro nevlastni limity (Veta |2.3.33| a |2.3.34[ ) . Podobne je tomu i v pripade 
nevlastnich limit funkci. Uved'me formulaci vety pro limitu rovnou oo. 


4.2.13. Veta. Necht; existuje rj > 0 takove, ze pro kazde x e P(c, rj) plati fix) < 
h(x). Dale predpokladejme, ze \im x ^. c f (x) = oo. Potom existuje rovnez lim x ^ c h(x) 
a rovna se oo. 


4.2.14. Priklad. 

Resent. Jelikoz 

a 


Ukazte, ze lim*-*,*) x A-mx _ ^ 

x 2 + sin .x ^ x 2 - 1 _ 1 

x ~ x x’ 

lim a;-= oo, 


x e (0, oo), 
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plati tez z Vety |4.2.13| 


Pri vypoctech limit je casto u zitecn a nasledujici veta, jejiz dukaz lze snadno 
provest pomoci tvrzeni (c) z Vety |4.2.9| . 

4.2.15. Veta. Necht: c e R*, lim*^ fix) = 0 a necht: existuje rj > 0 takove, ze y je 
omezena na P(c, rj). Potom lim X ^. c (f(x)g{x)) = 0. 


Dalsi veta dava do souvislosti limitu funkce s limitou posloupnosti. 

4.2.16. Veta (Heine). Necht' cel’,Ael*a funkce / je definovana na prsten- 
covem okoli bodu c. Pak jsou vyroky (i) a (ii) ekvivalentni. 

(i) Plati lim^_». c fix) = A. 

(ii) Pro kazdou posloupnost {x n \ splnujici x„ e <£)(/), x n f c pro vsechna 
n e N a limn-^x, x„ = c, plati lim,,-^ f(x n ) = A. 

Dukaz. (i) =A (ii) Mejme posloupnost {x n } splnujici x n e <£)(/), x n ^ c pro vsechna 
n € N a limn-xxjAn = c. Zvolme e e R, s > 0. Podle (i) existuje S e R,<5 > 0, 
takove, ze 

Vx e Pic, 8): f{x) e B(A,e). 

K jiz nalezenemu S nalezneme no e N takove, ze 

Vn e N,n > n 0 : x n e B(c, 8). 


Potom mame take 


Vn e N.ii 


Pic,8), 


a tedy 


Vn e N, 

(ii) =>■ (i) Dokazeme ->(i) =>• 


n > n 0 : fix n ) € BiA,s). 

->(ii). Predpokladame-li negaci (i), potom mame 


Ee e R, e > 0V<5 e R, 8 > 0 Bx e P{a, 5) : -■(/(*) e B(A, s)). 

Pro kazde n e N tak existuje x„ e Pic, £) takove, ze ->(/(x„) e B(A,s)). Pak 
mame x n c, ~‘ifix n ) € BiA,e)) pro kazde n e N a limx„ = c. Neplati tak 
lim fix„) = A. Jsou tedy splneny predpoklady ve (ii) ale nikoliv zaver ve (ii), tj. 
(ii) neplati, coz jsme meli dokazat. ■ 


Neni tezke zformulovat Heineovu vetu pro limitu zleva (respektive zprava). 
Podobne lze dat do souvislosti spojitost a limitu posloupnosti. Z nekolika ruznych 
variant uved'me nasledujici dve, pricemz dokazeme pouze druhou. 

4.2.17. Veta. Necht; c e R U {oo}, A e R* a funkce / je definovana na levem 
prstencovem okoli bodu c. Pak jsou vyroky (i) a (ii) ekvivalentni. 

(i) Plati \im x ^ c _ fix) = A. 

(ii) Pro kazdou posloupnost {x„} splnujici x„ € £>( /), x n < c pro vsechna 
n € N a lim^oo x n = c, plati lim n _*.oo fix n ) = A. 
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4.2.18. Veta. Necht: c e R a funkce / je definovana na okoli bodu c. Pak jsou 
vyroky (i) a (ii) ekvivalentnf. 

(i) Funkce / je spojita v bode c. 

(ii) Pro kazdou posloupnost {x n } splnujici x n e £)(/) pro vsechna n e N a 
lrnin-s-oo x„ = c, plati lim,,-^ f(x„ ) = /(c). 

Dukaz. (i) =¥ (ii) Mejme posloupnost {x n } splnujici x n e £>(/) pro vsechna n e N 
a limn-,.00 x n = c. Zvolme s € R, s > 0. Podle (i) existuje S e M, 8 > 0, takove, ze 
Vjc e B(c,8): f{x) e B(f(c),e). 

K jiz nalezenemu 8 nalezneme n o e N takove, ze 

Vn e N, n > n 0 : x n e B(c, 8 ), 


a tedy 

Vnen,n>n 0 : f(x n )eB(f(c),e). 

(ii) =>■ (i) Dokazeme ->(i) =>■ —■ (ii). Predpokladame-li negaci (i), potom mame 
3£6l,£>0V5eR,«>03^efi(fl/): - (f(x ) e B(f(c), e)). 

Pro kazde n e N tak existuje x n e fi(c, £) takove, ze ~ i (f(x n ) e fl(4, e)). Pak mame 
-'(/(■*») e e)) pro kazde n e N a lim;c„ = c. Neplati tak lim f(x n ) = A. Jsou 
tedy splneny predpoklady ve (ii) ale nikoliv zaver ve (ii). ■ 

Vetu [4.2.16| lze casto pouzit k dukazu neexistence limity. 

4.2.19. Priklad. Ukazeme, ze neexistuje lim (-l)M, kde [x] znaci celou cast cisla 


Resent. Predpokladejme, zelim x _ >00 (-l)M = A e R*. Vezmemeposloupnost \x n \ = 
{2 «}. Potom (—l)!*"! = (-1)1 2 "1 = 1 pro kazde n e N, a tedy lim„_ >00 (-l) [jc, ’I = 1. 
Pritom limn-^oo x n = oo a x„ oo pro vsechna n e N. 

Vezmeme dale posloupnost {y n } = {2n + l}. Potom (-1)^"! = (- 1 ) 1 2 " +1 1 = -1 
pro kazde n e N, a tedy lim„^ 0o (-l)b' n ] = -1. Pritom lim,,^,*, y n = co a v„ / oo 
pro vsechna n e N. 

Podle Heineovy vety musi byt limn-^*/— l)l x "l = 1 jb’nl = A. Na 

druhe strane ovsem limn-^ooj— / lim„^.oo(—1)^"', atoje spor. Proto limita 
lim*-*.^— 1)1*1 neexistuje. * 

Veta |4.2.2| rika, jak se limita funkce chova vzhledem k algebraickym opera- 
cim scitani, nasobeni a deleni. Nasledujici veta ozrejmuje vztah limity ke skladani 
funkci. 


4.2.20. Veta (limita slozene funkce). Necht; c, D, A e M*. Mejme funkce / a g 
splnujicilim^-^c g(x) = D alim^o f(y) = A. Predpokladejme dale, zejesplnena 
alespon jedna z nasledujicich podminek: 

(P) existuje r] e R, rj > 0 takove, ze pro kazde x e P(c, rj) plati g(x) ^ D, 

(S) funkce / je spojita v bode D. 
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Potom plati 

lim(/°g)(x) = A. 

Dukaz. Predpokladejme, ze je splnena podmmka (P). Zvolme e > 0 libovolne. K 
tomuto s existuje > 0 takove, ze 

WyeP(D,f):f(y)eB(A,e ), 

nebot; \\m y ^ D f(y) = A. K nalezenemu f je mozne najit S' > 0 takove, ze 
Vx e P(c,8'): g(x) e B{D,xjr), 

nebot; = D. Polozme 8 = min {8',rj}. Pro x e P(c,8) plati g(x) e 

B(D, i/f) \ {£)}, neboli g(x) e P(D, i/r). Odtud dostavame /(g(x)) e B(A,e). Tim 
je dukaz vety ve verzi s podminkou (P) proveden. 

Nyni predpokladejme, ze je splnena podmmka (S). Vezmeme s > 0. Pak exis¬ 
tuje i/f > 0 takove, ze pro kazde y e P(D, x/e) plati f(y) e B(A, s). Protozeje / spo¬ 
jita v bode D, mame f(D) = A. Proto pro kazde y e B(D, xje) plati f(y) e B(A, e). 
K cislu \[r existuje nyni 8 > 0 takove, ze pro kazde x e P(c, 8) plati g(x) e B(D, i p). 
Dohromady tedy mame, ze pro x e P(c, 8) plati f(g(x)) e B{A,s). Tim je dukaz 
proveden. ■ 

4.2.21. Priklad. Neni-li splnena podmmka (P) ani (S), pak zaver vety nemusi pla- 
tit. Zvolime-li / = | sign |, g = 0, c = 0, D = 0 a A = 1, pak lim x _>o s( x ) = 0, 
lim-y-^o f(y) = 1, ale lim x ^ 0 (/ o g)(x) = 0 + 1. 

4.2.22. Veta. Pokud je funkce g spojita v bode c e M a funkce / je spojita v bode 
g(c), pak je funkce fog spojita v bode c. 

Dukaz. Tvrzeni plyne ihned z Vety |4.2.20| . ■ 

4.2.23. Priklad. Necht' funkce / je spojita v bode 0. Potom je lim*-**,/(l) = 
/(0). 

Re smi Pl ati Iim^oo 1=0 (Priklad a lim v ^ 0 /(y) = /(0). Podle Ve¬ 
ty ff.2.20| ve verzi s podminkou (S) pak plati lim*-^ /(!) = /(0). * 

Veta o limite slozene funkce ma take sve varianty pro jednostranne limity. Bez 
dukazu uved'me jednu z nich. 

4.2.24. Veta. Necht; c e R U {oo}, D e I U {—oo}, i el*. Mejme funkce / a g 

splnujici lim x ^. c _ g(x) = D a f(y) = A. Dale necht'existuje i) e 1, (| > 0, 

takove, ze pro kazde x e P-(c, rj) plati g(x) > D. Potom plati 

jbnj/ ° g)(x) = A. 

4.2.25. Veta (limita monotonni funkce). Necht; a, b e M*, a < b. Necht; funkce / 
monotonni na intervalu (a, b). Potom existuji lim x _> a+ /(x) a lim x _^_ /(x), pri- 
cemz plati: 



1.3. FUNKCE SPOJITE NA INTERVALU 


221 


• Je-li / na ( a,b ) neklesajici, pak 

f{x) = inf /((a, b )) a Jun /(x) = sup /((a, &)). 

• Je-li / na (a, 6) nerostouci, pak 

lim f{x) = sup f((a, b)) a lim /(x) = inf/((a, &)). 

Dukaz. Dokazeme, ze lim x ^. a+ /(x) = inf /((a, 6)) plati pro neklesajici zdola ome- 
zenou funkci / a pro a a e R. Dukazy ostatnich pripadu lze provest obdobne. 
Oznacme m = inf fiia,b )) e R. Zvolme cislo s > 0. Z vlastnosti infima plyne, ze 
existuje ye /((a, b )) takove, ze y < m + s. Z definice mnoziny /((a, fe)) plyne, ze 
y = fix') pro nejake x' e (a,b). Protoze vsak funkce / je neklesajici, je 

Vxe(a,x'): fix) < /(x') < m + s. 

Protoze m je dolni zavora mnoziny /((a, b)), je 

Vx e ia,b): m — e < m < fix). 

Na intervalu (a, x') tedy plati: 

Vx e ia,x'): m - s < /(x)<m + e. 

Tim jsme dokazali, ze ke kazdemu s > 0 existuje S > 0 (v nasem pripade to bylo 
8 = x' — a) takove, ze 

WxeP+ia,8): fix) e im - e, m + s), 

tj. lim x _* a+ fix) = m. ■ 


4.3. Funkce spojite na intervalu 

4.3.1. Definice. Necht' J C M je nedegenerovany interval (neboli obsahuje neko- 
necne mnoho bodu). Funkce /: J ->-W je spojita na intervalu /, jestlize plati: 

• / je spojita v kazdem vnitfmm bode J, 

• / je spojita zprava v levem krajnim bode intervalu J, pokud tento bod 
patri do J, 

• f je spojita zleva v pravem krajnim bode intervalu /, pokud tento bod 
patri do J. 

Spojitost funkce na intervalu lze charakterizovat pomoci konvergence posloup- 
nosti, jak ukazuje nasledujici varianta Heineovy vety. 

4.3.2. Veta. Necht: i C TR je interval a /:/-»■ R. Pakje ekvivalentni: 

(i) funkce / je spojita na J, 

(ii) pro kazdou posloupnost {x„} splnujici x n e J a limx„ = c e J, plati 
lim/(x„) = /(c). 
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Dukaz. (i) =>■ (ii) Uvazujme posloupnost {x n } splnujici x n e /, n e N, a limx„ = 
c e / . Poku d je bod c vnitrmm bodem intervalu J, potom podle Heineovy vety 
(Veta |4~2d8| ) plati lim f(x n ) = /(c). Pokud je bod c kraj rum bodem intervalu /, 
pak lim f(x n ) = /(c) plati podle prislusne jednostranne varianty Heineovy vety. 

(ii) =>■ (i) Spojitost ve vnitrnich bodech J plyne opet z Heineovy vety. Spoji- 
tost v krajmch bodech, pokud jsou tyto prvkem J, plyne z jednostrannych variant 
Heineovy vety. ■ 

4.3.3. Veta. Necht; I, J jsou intervaly vla/:/->l,j:/->l jsou spojite 
funkce. Necht; /(/) c J ■ Pak go /: / -> M je spojita funkce. 

Dukaz. Pouzijme V etu|4.3.2| . Nccbi {x„}je posloupnost bodu v / konvergujici k bo- 
du x e I. Die Vety |4.3.2| (ii) pouzite pro funkci / plati lim f(x n ) = f(x). Opetov- 
nym pouziti tohoto tvrzeni, tentokrat pro funkci g, dostaneme, ze lim g{f{x n )) = 
g(/ W)- P roto lim(g o f){x„) = (g ° f)(x), a tedy g ° / je spojita na I opet die 
Vety |4.3.2|. ■ 

4.3.4. Veta (Bolzanova veta o nabyvani mezihodnot). Necht; funkce / je spojita na 
intervalu [ a , b] a f(a)< f(b). Pak ke kazdemu C e (/(fl), f(b)) existuje | e ( a , b ) 
takove, ze plati /(f) = C. 

Dukaz. Zvolme C e ( f(a),f(b )) apolozme M = {z e [a,b\, f(z) < C}. Mnozina 
M je neprazdna (nebot' a e M) a shora omezena (cislo b je horni zavora M), je 
tedy f = supM e R. Zrejme plati f e [a,Z?]. Ukazeme, ze /(f) = C vyloucem'm 
moznosti /(f) > C a /(f) < C. 

Kdyby /(f) > C, pak f > a a lze nalezt <5 > 0 takove, ze pro kazde a e (f — S, f) 
plati f(x) > C. To znamena, ze M c [a, f — 5], coz je spor s definici f. 

Kdyby /(f) < C, pak f < b a lze nalezt 8 > 0 takove, ze pro kazde x e (f, f + 5) 
plati f(x) < C. To znamena, ze (f, f + 8) C M c [a, f], coz je opet spor. ■ 

4.3.5. Poznamka. Veta analogicky plati v pripade, kdy f(a) > f(b). Povsimneme 
si, ze z predpokladu vety neplyne nic o tom, kolik je takovych bodu f e (a,b), 
v nichz je /(f) = C. Bolzanova veta o nabyvani mezihodnot ale tvrdi, ze takovy 
bod existuje alespon jeden. 

4.3.6. Veta (zobrazeni intervalu spojitou funkci). Necht; J je interval. Necht; funk¬ 
ce /:/—>• R je spojita na J. Potom je f(J) interval. 

Dukaz. Overime, ze mnozina f(J) splnuje predpoklad Lemmatu |l.6.23[ Zvolme 
yi, y-i e /(/) a z e R, y i < ~ < j2- Pak existuji X\,X 2 & J takova, ze f(x i) = y\ a 
f(x 2 ) = y 2 . Podle Vety pj a za ni nasledujici poz namky musi / v jistem bode 
nabyvat hodnoty z, takze z e f(J). Podle Lemmatu |l.6.23| je tedy mnozina f(J) 
intervalem. ■ 


4.3.7. Definice. Necht; M c R, x e M a funkce / je definovana alespon na M (tj. 
M c £>(/)). 
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• Rekneme, ze / nabyva v bode a maxima (respektive minima) na M, jestlize 
plati 

Vy e M: f{y) < /(a ) (respekdve Vy e M: /(y) > /(a)). 

Bod x pak nazyvame bodem maxima (respektive minima) funkce / na mnozine 
M. 

• Rekneme, ze / nabyva v bode x lokalniho maxima (respektive lokalniho 
minima) vzhledem k M, jestlize existuje S > 0 takove, ze 

V_y e B(x, 8) fl M : f{y) < f(x) (respektive V_y e B(x, 8) n M: f(y) > f(x)). 

Bod x pak nazyvame bodem lokalniho maxima (respektive lokalniho minima) 

funkce / na mnozine M. 

• Rekneme, ze / nabyva v bode a ostreho lokalniho maxima (respektive ost- 
reho lokalniho minima) vzhledem k M, jestlize existuje 8 > 0 takove, ze 

Vy e P(x,8) fl M: f{y) < f(x) (respektive Vy e P{x,8) fl M: /(y) > f{x)). 

Bod x pak nazyvame bodem ostreho lokalniho maxima (respektive ostreho lokal¬ 
niho minima) funkce / na mnozine M. 

• Symbol maxM / (respektive min a/ /) oznacuje nejvetsi (respektive nejmensi) 
hodnotu, ktere funkce / na mnozine M nabyva (pokud takova hodnota existuje). 

• Bodem extremu budeme rozumet bod maxima ci minima. Bodem lokalniho 
extremu budeme rozumet bod lokalniho maxima ci lokalniho minima. 



Obrazek 7. 


Na obrazku jsou x a z body lokalniho maxima funkce / a v bodech y a t ma 
funkce / lokalni minimum. 
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4.3.8. Budeme-li hovorit o lokalmm extremu realne funkce (bez udani mnoziny), 
budeme mit na mysli lokalni extrem vzhledem k nejakemu okoli. 

4.3.9. Veta (existence extremu). Necht: a,b e R,a < b, a / je spojita funkce na 
intervalu [a,b\. Potom / nabyva na [a, b\ sve nejvetsi hodnoty a sve nejmensi hod- 
noty. 

Dukaz. Oznacme G = sup/([a,*]). Podle Vety existuje posloupnost {y„} 

prvku mnoziny f([a,b]) takova, ze lim y n = G . Pro kazde n e N nalezneme 
x n e [a,b] splnujici / (x n ) = y„. Podle Vety |2.4.8| vybe reme z posloupnosti {x n } 
konvergentni posloup nost { x lu , \ s limitou a*. Podle Vety [2.2.45| lezi bod a* v inter¬ 
valu [a,b\. Podle Vety |4.2.18| plati lim^oo f(x nk ) = f(x*). Protoze f{ x„ k ) = y „,, 
je posloupnost {f(x n/c )} , ^L 1 vybrana z posloupnosti { y n }^= i ■ Podle Vety [2.2.33| pla- 
ti 

f(x*) = ^lim f(x„ k ) = lim y n = G. 

Je tedy f(x*) = G ax* je bodem maxima funkce / na intervalu [a, b]. 

Pro dukaz existence bodu minima definujme funkci g: [a,b] 1R predpisem 
g(x) = -fix). Funkce g je na [a,b] spojita, musi tedy na [a,b] nabyvat sveho 
maxima podle jiz dokazane casti vety. Necht' tomu tak je v bode a* € [a,b\. Pak 
plati g(x) < g(x*) kdykoliv a e [a, b]. To znamena, ze f{x) > /(a*) pro kazde 
a e \a, b\, a / nabyva sveho minima na [a,b]v bode a*. Tim je veta dokazana. ■ 


4.3.10. Priklad. Funkce f(x) = £ nenabyva na intervalu (0,1) extremu. Stejne 
tak funkce /: [0,1] —> R definovana predpisem 


fix) = 


pro a e {0,1}, 
pro a e (0,1) 


nema na [0,1] extrem. Tyto dva priklady u kazujj , ze ani predpoklad uzavrenosti 
intervalu ani spojitosti funkce nelze ve Vctc |4.3.9| vynechat. 


4.3.11. Dusledek. Necht' / je spojita funkce na intervalu [a,b\. Potom je / na [a, b] 
omezena. 


Dukaz. Podle predchozi vety nabyva funkce / na intervalu [a, b] maxima v bode 
a* a minima v bode a*. Plati tedy /(a*) < /(a) < /(a*) pro kazde a e [a,Z)],takze 
mnozina fi[a. ^])je omezena. ■ 

4. 3.12. Hledani extremu funkce na nejake mnozine patri k dulezitym uloham. Ve¬ 
ta sice nedava navod jak bod extremu hledat, ale dava nam velmi cennou 
informaci o tom, ze alespon jeden bod maxima (respektive minima) existuje (za 
predpokladu vety). V dalsim se naucime, jak vytipovat body, ktere jsou podezrele 
z toho, ze by v nich funkce mohla nabyvat extremu. Pokud vime (napr. podle Y&- 
typ^l), ze nase funkce nabyva maxima (respektive minima) na uvazovane mnozi¬ 
ne, pak bodem maxima (respektive minima) bude ten z vytipovanych podezrelych 
bodu, v nemz funkce nabyva nejvetsi (respektive nejmensi) hodnoty. 
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Na zaver tohoto oddflu se budeme zabyvat vztahem spojitosti k inverznimu 
zobrazeni. Spojita funkce na intervalu J zobrazuje tento interval na interval /(/) 
(Veta |4.3.6[ ). Pokud je / na J rostouci (nebo klesajici), je / proste zobrazeni J 
na f(J) a existuje inverzni zobrazeni f~ x : f(J) —J. Toto zobrazeni je funkce, 
budeme proto o / -1 hovorit jako o funkci inverzni. Nasledujici veta tvrdi, ze jak 
druh monotonie tak i spojitost zdedi inverzni funkce od funkce vychozi. 

4.3.13. Veta (spojitost inverzni funkce). Necht; / je spojita a rostouci (klesajici) 
funkce na intervalu J. Potom funkce f~ l je spojita a rostouci (klesajici) na inter¬ 
valu f{J). 

Dukaz. Bez ujmy na obecnosti muzeme predp oklada t, ze / je spojita a rostouci, 
jinak bychom uvazovali —/. Potom podle Vety |4.3.6| je funkce f~ l definovana na 
intervalu f(J) a je rostouci, coz je snadne si uvedomit. Dokazeme spojitost / _1 
na f(J). Necht' y 0 e f(J) neni pravy koncovy bod intervalu /(/). Dokazeme 
spojitost / _1 v bode yo zprava. Oznacme xq = / _1 (yo)- Bod xo neni pravym 
koncovym bodem J, nebot' / je rostouci na J. Necht; e e R, s > 0. Zvolme xi e 
J n (^ 0 ,2Co +e) apolozme S = /(xi)-yo- Odtud potom [y 0 , yo +S] C /(/), a tedy 

f- l (B+(y 0 ,S)) = r\[yo,yo + 8)) = E*o,Jct) C B(x 0 ,s) = fi(/ _ 1 (y 0 ),e). 
Analogicky bychom dokazali spojitost zleva funkce / -1 v bodech / (/), ktere nejsou 
levym koncovym bodem /(/). Odtud plyne spojitost / _1 na /(/). ■ 

4.3.14. Je-li n e N liche, pak funkce x x n je spojita rostouci funkce na R, a tedy 
die Vety |4.3.13| je funkce x sfx spojita (a rostouci) na R. Je-li n e N s ude, pak 
funkce x i-> x n je spojita rostouci funkce na [0, oo), a tedy die Vety [4.3.13| je funkce 
x i-> ^fx spojita (a rostouci) na [0, oo). 


4.4. Teoreticke priklady k limite funkce 

4.4.1. Priklad. Necht; x e R* a / je funkce definovana na nejakem P(x,8). Defi- 
nujeme pak limes superior a limes inferior funkce / v bode x jako 
limsup/(y) = inf sup f(P(x,8)), 

lim inf /(y) = sup inf f(P(x, 5)). 
y ~* x «>o 

Obdobne definujeme limes superior a inferior v bode x zleva ci zprava. Plati na¬ 
sledujici tvrzeni. 

(a) Mame lim infy^. x f(y) < lim sup x f(y). 

(b) Limita \im y ^. x f (y ) existuje prave tehdy, kdyz lim sup x f (y) = lim inf y ^ x f (y). 
V tomto pripade pak plati 

lim f(y) = lim sup /(y) (= lim inf /(y)). 


( 4 . 11 ) 
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(c) Platf lim sup^^-ZOO) = — lim inf-^* f(y). 

Resent K dukazu tvrzenf (a) si stacf uvedomit, ze pro kazda 8 \, 82 el kladna platf 
inf f(P(x,Si)) < sup f(P(x,S 2 )). 

Tato nerovnost snadno plyne z nerovnostf (kde 8 = min{<5i, S2}) 

inf f(P(x, 81 )) < inf f(P(x, 8 )) < sup f(P(x, 8 )) < sup f(P(x, S 2 )). 

Dokazme nynf druhe tvrzenf. Prcdpokladcjmc cxistcnci limity A = lim-y-^ /O’) 
a oznacme a = lim infy_^ /(y), b = lim sup x f(y). Je-li a < b, pak platf 

VS > 0: inf f(P(x,8)) <a<b< su pf(P(x, 8 )). (4.12) 

Zvolme a',b' e M splnujfcf a < a! < b' < b a dale pak e e B, e > 0, pro ktere 
mnozina B(A, s ) neprotfna alespon jeden z intervals (-00, a ') a (b\ 00). Z definice 
limity ex istuje 8 e 1, 8 > 0, takove, ze f(P(x, 8 )) C B(A,s). Pro toto 8 vsak 
platnost ( |4.12[ ) znamena neprazdnost mnoziny 

f(P(x, 8 )) n (-00, a') n (b',o o) C B(A,s) n (-00, a') n (b',00) = 0. 

Ten to spor tedy dava a =b. 

V dukazu obracene implikace oznacme 

A = lim sup /(y) = lim inf /(y) 

a uvazme nejprve prfpad A = 00. Pak pro dane s > 0 najdeme 8 e R kladne takove, 
ze inf f(P(x, 8)) > j. Tedy f(P(x, S)) C B(A, s ) a lim-y^. x /(y) = 00. 

Obdobne bychom dokazali \im y ^, x f(y) = —00 v prfpade A = —00. Je-li A e 
M, najdeme pro dane e e M, e > 0, cfsla 5i, 82 € M kladna takova, ze 

A —e < inf f(P(x, 81 )) a sup f(P(x, 82 )) < A + s. 

Polozfme-li 8 = min{<5i, ^2}, dostavame 

A— s < inf f(P(x, 8 )) < sup f(P(x, 8 )) < A + s. 

Tedy f(P(x, 5)) C B{A, e), coz dava limy^ /(y) = A. 

Dukaz teto implikace tez overil platnost rovnosti ( |4.1l| ) . 

Pristupme k dukazu tvrzenf (c). To vsak snadno plyne z nasledujfcfch identit 

sup{-x; x e A} = -inf{x; a e A}, inf{-A; x e A} = -sup{A; x e A} 
platnych pro kazdou neprazdnou mnozinu id, protoze pak dostavame 
lim sup-/(y) = inf sup(-/)(P(A, 5)) = inf (- inf f(P(x, 8 ))) 

= - supinf f(P(x, 8 )) = —lim inf f(P(x, 8 )). 

s> 0 • v_>x 


Tfm je dukaz dokoncen. 
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4.4.2. Priklad. Je-li x e R* a f g jsou funkce definovane na nejakem P(x, S), platf 
liminf(/O') + g(y)) > liminf/OO + liminfg(jO> 
lim sup (/(}0 + gOO) < limsup f(y) + limsup g(y), 

pokud jsou prave strany definovany. 

Resent. Dokazeme pouze druhou nerovnost, dukaz prvnf je obdobny. Oznacme 
b\ = limsup /(y) a b 2 = lim sup g(y). 

y-Kt y^-x 

Je-li b] + b 2 = oo, pozadovana nerovnost zjevne platf. Predpokladejme tedy, ze 
b\ + b 2 < oo a necht' b' e R je libovolne cfslo vetsf nez b\ + b 2 . Snadno nalezneme 
cfsla b\ , b' 2 e R takova, ze b\ < b[, b 2 < b' 2 a b\ + b' 2 < b'. Z definice nynf existujf 
<5x,<S 2 eR kladna splnujfcf 

sup f(P(x, Si)) < b\ a sup g{P{x, S 2 )) < b' 2 . 

Pro S = min{<5,, S 2 ) pak z Vety |1.8.6| dostavame 

sup(/ + g)(P(x,S)) < sup f(P(x,S)) + sup g(P(x,S)) 

< sup f(P(x, SO) + sup g(P(x, S 2 )) 

< b[ + b' 2 < b'. 

Tedy 

limsup(/ + g)(y) = inf sup(/ + g)(P(x,S)) < b'. 

Jelikoz bylo b' libovolne, platf 

limsup(/ + g)(y) < h + b 2 . 


Tfm je dukaz dokoncen. 


4.4.3. Priklad. Necht; /: R —»■ R je monotonnf funkce. Potom je mnozina 
D = {x e R; /nenf spojita v bode x} 

spocetna. 


Resent Bez ujmy na obecnosti predpokladejme, z e je / neklesajfcf. Ma tedy v kaz- 
dem bode x e R limitu zleva i zprava die Vety |4.2.25| . Zrejme pro kazde x e R 
platf 

f(y ) - /(*) - /GO. 


a tedy 

D = {x e R; 

Pro kazde x e D oznacme a x = 
x,y e D, x < y, pak 


lim /O') < lim /OO}- 

t-w- r-**t 

f (y) a b x = lim y ^. x+ 


f{y). Mame-li 


a x <b x <a y < by. 
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Tedy je system otevrenych intervalu 

{{a x ,b x y, xeD} 

disjunktnf, a proto spocetny die Prikladu |1.7.2l| - Tedy je i mnozina D spocetna. * 
4.4.4. Prfklad. Necht: / je funkce z 1 do R. Potom je mnozina 
£ = {tel; / mav bode a ostry lokalnf extrem} 

spocetna. 


Resent. Zjevne stacf ukazat, ze mnozina 

M = {x e I; /ma v x ostre lokalnf maximum} 
je spocetna. K tomuto ucelu nalezneme pro kazde x e M kladne cfslo S x takove, 
ze 

Vy e (x - S x , x + S x ): f(y) < f(x). 

Pro n e N polozme 

M n = {x e M; S x > —} 

a uvedomme si, ze pro ruzne body x, y z M„ platf 


1 


(x~ 

Uvazujeme-li totiz bod 

\x-y\ < \x- 


+ ^-)rHy-- 


) = 0 


2 n' J 

eventualnfm pruniku, platf pak 


coz znamena, ze 


(4.13) 


y e (x - 8 x ,x + 8 X ) a x e (y - 8 y , y + 8 y ). 


Dfky volbe 8 X a 8 V pak platf /(y ) < f (x) a f(x) < f(y), coz je zrejmy spor. Tfmje 
overena platnost ( |4.13[ ). 

System intervalu 


{{x -2n' X+ 2n y ' XeMn} 
je proto disjunktnf, a tedy spocetny die Prikladu |l.7.2l| . 
Tedy i mnozina 


M = (J M n 


je spocetna podle Vety |l.7T9| (c). * 

4.4.5. Prfklad. Necht; / je realna funkce. Jestlize / nenf spojita v bode x e M, 
ale existuje jejf vlastnf limita v x, potom rfkame, ze / ma v x odstranitelnou ne- 
spojitost. Neexistuje-li vlastnf limita / v bode x, pak rfkame, ze bod x je bodem 
neodstranitelne nespojitosti funkce /. Body neodstranitelne nespojitosti klasifi- 
kujeme dale takto. Existujf-li vlastnf ale ruzne jednostranne limity v bode x, pak 
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ffkame, ze x je bodem nespojitosti prvnfho druhu. Jestlize alespon jedna z jedno- 
strannych limit neexistuje nebo je nevlastni, pak rfkame, ze jc je bodem nespojitosti 
druheho druhu. 

Dokazte, ze platf: 

(a) Mnozina (tel; / ma v x odstranitelnou nespojitost} je spocetna. 

(b) Mnozina {x e M; / ma v x neodstranitelnou nespojitost 1. druhu} je spo¬ 
cetna. 

Resent, (a) Stacf dokazat, ze mnoziny 

0 = {x € R; lim f(y) < f{x)} a P = {t€l; lim f(y) < f(x)} 

jsou spocetne. Provedeme dukaz pouze pro mnozinu 0, protoze pro mnozinu P 
je dukaz obdobny. Pro kazde x e 0 nalezneme r x e Q takove, ze 
lim f(y) <r x < f(x). 

Pak mnozina 0 = UreQ ®r, kde 0 r = {x e 0; r x = r}, je sjednocenfm spocetne 
mnoha mnozin, a tedy stacf dokazat, ze kazda mnozina 0 r je spocetna. Vezmeme 
tedy pevne r e Q a pro kazde x e 0 r zvolme S x > 0 splnujfcf 
Vy e P(x,S x ): f(y) < r. 

System intervals $ = {(x — \& x ,x + x e O r } je disjunktnf. Pokud totiz 

x, y e O r ,x ^ y, a {x — jS x ,x + \8 X ) fl (y — \8 y ,y + \& y ) ^0a S x < S y , potom 
\x — y| < \& x + ^S y < S y . Tedy f(x) < r dfky vol be S v a zaroveii f(x) > r x = r, 
coz je spor. System $ je tedy spocetny die Prfkladu |1.7.21| , a proto je i mnozina O r 
spocetna. 

(b) Stacf dokazat, ze mnoziny 

N = {x e R; lim /(y) < ^hm + /(y)}, 

M = {x e R; lim /(y) > lim /(y)} 
y^-x- y->*x + 

jsou spocetne. Dukaz provedeme pouze pro mnozinu N. Dukaz pro M je obdobny. 
Pro kazde x e N nalezneme r x e Q splnujfcf 

lim /(y) <r x < lim /(y) 
y^-x- y->-x + 

a rozlozfme N jako N = UreQ Nr, kde N r = {x e N; r x = r},r e Q. Vezmeme 
nynf reQ pevne a pro kazde x e N r zvolme S x > 0 takove, ze 
Vy eP-(xJ x ): f(y)<r, 

Vy e P+{x,S x )\ /(y) > r. 

Mame-li nynf dva body x,y e N r , x < y, pak zjevne 

(x,x + S x ) n (y - S y ,y) = 0 . 


Tedy i 


(x - S x ,x + S x ) n (y — S y ,y + S y ) = 0. 
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Opet je tedy system {(x — 8 X , x + 8 X )\ x e /V r } disjunktnf, a proto spocetny. Tedy i 
mnozina N r je spocetna. Odtud plyne spocetnost N. * 

4.4.6. Priklad. Necht; /: R ->• R je definovana jako 

1, x e Q, 

0, x e M \ Q. 

Pak ma funkce / v kazdem realnem cfsle bod neodstranitelne nespojitosti 2. druhu. 

Resent Mame-li x e R dano, v kazdem jeho levem ci pravem okolf existuje racio- 
nalnf i iracionalnf cfslo. Tedy die definice funkce / limita zprava ani zleva v bode 
x neexistuje. * 

4.4.7. Priklad. Dokazte nasledujfcf variantu Heineovy vety |4.2.17| : 

Necht; c e R U {oo}, A e R* a funkce / je definovana na levem prstencovem 
okolf bodu c. Pak jsou vyroky (i) a (ii) ekvivalentnf. 

(i) Platf lim^_> c _ fix) = A. 

(ii) Pro kazdou rostoucf posloupnost {x n } splnujfcf x n e <£)(/), x n < c pro 

vsechna seNa limn-nx, x„ = c, platf f (x „) = A. 

Resent Implikace (i) =>• (ii) platf die Heineovy vety pU7l . Dokazme tedy ob- 
racenou implikaci. Predpokladejme, ze / je definovana na nejakem okolf P-(c, rj). 
Necht' lim x _». c _ f(x) f A. Tedy platf 

Ee e I, e > 0 V<5 e M,<5 > 0 Ex e P_(c, <5): f(x) <£ B(A, s). (4.14) 

Induktivne nynf zkonstruujme rostoucf poslo upno st { x n } v S)(f ) konvergujfcf k c 
takto: V prvnfm kroce polozme 8\ = rj. Die ( |4.14| ) existuje x\ e P-(c, 8\) takove, 
ze f(xi) £ B(A,e). 

Predpokladejme nynf, ze pro nejake n e N mame nalezeny body Xi < X 2 < 
■■■ < x n splnujfcf /(xi ) B(A,s), i e { IZvolfme 8 n+ \ e (0, tako¬ 
ve, ze x„+i ^ P-(c, 8 n +i). Pouzitfm ( |4.14| ) obdrzfme x n +\ e P-(c,8 n + 1) splnujfcf 
f(x„+ 1) ^ B(A, s). Zjevne pak platf x„ < x n + \ ■ Tfm je konstrukce ukoncena. 

Nasli jsem tak rostoucf posloupnost {x„} v <£)(/) takovou, ze {/(x„)} nekon- 
verguje k A, ale x n = c (to platf dfky tomu, ze x n e P~(c, -)). Dukaz je 

tfmto ukoncen. * 

4.4.8. Priklad. Ukazte, ze nekonstantnf periodicka spojita funkce ma nejmen- 
sf kladnou periodu (tzv. fundamentalm periodu). Najdete nekonstantnf periodickou 
funkci bez fundamentalm periody. 

Resent Predpokladejme, ze T n , n e N, jsou kladne periody funkce / konvergujfcf 
k 0. Necht; x e R je libovolne, stejne jako s e (0, oo). Ze spojitosti / v bode x 
najdeme 8 e M, 8 > 0, takove, ze 

Vy e B(x,8): |/(x) - f{y)\ < e. 
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Vezmcme nyni n 0 e N splnujfcf T„ 0 < Pak alespon jedno cfslo tvaru kT no , k e Z, 

protfna interval x — 8,x + 8). Tedy 

I/M - /(0)| = \f(x) - f(kT no )\ < s. 

Jelikoz s bylo libovolne, platf /(0) = f(x). Tedy / je konstantnf. 

Uvazujme nyni Dirichletovu funkci 

1, x e Q, 

0, reM\Q. 

Pak je kazde racionalnf cfslo periodou funkce /, a tedy / nema fundamentalnf 
periodu. * 



4.4.9. Prfklad. Sestrojte funkci / : [0,1] -f [0,1] takovou, ze pro kazdy nedegene- 
rovany interval / C [0,1] platf /(/) = [0,1]. 

Resent. Kazde cfslo * e [0,1] si vyjadffme v desetinnem rozvoji jako 
a; = 0 .aia 2 a 3 .... 

(Pro cfslo x = O.ai ...a n 00..., kde a n ^ 0, uvazujeme desetinny rozvoj tvaru 
x = O.ai... (a n — 1)99-) 

Rekneme, ze x splnuje podmfnku periodicity pro n e N, pokud cfslo 0.aia 3 a 5 ... 
je racionalnf a jeho desetinny rozvoj se periodicky opakuje pocfnaje cfslem a 2n -\■ 
Polozme 

0, pokud x nesplnuje podmfnku periodicity pro zadnen e N, 

0.a2nO2n+2«2«+4. pokud x splnuje podmfnku periodicity pro n. 

Ukazme, ze / ma pozadovanou vlastnost. Necht'tedy/ C [0,1] je nedegenerovany 
interval. Vezmeme n e N a cifry a\,..., a 2 n -2 takove, ze a 2n - 3 £ {0,1} a 
[0.«ia 2 .. ,a 2n - 2 0,0.aia 2 .. .a 2n - 2 l] C I. 



Nechf 

je dano. Definujme cfslo 
fl2«-l = 


y = 0.bib 2 b 3 ■■■ e [0,1] 

: e / pomocf dalsfch cifer vjeho rozvoji, konkretne 
«2n+l = • • • = «4n-5 = 0, fl4«-3 = 1 


a necht' dalsf liche cifry xjsou definovany opakovanfm teto sekvence. Na sude po- 
zice od 2 n pocfnaje polozme cifry cfsla y, tj. 


Pak x e I, splnuje podmfnku periodicity pro n, a tedy 
/(x) = 0.b\b 2 b 2 .... 


4.4.10. Prfklad. Naleznete spojitou funkci na R, ktera nenf na zadnem nedegene- 
rovanem intervalu v R monotonnf. 




1. LIMITA A SPOJITOST FUNKCE 


Resent Necht: f \ (x) = a pro a e [— |] a necht: dale /j je dodefinovana na M 

periodicky s periodou 1. Pro n e N, n > 1, polozime 

f n (x) = 4-' i+1 / 1 (4”- 1 a), xeM. 

Pak je f n 4 _ " +1 -periodicka spojita funkce na M, jejiz maximalm hodnota je ^4~ n+1 . 




( 4 . 15 ) 


Pak / je dobre definovana, nebot' pro kazde x je suma v ( |4.15[ ) absolutne konver- 
gentni. Daleje / spojita. 

Mejme totiz xelaseR, e>0 dany. Najdeme me N takove, ze 4 J_ r < s. 
Dale necht; S e M, 5 > 0 je takove, ze 

Vi e {1, — m-l}Vy e B(x,S ): \f(x)-f(y) \ < 

Pak pro y e B(x,8 ) plati 

\Ax)-Ay)\<jt / \Mx)-My)\+ E l/*WI + U(y)l 


Tedy / je spojita v x. 

Nyni ukazeme, ze neni na zadnem nedegenerovanem intervalu monotonni. K 
tomuto ucelu odvodime nasledujici fakt: 

Je-li a = k4~ m pro nejakek e Z, m e N a h m = 4~ 2m ~\pak 

f(a + h m ) — f(a) > 0 a f(a - h m ) - f(a) > 0. 

Mame-li totiz a a h m jako vyse, pak f n (a) = 0 pro n > m. Dale plati 

Vn>2m + l'- f n (a + h m ) = 0, Vn e {m + 1.2 m + 1}: f n {a + h m ) = h m . 

Nakonec si povsimneme, ze 

Vn e N Va, h e R: | f n (a + h) - f n (a)\ < \h \. 

Dohromady proto mame 

f(a + hm) - f(a) = E( f (« + h m ) - f (a)) + f] M a + h ™) 


> -mh m + (m + 1 )h m 
= h m > 0 


Obdobne dostaneme, ze 


f(a — h m ) — f{a)>h m >0. 
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Mejme nyni libovolny nedegenerovany interval I C M. Protoze cisla tvaru 
{kA~ m ; k e Z, m e N} protinaji kazdy otevreny interval, lze vybrat ieZimeN 
takove, ze pro a ah m jako vysemamea,a+h m ,a— h m e I . Z pfechazejicichvypoctu 
pak mame 

f(a — h m ) > f(a), f(a + h m )>f(a). 

Funkce / proto neni monotonni na I. * 


4.4.11. Priklad. Necht' D C E je spocetna mnozina. Najdete neklesajici funkci 
/: R —>■ R takovou, ze jeji mnozina bodu nespojitosti je prave D. 

Resent Ocislujeme mnozinu D jako D = {x„; n e N[ a pro n e N polozme 


fn(x) = 


0 , 


X <x n 
X > x n . 


Definujme /: R ->■ R jako 


/w = E^/.w- 


Zjevne je / dobre definovana (pro kazde x e I je rada Y^=\ fn(x ) absolutne 
konvergentni) a neklesajici (neboi vsechny funkce f n jsou neklesajici). Ukazme, ze 
/ je spojita v kazdem bode x e I \ D. Pro takoveto x a dane e e (0, oo) najdeme 
n 0 e N takove, ze ££U 0 +i 2 " < e - Dale najdeme 8 e E, 8 > 0, takove, ze pro 
y e B(x,8 ) an e {1.no} plati 

I fn(x)-fn(y)\<S 

(vsechny funkce /„ jsou spojite v x). Pak pro y e B(x, 8 ) mame 


\f(x)~f(y)\<Y J ^\fn(x)-fn(y)\+ £ ^1 fn(x)-f n (y)\ 


n-1 2 " 

no , 

<yi 

< E + 2s 


n=n 0 +1 
= 3 E. 


Tedy / je spojita v x. 

Na druhou stranu, necht 'm e N je pevne. Ukazeme, ze / neni spojita v x m . 
Vsimneme si, ze funkce 2^ /n j e tez neklesajici, a tedy majednostranne limity 
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ve vsech bodech R. Proto plati 

^ Jjm ^ f(x ) = ^ Jim ^ ^/„(x) + ^ Jim ^ ^./«W 

= °+Ji™ E 2 U« 

i E 

njtm 

= /■<■->„ j 


Tedy / nem spojita v x m . a 

4.4.12. Priklad. Necht: aela fg: R R jsou funkce spojite v bode a. Ukazte, 

ze funkce 

]/IG0 = l/(*)|. max{/,g}(x)=max{/(x),g(x)} a 

min {fg} = min {/(>)-£(*)}> 

kde x e R, jsou tez spojite v a. 

Resent V zhlede m k tomu, ze |/(x)| = 'Jif(x)) 2 , x e R, je |/| spojita v a podle 
Pfikladugjga??. 

Dale plati 

■na x(/ W ,. W)= /W + gW+ 2 l/W - ?WI a 

minlMsfr)) = + 

z cehoz pouzitim prvni cash dukazu plnou pozadovana tvrzeni. * 

4.4.13. Priklad. Necht; a, A e R* a / je realna funkce splnujici lim x ^ a /(x) = 0. 
Dokazte, ze nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni. 

(i) Plati lim X ^a%p- = A. 

(ii) Plati lim,-*, = A. 

Resent (i) =*> (ii) Necht' lim x ^ a = A. Predpokladejme nejprve, ze A ± 0. 
Pak existuje okoli P (a,r ;) t akove, ze fix ) f 0 pro x e P(a, rj). Z vety o limite 
slozene funkce (Vcta |4.2.20( ) a Vety |4.2.2| pak dostavame 
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Necht; nynf A = 0. Pro dane s e (0, oo) nalezneme 8 e (0, oo) takove, ze pro 
y e P(0,8) platf < 2. Necht; r) e (0, oo) je takove, ze pro x e P(a,r]) platf 

|/(x)| < 5 a | 1 < s. Pak pro x e P(a, rj) mame 

| sin/(x) |_f|^^-^l’ fix)* 0, 

I * | jo, /(x) = 0. 


Protoze pro x e P(a,rj) splnujfcf fix) * 0 platf /(x) e P{ 0, 8), dostavame 
I sin f(x) I 


Ukazali jsem tedy i v tomto prfpade, ze sin ^ = A. 

(ii) => (i) Necht; lim x ^ a sin ^ (jc) = A a A * 0. Pak existuje okolf P(a, rj) 
takove, ze f(x) f 0 pro x e P{a,rj). (V opacnem prfpade by totiz exi stovala po- 
sloupnost {x„} splnujfcf limx„ = a, f(x„) = 0 a x„ / 0, /i e N. Z Vety |4.2.1^ pak 
plyne 


coz by byl spor.) Muzeme tedy pouzft Vetu |4.2.20| k odvozenf rovnosti 

x^a X x-+a \ X Sin / (x) ) 

Je-li A = 0, pro dane s e (0, oo) nalezneme 8 e (0, j) splnujfcf | | 

y e P(0,8). Necht' rj € (0, oo) je zvoleno tak, ze pro x e P(a, rj) platf | sin { (:c) | < s a 
|/(x)| < 8 . Pak pro x e P(a, rj) platf, ze /(x) = 0 prave tehdy, kdyz sin /(x) = 0. 
Mame tedy 


c 2 pro 


KeP{a,rj). 


I/WL. /(*) + °- 

I x I (0, fix) = 0, 

Jelikoz pro x e P(a, rj) splnujfcf f(x)f() platf /(x) e P(0,8), dostavame 


Tfm je tvrzenf dokazano. 


4.5, Pocetni priklady k limite funkce 


4.5.1. Pffklad. Necht; 


x 2 + 2x — 3 
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Spocitejte limity 

lim / (x) a lim f(x). 

Resent. Z Prfkladu |4.2.6| vimc, ze funkce x 2 + 2x — 3 i x 2 — 1 jsou spojite, a proto 
lim x 2 + 2x — 3 = —3, lim x 2 — 1 = — 1. 

x—>0 x-s-0 

Z Vety o aritmetice limit funkci |4.2-2| dostavame 

lim,^ + 2x-3) = -3 = 
x^o JK ’ lim^oU 2 -!) -1 

Pri vypoctu druhe limity takto postupovat nemuzeme, nebot' 
lim x 2 + 2x — 3 = 0, lim x 2 — 1 = 0. 


Jelikoz vyraz g neni definovany, nelze pouzit primocare Vetu |4.2.2[ Oznacme vsak 
S(X) = ^’ 

Pak 

f ^= t-Z + A =8iX) ’ XeRXi ~ hl} - 

Specialne tedy plati, ze 

fix) = g(x), xeP( 1,2). 


Proto 


lim f(x) = lim g(x), 


pokud jedna strana existuje. Posledni limitu ale snadno spocteme pomoci metody 
popsane v prvnf cast vypoctu. Tedy 

x + 3 4 

lim f(x) = lim g(x) = lim - = - = 2. 

x-*i 7 ; x^i 5V ' x^ix + l 2 


4.5.2. Priklad. Spoctete limitu 

jc 100 -2a + 1 

x 50 -2x+ 1 ' 

Resent Vezmeme nejprve n e N, n > 2, pevne a vyjadreme funkci x n — 2x + 1 jako 
x n -2x + l = (x n -x)-(x-l) = x(x n ~ l - 1) - (x - 1) 

= x(x - l)(x n ~ 2 + x n ~ 3 + ►► • + x + 1) — (x — 1) 

= (x - 1) (x(x n ~ 2 + x n ~ 3 + -.. + * + 1) - 1) . 
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Tedy dostavame postupem podobnym jako v Pnkladu |4. 5. 1| vypocet 


(x - 1) (x(x 98 + x 97 + • • • + x + 1) - 1) 


i (x(x 48 4 


7 + --- + x + l)-l) 


99 - 1 _ 49 
49-1 ~~ 24' 


4.5.3. Priklad. Spoctete limitu 

(2x — 3) 20 (3x + 2) 30 

JiS.- (27TW° - 

Resent Zajima nas chovani polynomu v zadane limite pro x jdouci do nekonecna. V 
citateli i jmenovateli mame polynom 50 stupne, u nehoz je v nekonecnu prevladajici 
clen x 50 . Rozsifime tedy zlomek v limite vyrazem -jo a dostaneme 

(2x - 3) 20 (3x + 2) 30 _ (2 - f ) 20 (3 + |) 30 
(2x + l) 50 “ (2 + i ) 50 ' 

P odle P rikladu |4.1.10| plati limx-^oo 2=0. Tedy z Vety o aritmetice limit funk- 
ci||3mame 

lim 2—3 =2, 

X-+00 X 

lim 3 + - = 3, 

*-*» X 

lim 2 + - = 2. 


Dale j e funk ce y i->- y n , y e R, spojita na R (viz Priklad f4.2.6| ), a tedy mame opet 
zVetyp^ 

(2x - 3) 20 (3 x + 2) 30 (2-|) 20 (3 + f) 30 2 20 3 30 

- = — JYTW 0 — = “ 2 *“- 


4.5.4. Priklad. Necht; n e N. Spocitejte limitu 

x + x 2 -\ -1 - x n —n 


Resent Vyjadfime 

x + x 2 + • ■ ■ + x" - n (x - 1) + (x 2 - 1) + • • • + (x n - 1) 


x - 1 x 2 - 1 

= -^T + 73T- 


x" - 1 
' x-r 














1. LIMITA A SPOJITOST FUNKCE 


Pro kazde j € {1,2, • • ■ ,«} platf 


Z Vety |4.2.2| tady mame 
lim X+Jc2 + ~- 


= lim ( x J 1 + x j 2 + -1- 1) = j. 


— -= 1 + 2+ 3H- \-n = -n(n + 1), 

pricemz poslednf rovnost plyne z Prfkladu |1.9.5| pro a = 1 a b = 0. 

4.5.5. Priklad. Spoctete limitu 

(I + mx) n - (l + nx) m 

lim ---, 

x-M) x 2 

Men,men. 

Resent. Citatel zadane funkce vyjadnme jako 

(1 + mx) n - (1 + nx) m = + (") ( mx ) + Q) (wx)2 + '" + (”) M") 

-(, + (:) w+ ^^ + ... + (:) ( „r). 

Protoze 

(:)—(:>• 


(1 + mx) n - (1 + nx) m 




kde P(x) je polynom bez absolutmho clenu. Z Vety [4.2. 2| a Prfkladu |4.2.6| tedy 
dostavame 

(1 + mx) n - (1 + nx) m _ 


=G> 2 -G> 2+?(0) 

-g y<y- 


4.5.6. Priklad. Spoctete limitu 

lim ( 


V1 — x m 1-W 


kde m,n en. 








4.5. POCETNI PRI'KLADY K LIMITE FUNKCE 


Resent Racionalnl funkci v zadane limite upravfme na 

m n m{\ — x n ) — n{\ — x m ) 

l-x m ~ l-x n = (1 - x) 2 (l +■■■ + x "“^(l + ■ • • + x"- 1 ) 

_ m(l d-+ x n ~ l ) — n{\ H-f x m ~ l ) 

(1 - x)(l + • • • + x m ~ x ){\ + • • • + x"- 1 ) 

_ m( Id-1- x n ~ l -n)-n( H- b x m ~ l - m) 

(l-jc)(l + -- + x--i)(l h -h jc»-i) • 

Dale mame 


m( 1 + • • • + x n ~ l -n)-n( 1 + • • • + x m ~ l - m) 

= /n J2(x J -l)-nJ2 (x j ~ 1) 


= (x - 1) 


j \nj2y -1 


+ ••• + l)-m £](x 7 ' _1 +•■■ + !) 


Z ( |4.17[ ) tedy mame 

777(1 d-b x n ~ l - n) - «(1 d-b x m_1 - m) 

1 -a: 

= - I> 7_1 + "'+l)-mEO' -1 + ■ • ■ + 1)j • 

Pomoci ( |4. 1 8[ ) dostavame z ( |4.16| ) dfky Vete |4.2.2| zaver 

m E;={ ■• • + 1) ~ n EjJi' t* 2 " 1 




™ e;= 1 y -«Ep,' j 

mn 

5777(?7 — 1)77 — 577(777 — 1)777 


4.5.7. Priklad. Spoctete limitu 


lim 

jc->3 


■\/x + 13 — 2Vjc d* I 


(4.16) 


(4.17) 


(4.18) 


+ ••• + 1 ) 
) 


x 2 — 9 
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Resent Upravou dostavame 



v x ~h 13 — 2v x “h 1 v x “h 13 -}- 2v x -(- 1 
A 2 -9 Va + 13 + 2 
(a + 13) — 4(jc + 1) 1 


A z - 9 
-3 (a - 3) 


1 


g( A) = - 


a e (2,oo), 


« + 3 Va + 13 + 2VaTT’ 
je spojita na intervalu / = (2, oo) z na sleduj icich duvodu. Funkce a 


- 13, 


> a + 1 jsou spojite na / die Pnkladu |4.2.6| . Vzhledem k Pnkladu ?? a Vete |4.3.3| 
jsou i funkce a i-> -Jx + 13, a i-> Va + 1 spojite na I. Dale jsou funkce a i-> 
a + 3, a i->- Va + 13, a *Jx + 1 nenulove na I, a tedy je g, jakozto vysle dek 
algebraickych operaci provedenych na tyto funkce, spojita na / die Vety [4 2.5] . 
Proto mame 


lim - 


- = lim 


-3 


1 


6 x/l6 + 2-v/4 


4.5.8. Priklad. Spoctete limitu 


Resent Upravou dostavame 
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ZVcty^a Pnkladu ?? mame 



4.5.9. Priklad. Spoctete limitu 


Resent. Upravme nejprve vyraz v citateli zadane funkce. Pouzijeme vzorec pro a 6 — 
b 6 , kde a = ~Jx + 2 a b = %/x + 20. Oznacfme-li 


g(x) = a 5 + a 4 b H-1- ab 4 + b 5 , 


pak 


a 


lim g(x) = 6-3 5 


(4.19) 



(.x + 2) 3 - (x + 20) 2 
g(x) 

x 3 + 5x 2 - 28x - 392 


Polynom x 3 + 5x 2 — 28x — 392 ma cislo 7 za koren, a tedy ho lze vyjadrit ve tva- 
ru (x — l)P{x), kde P(x) je polynom druheho stupne. Standardmm algoritmem 
Pnkladu ?? dostaneme 


x 3 + 5x 2 - 28x - 392 = (x - 7)(x 2 + 12x + 56). 
Jmenovatele tyx + 9— 2 upravfme pomocl vzorce a 4 — b 4 na 
_ (x + 9) - 2 4 _ x - 7 


Vx + 9 - 2 = - 


h(x) h(x) ’ 


kde a = $Jx + 9, b = 2 a 


h(x) = a 3 + a 2 b + ab 2 + b 3 . 


(4.20) 


lim h(x) = 4 • 2 3 . 


(4.21) 










t. LIMITA A SPOJITOST FUNKCE 


Kombinaci ( |4.19| ), ( J4.2()| ) a ( |4.2l| ) dostaneme pomocf Vety [4.2.2| zaver 

s/x + 20 (x — 7 )(a 2 + 12a + 56) h(x) 

lim - ti = - = dm -;--- 

*-*■7 tyx + 9 - 2 g(x) x — 7 


(7 2 + 12 • 7 + 56) (4 ■ 2 3 ) 

= 6^35 


4.5.10. Priklad. Spoctete limitu 


71 + f - (71 + f 


Resent. Oznacme a = ^1 + | a b = 1 + Pak 

« 12 ~^ 12 _ (l + f) 4 ~(l + f) 3 

•a^C4Ofi)‘-S0a‘) 

kde P(x) je polynom druheho stupne. Dale 
1- ,/l - 


1 ~ (1 ~ f) _ 1 

14 - ~ * 2 


1 + A/ 1 - I 


Tedy 


1 - V^ 7 ! EjioC^+f ) lw (^+fV 


Z Vety o aritmetice limit funkci |4.2.2| a spojitosti odmocniny (Priklad ??) dostava- 
me _ 

yTT|-yTTf 2.2(0-a) 1 
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4.5.11. Priklad. Spoctete limitu 



Resent Odhadneme, ze prevladajici vyraz citatele i jmenovatele zadane funkce je 
yfx. Proto provedeme upravu 



Nyni jiz snadno odvodime pomoci Vcty [4.2.2| a Pnkladu ??, ze 


lim 



4.5.12. Priklad. Spoctete limitu 

lim x 2 (V^+2 — 2V x + 1 + • 

Resent Postupne upravime vyraz y/x + 2 — 2\Jx + 1 + «Jx na 

























t. LIMITA A SPOJITOST FUNKCE 


Jim* 2 (Vx + 2 - 2y/x + 1 + ^/x) 

_ -2 

(-y/l + | + -y/l + |).(1 + + ^)(1 + + f) 


-2 _ 1 
= 2 - 2-2 ~~ _ 4 ' 


4.5.13. Priklad. Necht; realna cisla a,b eR splnuji 


lim \Jx 2 — x + 1 — ax — b = 0. 

Najdete a a b. 

Resent Vsimneme si, ze lim x ^._ 00 x 2 - x + 1 = oo, tedy je funkce Vx 2 — x + 1 
dobre definovana na nejakem okoli P+(—oo, S ). Uvazujme v dalsim tuto funkci na 
-P+ (—oo, 5). Die predpokladu mame 


Vx 2 - x + 1 / Vx 2 - x + 1 - ax - b b 

lim - = lim 


— V 

Jelikoz x = - Vx 2 pro x zaporne, dostavame 






= JC li m 00 _ ■/ 1 ~ x + x 2 = _1 - 
Dale plati z predpokladu 

lim y/x 2 — x + 1— ax = lim (V x 2 —x+\— ax —b^+b = b. 


tedy 


b = lim Vx 2 — x + 1 + x = lim 


-oo 2 _ x + 1 - 


-1 + f 


° _ 


4.5.14. Priklad. Spoctete limitu 



4.5. POCETNf PRI'KLADY K LIMITE FUNKCE 


Resent Protoze [x] < x < [x] + 1 pro kazde iel, dostavame odhady 


V^+5 + x-l < [V^T5] + x < V^+5 + x 

*Jx^ + 1 + 3x \J + 1 + [3x] \Jx ^ + 1 + 3x — 1 

platne pro kazde realne cislo x > 1. Oznacme pro x eR, x > \, 

_ Vx 2 + 5 + x - 1 Vx 2 + 5 + % 

m V^TT + 3x a 8{x) v'F+T + Sx-f 

Pak _ 

'l + 4 + 1 - h 


lim /(x) = lim 


1 


lim g(x) = lim 


yi + ^ + 3 
fi + A + i 


/l + i + 3-i 2 


(4.22) 


(4.23) 


(4.24) 


h{x) = + 5] + ^. x e (1,oo), 

Vx 2 + 1 + [3x] 

dostavame z ( |4.22| ) nerovnosti 

fix) < h{x) < g(x), x e (1, oo). 
Diky Vete |4.2.9| (c) tak z ( p~23| ) a (fk2§) plyne 

lim /j(x) = -. 


4.5.15. Priklad. Ukazte, ze 


neexistuje. 


x (sin x - 1) 


Resent Predpokladejme, ze A e M* je rovno lim*-^ Oznacme /(x) = 

-t= 4=, x effi. Pak 

VP+I’ 


lim f(x) = lim 


Uvazujme pro n e N body 


= —I- 2jtn, y n = 2 nn. 
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1. LIMITA A SPOJITOST FUNKCE 


Pak { x n } ,{y n } jsou posloupnosti v definicmm oboru funkce konvergujicf 

k oo, a proto z Heineovy vety |4.2.17| plyne 

A = lim f(x„)(sinx„ — 1) = lim 0 = 0 


A = /0n)(siny„ - 1) = ^lim, f(y n )(~ 1) = -1- 
To je ale zrejmy spor, takze lim*. 



KAPITOLA 5 


Derivace a elementarni funkce 


Derivace realne funkce jedne realne promenne je po pojmech limity posloup- 
nosd a limity funkce dalsim klicovym pojmem matematicke analyzy, ktery ma siro- 
ke uplatneni v matematickych modelech problemu prirodnich ved. V teto kapitole 
odvodime zakladni vlastnosti pojmu derivace a s jejich pomoci zavedeme zakladni 
(elementarni) funkce, jako jsou exponencialni funkce, logaritmus, goniometricke 
funkce, cyklometricke funkce a dalsi. Rozsireni nasich poznatku o pojem derivace 
nam v zaveru kapitoly umozni zkoumat nektere hlubsi dulezite vlastnosti realnych 
funkci a take studovat a popsat takzvany prubeh funkce. V prikladove casti ka¬ 
pitoly se mimo jine vratime k narocnejsim uloham nalezeni limity posloupnosti 
ci funkce pomoci nove osvojenych technik zalozenych na derivaci funkce a jejich 
aplikacich. 


5.1. Zakladni vlastnosti derivace 


5.1.1. Definice. Necht; a € I 


a / je funkce. Jestlize existuje limita 
f(a + h)-f(a) 


(5.1) 


pak tuto limitu nazyvame derivaci funkce / vbode a a znacime ji f'(a). Obdobne 
definujeme derivaci zprava a derivaci zleva funkce / vbode a predpisy 


r f(a+h)~ f(a ) f(a+h)~ f(a) 

f+(a) = bm - - - a f_(a) = lim - - -. 

h->- o+ h h^>-0- h 


Derivaci zleva a derivaci zprava casto souhrnne nazyvame jednostrannymi deri- 
vacemi. 


5.1.2. Poznamka. Pri pocitani derivace funkce / v bode uel mohou nastat tyto 
pripady: 

I neexistuje, 

. \ vlastni, tj. je rovna realnemu cislu, 
existuje aje < , . . 

| nevlastni, tj. je rovna +oo nebo —oo. 

5.1.3. Veta (jednoznacnost derivace). Jestlize existuje derivace funkce / vbode a 
(vlastni ci nevlastni), pak je urcena jednoznacne. 
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5. DERIVACE A ELEMENTARNI FUNKCE 


Dukaz . Tvrzeni bezprostredne vyplyva z definice dcrivacc a Vcty |4~1.5| o jcdnoznac- 
nosti limity funkce. ■ 

Pro vypocet derivace funkce v bode je casto vyhodne pouzit misto vzorce (0 
jiny vzorec, ktery uvedeme v nasledujici vete. 

5.1.4. Veta (alternativni vzorec pro vypocet derivace). Necht; aela / je funkce. 
Potom plati 

x — a 

ma-li alespon jedna ze stran rovnosti smysl. Obdobne plati 


f' + {a) = lim 


m - m 


,,, , ,. fix) - f(a) 

f_(a) = lim -, 

x-w- x - a 

vzdy ma-li alespon jedna ze stran rovnosti smysl. 
Dukaz. Predpokladejme, ze existuje /'(a). Oznacme 

m~ n,+k l- m 

h 

pro h z nejakeho okoli nuly a 

g(x) = x - a 

pro x z nejakeho okoli bodu a. Potom plati 


Navic je funkce g na okoli bodu a ryze monotonni, a tedy prosta, takze pro kazde 
x a plati g( x) f 0 . To znamena, ze je splnena podminka (P) vety o limite slozene 
funkce (Veta |4~2.20| ), a tedy podle teto vety dostavame 
lim F(g(x)) = f'{a). 

Protoze F(g(x)) = f(x) x Z f a {a \ plyne odtud 


Obracene, predpokladejme, ze existuje lim x ^ a . Oznacme tuto limitu 

symbolem L. Polozme 

. fix) - m 


pro x 5 


Fix) = 

nejakeho okoli bodu a a 


gih) = h + a 

pro h z nejakeho okoli nuly. Potom plati 
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Navfc je funkce g na okolf bodu 0 ryze monotonnf, a tedy prosta, takze pro kazde 
h ^ 0 platf g(h ) ^ a. Tudfz je opet splnena podmfnka (P) vety o limite slozene 
funkce, a tedy 

lim F(g(hj) = L. 

Protoze F(g(h)) = /(a +\ ) ~ /(a) , plyne odtud 


tedy 


f(x) - f(a) _ 


/'(«)• 


Tim je dokazano tvrzenf pro f'(a). Tvrzenf tykajicf se /|(a) a /1(a) lze dokazat 
obdobne. ■ 


5.1.5. Veta (vztah derivace a jednostrannych derivacf). Necht; a e K a / je funkce. 
Potom /'(a)existujepravetehdy, kdyzexistujf f\_(a) a /1(a) a platf /[(a) = /1(a). 
Navic potom platf /'(a) = /[(a) = /1(a). 

Dukaz. Tvrzenf bezpro stredne plyne z definice derivace, definice jednostrannych 
derivacf a Vety |4.1.15| . ■ 

5.1.6. Poznamky. (a) Z existence /'(a) (vlastnf nebo nevlastnf) plyne, ze existuje 
okolf bodu a, na nemz je funkce / definovana. Podobne existence /j_(a) (opet 
vlastnf nebo nevlastnf) zarucuje existenci 5 e E, S >0, splnujfcfho 5+(a, 5) C 
£>{f ). Obdobne tvrzenf platf pro derivaci zleva. 

(b) Derivace realne funkce v bode je „lokalnf pojem“. To znamena, ze jestlize 
se funkce / a g shodujf na nejakem okolf bodu aela existuje /'(a), pak existuje 
i s'( a ) a platf /'(a) = g'(a). 

5.1.7. Geometricky lze pojem derivace interpretovat nasledujfcfm zpusobem. 



Obrazek 1. 













250 


5. DERIVACE A ELEMENTARNI FUNKCE 


Podfl j e smernici secny grafu funkce, tj. prfmky, ktera prochazf body 

[a, /(a)] a [ b, f(b)]. Priblizujeme-li bod b k bodu a, pak se tato pffmka priblizu- 
je k prfmce prochazejfcf bodem [a, /(a)] se smernici f'(a ) (pokud f'(a) existuje 
vlastnf). 

5.1.8. Definice. Necht; / je realna funkce a a e 1. Jestlize existuje vlastnf f'(a), 
pak tecnou ke grafu funkce / v bode a nazyvame afinnf funkci 

x f{a) + f\a)(x -a), x e R. 

5.1.9. Poznamka. Ma-li funkce /: M —> R na mnozine Mcl vlastnf derivaci 
v kazdem bode x e M, pak zobrazenf f':M R, ktere priradf bodu x e M 
hodnotu f(x), je realnou funkcf definovanou na mnozine M. 

5.1.10. Definice. Necht; / je realna funkce. Potom definicnfm oborem funkce /' 

budeme rozumet mnozinu vsech a e <£>(/), pro ktera existuje vlastnf /'(*). 

5.1.11. Prfklad. Necht; c e R a f(x) = c, x e R. Dokazte, ze pro kazde a e R 
platf f(a) = 0. 

Resent. Necht; a e R. Podle Vety |5.1.4| platf 

/'(«) = lim = l ta = lim 0 = 0. 

x^a x — a x — a x^>-a 


5.1.12. Prfklad. Necht; n e N a f(x) = x n , x e R. Dokazte, ze pro kazde a e R 
platf f(a) = na n ~ l . 

Resent. Necht; a e R. Pak podle Prfkladu |l.6.5| a Vety |5.1.4| platf 

f'{a) = lim —-— = lim ——- (x" _1 + x n ~ 2 a + -{- xa n ~ 2 + a n ~ l ) 

x-ra X — a x->a X — a v ' 

= lim (a" -1 + x n ~ 2 a H-1- xa"~ 2 + a" -1 ) = na n ~ l . 

Poslednf rovnost plyne z vet y o ar itmetice limit funkcf (Veta [4.2.2[ ) a ze spojitosti 
mocninnych funkcf (Prfklad |4. 2 -6[ ). * 

5.1.13. Prfklad. Necht; f{x) = \x\, x e M. Dokazte, ze derivace funkce / vbode 0 
neexistuje, existujfvsakjednostranne derivace funkce / v bode 0 a platf /+(0) = 1 
a fl(0) = — 1. 


Resent. Podle definice jednostrannych derivacf mame 


/+(0) = 

/-(0) = 


m - m 

x — 0 

fix) - m 

x — 0 


x 

lim - = 1, 
*^o+ x 

—x 

lim — = — 1. 


Protoze sejednostranne derivace funkce / vbode 0nerovnajf, vyplyva z Vety |5.1.5| , 
ze /'(0) neexistuje. * 
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Na nasledujicim prikladu ilustrujeme dulezity poznatek, ze realna funkce mu- 
ze mit derivaci v bode, ve kterem neni spojita. 

5.1.14. Priklad. Necht' f(x) = signx, iel. Dokazte, ze /'(0) = oo. 

Reseni. Podle Vety |5.1.4| mame 


4(0) = 

4(0) = Jjrn_ 


f(x) - m 

x-0 

m - m 

x-0 


Z Vety |5.1.5| tedy vyplyva, ze /'(0) = oo. 


lim — = oo, 
lim — = oo. 

x^O- X 


Ukazali jsme, ze existence (nevlastni) derivace funkce / v bode a nezarucuje 
jeji spojitost v a. Jestlize vsak ma / vlastni derivaci v a , pak je jiz v tomto bode 
spojita. 


5.1.15. Veta (vztah derivace a spojitosti). Necbi funkce / ma v bode set vlastni 
derivaci. Potomje / v bode a spojita. 

Dukaz■ Podle Vety |5.1.4| a vety o aritmetice limit pro funkce (Veta |4.2.2[ ) plati 

lim (/(a) — f{a)) = lim -— ^—^-{x — a) = f'(a) -0 = 0, 

x^a x^-a x — a 

neboi f'(a ) existuje vlastni. Tedy 

lim f(x) = fid). 


neboli / je v bode a spojita. ■ 

5.1.16. Poznamka. Tvrzeni obdobne Vete |5.1.15| plati i projednostranne derivace. 
Presneji: existuje-li vlastni f + (a), pak funkce / je spojita zprava v bode a a existuje- 
li vlastni f_!_(a), pak funkce / je spojita zleva v bode a. 

5.1.17. Veta (aritmetika derivaci). Necht' aela funkce / a g jsou definovane na 
nejakem okoli bodu a. Necbi existuji f'(a) e TR* a g'(a) e M*. 

(a) Pak plati 

if + g)'(a) = f'(a) + g'(a), 
je-li vyraz na prave strane definovan. 

(b) Je-li alespon jedna z funkci /, g spojita v bode a, pak 

ifg)\a ) = f'{a)g{a) + f(a)g'(a), 
je-li vyraz na prave strane definovan. 

(c) Je-li funkce g spojita v bode a a navic g(a) f 0, pak 

l f \ , , f'ia)g{d) - f{a)g'(a) 

W ( “ ) = -sW-• 

je-li vyraz na prave strane definovan. 
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5. DERIVACE A ELEMENTARNI FUNKCE 


Dukaz. (a) Je-li vyraz f'(a) + g'( a) defi novan, pak podle definice derivace a vety o 
aritmetice limit pro funkce (Veta |4.2.2[ ) mame 


(/ + g)’(a) = lim -(/(a + h) + g(a + h) - f(a ) - g(a)) 

= I im + h ^~ /(«)) + ! im + h )~ g ( a )) 

h —>0 n h —>-0 n 


= f\a) + g\a). 

(b) Predpokladejme, zeje vyraz f'(a)g(a ) + f(a)g'(a) definovan. Dale pred- 
pokladejme napriklad, ze funkce g je spojita v bode a. Potom 

lim (g(a + h) - g(a)) = 0. 
h—*0 

Diky teto rovnosti dostaneme pomoci definice derivace a vety o aritmetice limit pro 
funkce 

(fg)'(a) = lim \{f( a + h)g(a + h) - f(a)g(a)) 

= lim ^ (/(a + h)g(a + h) - f(a)g(a + h) + f(d)g(a + h) - f{a)g{aj) 

= lim ^((/(a + h ) ~ f( a ))g( a +h) + f(a)(g(a + h) - g(a))) 

= lim i((/(a + h) - f(a))g(a + h)) + lim ^(f(a)(g(a + h) - g(a))) 

= f(a)g(a) + f(a)g'(a). 

(c) Nalezneme 8 e R,5 > 0, takove, ze funkce g je na okolf B(a,8 ) nenulova. 
Pak pro x e B(a, 8) muzeme psat 

f(x) _ f(a ) = f(x)g(a) - f(a)g(x) 
g(x) g(a) g(x)g(a) 


f(x)g(a) - /(fl)g(a) + f(a)g(a) - f(a)g(x ) 
g(x)g(a) 


g(x)g(a) 


((/(*) - f(a )) g(a) - f(a ) (g(x) - g(a))). 


Potom podle Vety |5.1.4| dostavame 



nx) - m 


-g(a)~ f (a)- 


g(a)~ lira f(a)’ 


g(x)-g(a) 


x - a 


g(x)~g(a)' 


x—a 


f'{a)g(a) - f{a)g'(a) 
g 2 (a) 
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Ve vypoctu jsme vyuzili vetu o aritmetice limit pro funkce a vztah 
lim g(x) = g(a), 

ktery vyplyva ze spojitosti funkce g v bode a. ■ 

5.1.18. Poznamka. Tvrzeni Vety |5.1.17| plati obdobne i projednostranne derivace. 

5.1.19. Priklad. Necht: n e N, a 0 _ ,a n e la /(x) = a 0 + a x x + ■•• + a n x n , 

rel. Dokazte, ze 

fix ) = ai + 2a 2 x H -+ na n a n ~ 1 , tel. 

Resent. Vzorec plyne z Pfikladu |5XII[ |5TT^ a Vety |.5.1.17| (a) . * 

Na nasledujicich prikladech ukazeme, ze predpoklady Vety [5.1.17| jsou pod- 
statne a neni mozne je vynechat. 

5.1.20. Priklad. Definujeme funkce / a g promcnnc a 

/w =l-r ito, 

Dokazte, ze /'(0) a g'(0) existuji, ale (/ + g)'(0) neexistuje. 

Resent. Obdobne jako v Pfikladu spocteme, ze /'(0) = oo a g'(0) = -oo. 

Dale plati 

jo, x + 0, 


& predpisy 
j — signx, r^O, 
/ i x = 0. 


f{x) + g{x) = 


x =0. 


Opet snad no vypocitame, ze (/ + g)' + (Q) = oo a (/ + g)l(0) = —oo. Tedy podle 
Vety |5.1.5| (/ + g)'(0) neexistuje. * 

Predchazejici priklad ukazuje, ze z existence derivaci funkci / a g v bode a 
obecne neplyne existence derivace funkce f + g v bode a. Funkce uvedene v tomto 
pfikladu ovsem nesplnuji podminku Vety [5.1 -17| (a), totiz ze vyraz f'{a) + g'(a) ma 
mit smysl. 

Nasledujici pfiklad ilust ruje du lezitost pfedpokladu spojitosti alespon jedne z 
uvazovanych funkci ve Vete [5.1.17| (b) . 

5.1.21. Pfiklad. Necht'funkce / a g jsou definovany stejne jako v Pfikladu |5.1.2~0| . 
Dokazte, ze vyraz / 7 (0)g(0) + /(O)g'(O) ma smysl, ale pfesto (/g)'(0) neexistuje. 

Resent Vynasobime-li funkce / a g, dostaneme 


(fgm = 


-i, 


c^0, 

c = 0. 


Podobne jako v Pfikladu [5.1.20| odvodime, ze derivace (/g)'(0) neexistuje. Vyraz 
/'(0)g(0) + /(O)g'(O) vsak smysl ma, protoze 
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Take ve Vete |5.1.17| (c) je predpoklad spojitosti funkce g podstatny, jak ukazuje 
nasledujici pri'klad. 

5.1.22. Priklad. Necht: f(x) = 1, x e R a necht: funkce g je definovana predpisem 


g(x) = 


*¥= 0 , 
K = 0. 


Dokazte, ze vyraz 


/'(0)g(0) - f(0)g'(0) 


ma smysl, presto ale (j)'(0) neexistuje. 
Resent. Jest 


a tedy vyraz 
ma smysl. Dale 

a tedy 


f'(0)g(0) - /(O)g'(O) = -gjo) 

g 2 (0) g 2 (0) " 


f'(0)g(0) - f(0)g'(0) 


r = 0, 




(L\ 


( 0 ) = -00 


(0) = oo. 


Podle Vety |5.1.5| tedy (j-)'(O) neexistuje. * 

5.1.23. Veta (derivace slozene funkce). Necht' funkce g je spojita v bode a € 1 a 
ma v tomto bode derivaci. Necht' funkce / ma derivaci v bode g(a ). Pak 

(/ ° g)'(a) = f'(g(a))g'(a), (5.2) 

je-li vyraz na prave strane definovan. 

Dukaz. Oznacme b = g{a). Diky existenci derivace f(b) n alezne me o e R, a > 0, 
takove, ze funkce / je definovana na B(b, a) (Poznamka |5.1.6| (a)). Prot oze g j e 
spojita v a, existuje q e M, q > 0, takove, ze g(B(a, q )) C B(b,a ) (Definice ft.l.lq ). 
Funkce / o g je tedy dobre definovana na okoli B(a, q). 

Predpokladejme nejprve, ze plati g'(a) ^ 0. Pak existuje q e (0, q) takove, ze 
pro kazde x e P(a,g) plati 

g(x) - g(a) 


— a 


(5.3) 
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y-b 


Nynf pouzijeme Vetu |4.2.20| (P) pro slozenf vnejsf funkce <p s vnitrnf funkcf g, pri- 
cemz podmfnka (P) je splnena dfky ( |5.3[ ). Dostaneme 

Jim ^ 8(X ^ — f^(a)) = = lim (p(y) = 

x ^ a g(x)-g(a ) y^b 

Pro kazde a e P(a, q ) platf g(x) ^ g(a), a tedy take 

(/ ° g)(*) ~(f ° g)(a) = /(g(*)) - f(g(a)) g(x) - g(a) 
x-a g(x) - g(a) x-a 

Odtud podle vety o aritmetice limit (Veta |4.2.2| ) dostavame 


g(x) - g(a) 

= f'(b)g'(a). 

Predpokladejme nynf, ze g'(a) = 0. Protoze vyraz na prave strane ( |5.2[ ) je de- 
finovan, je f'(b) vlastnf. Dukaz vztahu ( |5.2[ ) v tomto prfpade znamena dokazat 
rovnost 


lini ( /°g)W-(/°g)(«) 

= 0. 

(5.4) 

Mejme dano s e M, e > 0. Dfky Vete |4.2.9| nalezneme C e M, C > 0, a a 

e (0, cr) 

takova, ze platf 



Vy e P(b,b ): \^~^\ 
1 y — b 

< C. 

(5.5) 

Z definice derivace nalezneme Q\ e (0, q) takove, ze ] 

alatf 


v* 6 p(M.): 

x-a 

j < e. 

(5.6) 

Dfky spojitosti g v bode a existuje Q2 € (0, q) takove, 

, ze platf 


Vx e B(a,Q2)'. g(x) e B(b, 

b). 

(5.7) 

Polozme q = min{pi,p2}- Vezmeme libovolne x e 

P(a,Q). Pokud g(x) 

= g(a), 


pak 


(fog)(x)-(fog)(a) 


Pokud g(x) ^ g(a), pak dfky (j575|), I 


= 0. 

a© dostavame 


| (/°g)(*)-(/°g)(«) | = I /(g(*)) - /(g(a)) I _ I g(x) - g(a) I 
x-a || g(x)-g(a) || x-a \ 


V obou prfpadech jsme tedy ukazali, ze pro x e P(a, q) platf 
I (/ ° g)(x) o g)(a) I 
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Tim je dukaz dokoncen. ■ 

5.1.24. Poznamka. Ve Vete |5X§je pfedpoklad sp ojitosti funkce g v bode a au- 
tomaticky splnen, je-li g'(a) vlastni, jak plyne z Vety |5.1.15| . 

Predpoklad spojitosd vnitfni funkce ve Vete [5.1.23| nelze obecne vynechat, jak 
ukazuje nasledujici pfiklad. 

5.1.25. Priklad. Necht'funkce / a g jsou definovany pomoci pfedpisu 


/GO = b'l. y e ® 


g(x) = 


ceR\ {0}, 
c = 0. 


Dokazte, ze vyraz f'(g(0))g'(0) ma smysl, ale presto (/ o g)' (0) neexistuje. 

Resent Podobne jako v Pnkladu |5.1.14| odvodlme, ze g'(0) = oo. Dale zrejme plat! 
f'H) = -I- Vyraz 

/'(g(O)V(O) = /'(-^) • g'( 0) = (-1) • OO = -00 

tedy ma smysl. Dale plat! 

r^O, 


(/ ° g)(x) = 


a tedy (/ o g)'(0) neexistuje. 


5.1.26. Veta (derivace inverzni funkce). Necht' I je nedegenerovany interval a necht' 
a je vnitfmm bodem I. Necht; / je spojita a ryze monotonni funkce na I. Oznacme 
b = f(a). Pak plati nasledujici tvrzeni. 

(a) Ma-li / v bode a nenulovou derivaci, pak 

{r ' nb)= 7^r 

(b) Je-li f(a) = 0 a / je rostouci na I, pak 

(/ _1 )'(6) = oo. 

(c) Je-li f(a) = 0 a / je klesajici na /, pak 

(/ _1 )'@) = -oo. 

Dukaz. (a) Predpokladejme, ze funkce / je na inter valu / rostouci. Z Vety |4.3.6| 
vyplyva, ze mnozina J = /(/) je interval. Die Vety |4.3.13| navic vime, ze inverz¬ 
ni funkce f~ l :/->■/ je spojita a rostouci. Protoze a je vnitfmm bodem I a / 
je rostouci, je take b vnitfmm bodem /. Tedy existuje e e R, e > 0, takove, ze 
B(b, e) C J. Diky tomu, ze a je vnitfmm bodem I vime, ze existuje 8 e M, S > 0, 
takove, ze B(a,8 ) C I. Ze spojitosti funkce / v bode a plyne, ze toto 8 lze zvolit 
tak, aby f(B(a,8)) C B(b,e). Oznacme 

cpix) = /0) - /( a ) , x€P (a,S). (5.8) 

x — a 
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Pak plati 


lim (p(x) = f'(a). 


(5.9) 


Protoze je / 1 rostouci, muzeme pou zit Vetu [4.2. 20| (P) pro slozeni vnitrni funkce 
/ _1 s vnejsi funkci (p a odvodit z ( |5.9| ) 


T . y-b 


= lim(<p o / ^(y) = lim cp(x ) = /'(a). 


(5.10) 


(a) Zde predpokladame f(a ) ± 0, takze z vety o aritmetice limit (Vcta |4.2.2[ ) 
a ( |5.10[ ) dostavame 


(/-■)'(>) - lim /-W-/-W- l, m - 


1 


y-b 


f '(y)-f '(b) 

(b) Nyni predpokladame, ze plati /'(a) = 0. Podle ( |5.10| ) mame 
y-b 


1 

T'W' 


lim - 


- = 0. 


(5.11) 


f~ l (y)-f~ l (b) 

Funkce 

y-b 

f~ l (y)~ f~ l 0>y 

je na okoli P(b, e) kladna, nebot; funkce f~ l je rostouci na /. Veta |4.2.7| pak dava 

r l (y)-r\b) i 

V ’ y^b y-b y—*b ty(y) 

Pokud je funkce / klesajici, pak lze tvrzeni dokazat obdobne. ■ 


5.1.27. Priklad. Nechfn e N a g(y) = %/y, y e (0, oo). Dokazte, ze 

, Vb 

g'(b)=b e (0, oo). 
nb 

Resent Definujeme funkci / predpisem 

f(x) = x n , x e (0, oo), 


a oznacime I = J = (0, oo). Potom / :/ —>/, a funkce / a g jsou 

navz ajem in verzni. Nech t' b e J . Oznac me a = g(b), neboli a = Vb. Pak podle 
Vety pd~2^ (a) a Pfikladu fxTJ^ a [5TTTTT| mame 


g'(b ) = 


f'(a) 


1 


na n ~ l 


a 

na n 


Vb 

nb ’ 


5.1.28. Poznamka. Neni tezke overit, zeje-li n e N\{1}, ag(y) = y,y e [0, oo), 
pak g(_(0) = oo. 
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5.1.29. Priklad. Necht: n e N \ {1} je liche a g(y) = %/y, y e 1. Pak 


g'(b) = 


beR\ { 0 }, 

b = 0. 


Resent. Definujeme funkci / predpisem 


f(x) = x n , x e M, 

a oznacime I = J = (— 00 , 00 ). Potom f: I -*■ J, g: J -*■ I a funkce / a g jsou 
navzaje m inverzm. Nec ht' b e J, b ^ 0, a a = g(b). Pak p odle Ve ty |5.1.26| (a) a 
Pfikladu |5.1.12| a |5.1.11| dostaneme obdobne jako v Pnkladu |5.1.27| 


S'( b ) = = TT - 


_Vb 
f'ifl) nb ' 
Je-li b = 0, pak g'(0) = 00 podle Vety |5.1.26| (b). 


5.1.30.Veta (nutnapodmmkaexistenceextremu). Necht; /jerealnafunkce.Jestli- 
ze a je bodem lokalmho extremu funkce /, potom bud' f(a) neexistuje nebo 

/'(«) = 0. 


Dukaz. Predpoklad ejme, z e f'(a) existuje a je ruzna od 0. Uvazujme nejprve pnpad 
f'{a) > 0. Die Vety |4.2.9| (a) existuje 8 e K, 8 > 0, takove, ze 


Wx e P(a,8 ): 


0, 

x —a 


Odtud plyne, ze pro x e P+(a,8) plati f(a) < f(x) a pro a e P-{a,8) plati f(a) > 
f(x). Tedy / nema v a lokalni extrem. 

Obdobne lze odvodit, ze funkce / nema v a lokalni extrem ani v pripade, kdy 
/'(a) < 0. Tim je dukaz proveden. ■ 


5.1.31. Poznamka. Funkce f{x) = \x\,x e M, nabyva sveho (dokonce globalniho) 
mimima natv bode 0, ale /'(0) neexistuje. 


5.2. Vety o stredni hodnote 

5.2.1. Veta (Rolleova veta). Necht' a,b e R, a < b, a /: [a,b] R je spojita 
funkce. Je-li f(a) = f{b) a / ma derivaci v kazdem bode intervalu (a,b), pak 
existuje c e (a, b) takove, ze /'(c) = 0. 

Dukaz. Podle Vety |4.3.9| nabyva funkce / na intervalu [a, b] sveho maxima i mini¬ 
ma. Oznacme m = min f([a,b]) a M = max f([a,b]). Pak 

m < m = m < M. _ (5.12) 

Jestlize m = M, potom je funkce / konstantni na [a, b]. Z Pnkladu |5 .1.1 1| vyplyva, 
ze /'(c) = 0 dokonce v kazdem bode c e (a, b). 

Nyni p redpo kladejme, ze m < M. Potom musi byt alespon jedna z obou ne- 
rovnosti v ( j5.12[ ) ostra. Necht' napriklad plati f(b) < M. Nalezneme c e [a, b] 
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splnujici /(c) = M. Potom c £ {a,b}, a tedy c e ( a,b ). Pak / nabyva v bode 
c sveho ma xima n a intervalu [a, b] a existuje v nem derivace podle predpokladu. 
Podle Vety |5.1.30| plati f'(c) = 0. 

Jestlize m < f(a), pak lze postupovat obdobne jako v pfedchazejicim pffpade. 
Alternativne je take mozne pouzft jiz dokazane tvrzenf na funkci —/. Tim je dukaz 
hotov. ■ 

5.2.2. Poznamka. Geometricky lze interpretovat Vetu |5.2.T| tak, ze za predpokladu 
vety graf funkce / obsahuje bod [c, /(c)], v nemz je tecna ke grafu / rovnobezna 
s osou a:. 



Obrazek 2. 


5.2.3. Poznamka. Ve Vete mi nelze predpoklad o existenci derivace v bodech 
intervalu ( a,b ) vynechat. Prikladem je funkce /(x) = ]x|, x e [—1,1], ktera je na 
intervalu [—1,1] spojita, plati /(— 1) = /(1), ale nema v zadnem bode intervalu 
(—1,1) nulovou derivaci. 


5.2.4. Veta (Lagrangeova veta). Necht; a, b e K, a < b, a /: [a, b] R je spojita 
funkce, ktera ma v kazdem bode intervalu (a, b) derivaci. Pak existuje c e (a,b) 
takove, ze 


f'(c) = 


m - m 

b — a 


Dukaz. Myslenka dukazu spociva v preve deni problemu do situace, ve ktere bude 
mozne pouzit Rolleovu vetu (Veta |5.2.~l| ). Definujme funkci g predpisem 


g(x) = f{x) - 


m - m 


(x — a). 


x e [a, b]. 


b-a 
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Pak g je spojita podle Vety |4.2.5| a Prfkladu |4.2.6| . Pffmocary vypocet navfc dava 
g(a ) = g(b). Protoze v kazdem bode intervalu (a, b ) ma funkce 


m-m 


{x — a). 


x e [a,b]. 


vlastnf derivaci (Prfklad [5 .1.1 2| ) a funkce / derivaci, exi stuje podle Vety p~l7| (a) 
derivace g v kazdem bode intervalu (a,b). Diky Vete |5.2.l| tedy lze nalezt bod 
c e ( a , b) splnujici g'(c) = 0. Protoze pro kazde x e (a, b) plati 


g'(x) = f'(x) - 


m - m 

b -a 


dostavame 


0 = g'(c) = /'(c) - 


f(b) ~ f(a) 

b-a 


Tedy /'(c) je vlastnf, a /'(c) = . 


5.2.5. Poznamka. Za predpokladu Vety [5.2.4] muzeme prfrustek funkce / na in¬ 
tervalu [a, b \, ktery je roven / (b) — f(a), vyjadrit takto: 


f(b) - f{a) = /'(c) • 0 b-a ), 


tedy jako soucin prfrustku promenne x a derivace v bode c, o jehoz poloze vfme 
jen tolik, ze patrf do (a, b). 

Uvedomme si, ze ani Veta^Xl] ani Veta [5.2.4| neffkajf nic o tom, kolik bodu c 
s danou vlastnostf existuje. Rfkajf pouze , ze ta kovy bod je alespon jeden. 

Geometricky lze interpretovat Vetu |5.2.4| tak, ze za uvedenych predpokladu 
obsahujegraffunkce / bod [c, /(c)], vnemzje tecnakegrafu / rovnobeznasprfm- 
kou spojujfcf body [a, /(a)] a [b, f(b)]. 
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Obrazek 3. 


5.2.6. Veta. Necht' I je interval a /: / —»■ TR je spojita funkce maji'ci v kazdem 
vnitfnim bode intervalu / nezapornou (respektive kladnou) derivaci. Pak / je ne- 
klesajici (respektive rostouci) na I. 


Dukaz. Predpokladejme, ze pro kazdy vnitrni bod x intervalu I plati fix) > 0. 
Necht; a, b e I, a < b. Pak /: \ a b] — > Mje spojita a ma derivaci v kazdem vnitrnim 
bode intervalu [a, b]. Die Vety |5.2.4| existuje bod c e (a, b) splnujici 


f\c) = 


m - m 

b — a 


Tedy 


m - m ^ 0 

b — a ~ 

coz znamena f(a) < fib). Funkce / je tedy neklesajici. 

Pripad, kdy ma / kladnou derivaci v kazdem vnitrnim bode intervalu I, lze 
dokazat obdobne. ■ 


5.2.7. Pozna mka. Predpoklad spojitosti lze ve Vete |5.2.6| vynechat, jak uvidime 
ve Vete |5.4.7| , jejiz dukaz je vsak o neco obtiznejsi. 

5.2.8. Poznamka. Ma-li funkc e / ve Vete |5.2.6| derivaci nekladnou (respektive 
zapornou), aplikace Vety [5.2.6| na funkci —/ dava, ze / je nerostouci (respektive 
klesajici). 








262 


5. DERIVACE A ELEMENTARNI FUNKCE 


5.2.9. Veta. Necht; I je interval a f: I —> K je spojita funkce majfci v kazdem 
vnitfnfm bode intervalu I nulovou derivaci. Pak / je konstantnf na /. 

Dukaz. Podle Vety |5.2.6j jsou funkce /, —/ neklesajfcf. Tedy funkce / je zaroven 
neklesajfcf i nerostoucf na /, jinymi slovy je konstantnf. ■ 


5.2.10. Veta (o limite derivaci). Necht; realna funkce / je spojita zprava v bode 
aela existuje lim*-^ fix). Pak existuje f+(a) a platf 

f+( a ) = Hm f'{x). 
x-*a+ 


Dukaz. Oznacme L = lim*-^ fix). Necht; e e 1, s > 0. Nalezneme 8 e M, S > 0, 
takove, ze f ma konecne hodnoty na P+ (a, 8) a navfc pro kazde z e P+ (a, 8) platf 

f'(z) e B(L,e). (5.13) 


Vezmeme libovolne x e P+(a, 8). Pak /: [a, x] R ma derivaci v kazdem bode 
intervalu (a,x). Funkce / j e spoji ta na intervalu [a,x\, nebot; spojitost v bodech 
in terval u (a, x] plyne z Vety |5.1.15| a spojitost v a zprava predpokladame. Die \e- 
ty [5.2.4| existuje c x e (a,x) splnujfcf 


/w-/w =//fa) 


Protoze c x e P + (a,8), z mame 

m - m 


e B(L,s). 


Dokazali jsme tedy /j.(a) = L a dukaz je tak hotov. 


5.2.11. Poznamka. Vetu |5.2.10| lze zformulovat a dokazat pro derivaci zleva i pro 
oboustrannou derivaci. 


5.2.12. Poznamka. Vynechame-li ve Vete |5.2.10| predpoklad spojitosti, zaver pre- 
stane obecne platit. Vezmeme-li totiz do uvahy funkci f(x) = sign x, x e R, v bode 
0, pak lim^o-i- fix) = lim x _,.o + 0 = 0, ale /+(0) = oo. 

Stejne tak ne muzem e z neexistence limity \\m x ^, a+ f'(x) odvodit neexistenci 
f+(a), viz Prfklad [5.5.l| . 


5.2.13. Veta (Cauchyovaveta). Necht; / a gjsou funkce spojitena intervalu [a, b] C 
M, necht; / mav kazdem bode x e (a, b) derivaci a necht; g ma v kazdem bode 
x e (a,b) vlastnf nenulovou derivaci. Potom g(a) ^ g(b) a existuje c e (a,b) 
takove, ze 


fit) _ f(b) - /(a) 
g'(c) g{b) - g(a) ' 


(5.14) 


Dukaz. Z Lagrangeovy vety (Veta |5.2.4| ) plyne existence bodu d e (a, b) takoveho, 
ze 


g\d) = 


gjb) - gja) 


b — a 
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Protoze g'(d) ^ 0, dostavame g(b) — g(a) ^ 0. Definujme funkci 

V(x) = {f(x) - f(a)){g(b) - g(aj) - {g(x ) - g(a))(f(b) - /(a)), x e [a, b]. 
Pak je funkce <g podleVety |4.2-5| spojita na [a,b] a v kazdem bode intervalu (a, b) 
ma derivaci (Veta |5d. 1 7[ ) , nebot' funkce 

x i-+ {fix) - fia)) {gib) - gia)) 
ma v kazdem bode intervalu (a, b) derivaci a funkce 

* i-+ (fW - gia)) {fib) - fia)) 

ma v kazd em bode intervalu (a, b) vlastni derivaci. Navic (p(a) = <p(b) = 0. Z 
Vety H3 tedy plyne existence bodu c e ia,b), ktery splnuje <p'ic) = 0. Protoze 
pro kazde x e ia,b) plati 

<p'ix) = f'ix){gib) - gia)) - g'ix){fib) - fia)), 
die Vety |5.1.17| , dosazenim x = c mame 

0 = <p'( c ) = f\c){gib) - gia)) - g'ic){fib) - fia)), 
odkud elementarni upravou dostavame d>- ■ 


5.3. l’Hospitalovo pravidlo 


5.3.1. Veta (l’Hospitalovo pravidlo). Necht' oetU {—oo}, f g jsou funkce a exis- 
tuje lim Y ^ a+ Jestlize navic plati 

(a) lim x _> a+ fix) = lim JC _ ) . a+ g(x) = 0, nebo 

(b) lim x ^a + |gjx)| = oo, 
potom 


fix) fix) 

bm —— = lim ——. 
gix) x^a+ g'(x) 


5.3.2. Poznamka. Veta |5.3.l| plati i pro limity zleva a oboustranne limity. 


Dukaz . Oznacme 

L = lim (5.15) 

x^a+ g'(x) 

Dokazme nejprve nasledujici pomocne tvrzeni. 


Pomocne tvrzeni. 

(i) Jestlize «el splnuje a > L, pak existuje 8 e R, 8 > 0, takove, ze plati 

VxeP+ia,8): 

gix) 

(ii) Jestlize j3eR splnuje jS < L, pak existuje 8' e R, 8' > 0, takove, ze plati 

ff) 
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Du kazp omocneho tvrzeni. (i) Zvolme r e ( L,a ). Diky predpokladu existence limity 
v ( |5.15| ) nalezneme Si e R,Si > 0, takove, ze funkce / a g jsou definovane na 
P+(a,8 1 ), / zde ma vlastni derivaci, g zde ma vlastni nenulovou derivaci a plati 

VxeP+(a,8 1 ): ^f<r. (5.16) 

g'(x) 


V ezmem e nyni libovolna x,y e P+ (a,8\),x < y. Podle Cauchyovy vety (Ve- 
ta |5.2.13| ) aplikovane na / a g na intervalu [x, y] existuje c e (x, y) splnujici 

fix) - fiy) = f jc) 
gix)-giy) g'(c)’ 

Pro kazde x,y e P+(a, Si), x < y, tedy podle ( |5.16| ) a ( |5.17| ) plati 


fix)-fiy) 
g(x) - g(y) 


(5.18) 


Predpokla dejm e, ze plati podminka (a). Potom pro pevne y e P+(a, Si) dostane- 
me podle ( |5.18| ) 

r f{x)-f{y) f(y) ^ 

bm , .-, 4 T < r < oc. 

x ^ a + g( X ) - g(y) g(y) 


Staci polozit S = Si a za predpokladu platnosti podminky (a) je pomocne tvrzeni 
dokazano. 

Predpokladejme nyni, ze plati podminka (b). Zvolme pevne y e P+(a,8 1 ). 
Potom plati 


lim 

*-►“+ 


_ g(v) \ 

gix)' 


fiy) 

g(x) 


+ 0 = r < a. 


(5.19) 


Existuje tedy 82 e (0, Si), takove, ze 


Vx e 




fiy) 

g(x) 


(5.20) 


Navic diky podmince (b) muzeme pozadovat, aby platilo 


V*eP+(a,S2):T?<l. (5.21) 

g(x) 

Necht' x e P+(a, S 2 ). Pak muzeme psat 

fix) _ f(x) - fjy) f{y) 
g(x) g(x) g(x) 

= fix) - fjy) _ gjx) - giy) f(y) 
gix) - giy) gix) g{x) 
fix)-fiy) /. _ g(y) \ f(y) 

gix)-giy) V gix)) gix) 


(5-22) 










5.3. L’HOSPITALOVO PRAVIDLO 


S pomocf ( |5.20| ), ( |5.21[ ) a ( |5.22| ) odhadneme 


m 

g« 


m - m 
g(x) - g(y) 

' *(*)' 


( 


_ g(v) \ 

g«' 

/(y) 

g(*) 


/(y) 

g(*) 


Polozfme 5 = 82 a pomocne tvrzenf je dokazano i za predpokladu platnosd pod- 
mfnky (b). 


(ii) Podle ( |5.15[ ) plati lim x ^ a+ = —L. Predpokladejme, ze fi € M splnuje 
fi < L. Potom platf — ft > —L. Jiz dokazanou cast (i) pouzijeme pro a = — fi a 
nalezneme S e R, 8 > 0, takove, ze 


VxeP+(a,8) : - 

g(x ) 

Nynf stacf polozit 8' = 8 a tvrzenf je dokazano. 


Dukaz vety lze nynf jiz snadno dokoncit. Pokud L = — 00 , respektive L = 
00 , tvrzenf vety plyne okamzite z (i), respektive z (ii). Necht; Lei. Zvolme s e 
M,e > 0. Pouzijeme (i) pro a = L + e a obdrzfme prfslusne 8 e R, 8 > 0. Dale 
pouzijeme (ii) pro fi = L — s a obdrzfme prfslusne 8' e M, 8' > 0. Pro kazde 
x e P+(a,min{<$, 8’}) dostaneme 

^ e(fi,a) = (L-s,L + s) = B(L,s ), 

gM 

coz dokazuje nasi vetu. ■ 


Dukaz. Oznacme 


L = lim 


f(x) 

- g' (*)' 


(5.23) 


Rozlisfme nekolik prfpadu a pro kazdy z nich provedeme dukaz zvlasf. 


Pfipadaslo 1. Predpokladejme, zcaet aje splnena podmfnka (a). 

Dfky predpokladu existence limity v ( |5.23| ) nalezneme S e 1,1 > 0, takove, ze 
funkce / a g jsou definovane na P+(a, 8), f zde ma vlastnf derivaci a g zde ma 
vlastnf nenulovou derivaci. Definujme funkce 

_ 1/(*)> * e P+(a,8), = (g(x), X e P+(a,8 ), 

) 0, x=a, 10, x = a. 

Pak f dig jsou spojit e funkc e na intervalu [a, a + 8), nebot' v bodech z (a, a + 8) 
plyne spojitost z Vety |5.1.15| a spojitost zprava v bode a plyne z podmfnky (a). 
Mejme dano s e M, e > 0. Z definice limity nalezneme 8 e (0, 8) takove, ze 

Vx e P+(a,8 ) : e 5(L,e). 

g(x) 




266 


5. DERIVACE A ELEMENTARNI FUNKCE 


Vezmeme nyni libovolne x e P+(a, 8). Podle Cauchyovy vety (Veta [5.2.13[ ) apli- 
kovane na / a g na intervalu [a, x] existuje c x e (a, x) splnujici 


f{x) - f(fl) _ f\c x ) 

g(x)-g(a) g'(c x )' 

Protoze 

/(a) - /(fl) = fix) 
g(x) - g(a) g(x) 

a vyraz na leve strane je dobre definovan die Vety ^2l3j ma i vyraz smysl. 
Jelikoz c* e P+(a, 8), dostavame dale 


/(x) _ /(a) - /(a) 
^(x) y(x) - y(a) 


f'(t'x) 


Tedy platilim*^ fl+ fg} = L. 


Pfipad cislo 2. Predpokladejme, ze a e R, je splnena podmmka (b) a L e R. 

Mejme dano s e (0,1). Diky predpokladu existence limity v ( ]5.23| ) nalezneme 8 e 
R,5 > 0, takove, ze funkce / a y jsou definovane na P+(a,8), f zde ma vlastni 
derivaci a g zde ma vlastni nenulovou derivaci. Navic diky podmince (b) muzeme 
pozadovat, aby funkce g byla na P+ (a , 8) nenulova. Diky ( |5.23[ ) a predpokladu 
L e R nalezneme <5| e (0, 8) takove, ze 


Vx e P+(a, 8 1 ) : 




(5.24) 


Zvolme pevne y e P + {a,8\). Pomoci podminky (b) nalezneme 8 2 6 (0,5i) splnu- 
jici 


Vx e P+(a,<5 2 ) : 


I giy ) I 

I g(*) I 


< £ & 


mu 

I gix) | 


(5.25) 


Necht; x e P+(a, <5 2 ). Pouzijeme Cauchyovu vetu o stredni hodnote (Veta |5.2.T3| ) 
pro funkce / a g na intervalu [x, y] a nalezneme c* e (x, y) splnujici 


m - m _ fic x ) 
g(x) - giy) g'(c x )' 


(5.26) 


Pak muzeme psat 


fix) _ fjx ) - fjy) fjy) 
gix) gix) gix) 

= fM - fjy) _ gix) - gjy) fiy) 
gix) - giy) gix) gix) 
= fix)-fiy) (, _ g(y)\ Ay) 
g(x) - giy) ' gix)) gix)- 


(5.27) 
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Pouzijeme ( |5.26[ ) a vyjadffme 

fix) _ f'ic x ) / _ gfjh /(j?) 
g(x) g'(c*)\ g(x)J g(x) 

_ f'ic x ) f'{c x ) gjy) | fjy) 
g'(c X ) g’(c x ) g(x) g(x) ■ 

Pomocf vztahu e e (0,1), ( |5.24| ), ( |5.25[ ) a trojuhelnfkove nerovnosti muzeme nynf 
odhadnout 

I/O) y I , I f'i^x) L \ I fjc x ) g(y) | i/(y)i 

I g(x) I - I g'(c x ) I + I g'(c x ) ' g(x) I + I g(x) I 

< s + (|T| + s) ■ s + s = (|L| + 2 + e)e < (|L| + 3)e. 

Tim je dukaz rovnosti \\m x ^ a+ = L v tomto pffpade proveden. 

Pfipad cislo 3. Predpokladejme, ze a e K, je splnena podmfnka (b) a L = oo. 

Mejme dano ^ e IT > 0. Diky predpokladu existence limity v ( |5.23[ ) nalezne- 
me 8 e > 0, takove, ze funkce / a g jsou definovane na P+(a, 8 ), f zde ma 
vlastni derivaci a g zde ma vlastni nenulovou derivaci. Navic diky podmince (b) 
muzeme pozadovat, aby funkce g byla na P+ (a, 8) nenulova. Podle predpokladu 
lim*-^ jrjyj = oo nalezneme Si e (0, 8 ) takove, ze 



(5.28) 


Zvolme pevne y e P+(a, 8 1 ). Pomocf podmfnky (b) nalezneme 82 e (0, y — a) 
splnujfcf 


Necht; x e P+(a, 82 )- Potom x < y. Pouzijeme (Jauchyovu vetu (Veta [5.2.13[ ) pro 
funkce / a g na intervalu [x, y] a nalezneme c x e (x, y) splnujfcf 



(5.29) 


fix) - fjy) _ f(c x ) 
gix)-giy) g'ic x )' 


(5.30) 


Pak muzeme psat 


fix) = fix)-fjy) ( fjy) 
g(x) gO) g 0) 


(5.31) 



Dfky ( |5.30| ) a ( |5.3l[ ) dostaneme 



(' 


f'jc x ) f(c x ) g(y) . fjy) 
g'ic x ) g'ic x ) g(x) gO) 


(5.32) 
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Odtud pomoci ( |5.28| ) a ( ]5.29| ) plyne 

m „ 

g(x) ' 

Tim je dukaz vztahu \im x ^ a+ = L v tomto pripade proveden. 

Pnpad aslo 4. Predpokladejme, zcaeK, je splnena podmmka (b) a L = — oo. 
Vysledek z predchoziho pripadu aplikujeme na dvojici funkci —/ a g a obdrzimc 

lim - = lim - = oo. 

X ^ a + g(x ) *-*»+ #'(a) 


Plata tedy take 


r m 

lim —— = —oo. 
g(x) 


Pnpad cislo 5. Predpokladejme, ze a = —oo a je splnena podmmka (a) nebo pod¬ 
mmka (b). 


Funkce / a g jsou definovany na jistem okoli bodu —oo. Proto jsou na jistem pra- 
vem okoll bodu 0 funkce F a G dobre definovany predpisem 

Flx) = f{- 1 -), G(A)=g(-i). 

Pak z Vety |4.2.20| dostavame lim x ^ 0+ F(x) = lim^-^o-i- G(x) = 0, pokud je splnena 
podmmka (a), a lim x ^ 0+ | G(jv) | = oo, pokud je splnena podmmka (b). Dale plat! 


, im , im Ctsp- = , im Ih jl = lim m = L . 

x^o +G'(x) x^o + g'(-±)x~ 2 x ^o+ g'(- l x ) y^-oo g'{y) 


Nyni aplikujeme jiz dokazanou cast l’Hospitalova pravidla na dvojici funkci F a 
G v bode 0 a dostaneme 


lim ^ = lim 
^0+ G(x) *-h>+ G'(x) 


coz opetovnym pouzitim Vety |4.2.20| dava 


L, 


lim 


m 

g(x) 


lim 


fH) 

g(-$) 


lim m 
G(y) 


L. 


5 . 3 . 3 . Priklad. Plati, ze lim^o 

Reseni Pro kazde x e R plati (x — sin(A))' = 1 - cos(a), (a - sin(A))" = sin(A) a 
(a 3 )' = 3a 2 , (a 3 )" = 6a. Protoze lim^-j.o = \ , dostavame pouzitim l’Hospitalova 
pravidla |5.3.1| (a) rovnost 


1 - cos(a) 


i(a) 1 
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Dalsim pouzitim l’Hospitalova pravidla [5.3.1 | (a) obdrzime 

.. x-sin(^) l-cos(x) 1 

lim -r- = hm-——- = -. 

x^o x 3 *->-o 3x 2 6 


5.3.4. Priklad. Pro kazde a e R,a > 0, plati vztahy lim^ 0+ x a log x = 0a 
lim^oo e~ x x a = 0. 

Resent. Pouzijeme l’Hospitalovo pravidlo |5.3.l| (b) a dostaneme 

log* . 

I- x~ a 

Pro vypoc et druhe limity nalezneme n e N splnujici a < n. Pak «-nasobne uziti 
Vety p3d|(b) dava 


lim e X x n = lim — = lim 


- = ■••= lim —= 0. 

' > 1, plati lim^^oo e~ x x a = 0 die 


Prot oze 0 < e X x a < e X x n pro kazde x e I 

Vctyp^(c). * 

5.3.5. Poznamka. Obecne neni pravda, ze z existence lim x ^. a+ muzeme neco 
usoudit o lim x _> a+ jt^j- Napriklad plati 


I- sin(x) 


neexistuje, nebot' funkce x h 


x^-oo 1 + cos(*) 

[ + cosOO nem definovana na zadnem okoli bodu — oo. 

5.3.6. Poznamka. L’Hospitalovo pravidlo neni vzdy vhodnym nastrojem pro vy¬ 
pocet limity Primocare pouziti l’Hospitalova pravidla pro limitu 


Vypocet posledni limity neni vsak snazsi nez vypocet puvodni limity. 
5.3.7. Poznamka. Uvazujme 

f(x) = ^x + ^ sin (2 a:) a g(x) = f(x)e sm(x) , tel. 
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Pak / (x) = oo a 

lim = lim —(5.33) 

neexistuje. Nadruhou stranu, pocitame-lipomoci l’Hospitalovapravidla (Veta |5.3.T| ), 
dostavame 


lim = lim cos 2 (x) 

g\x) cos 2 (a cos(x) 34j 

l„„ -=0, 

^-*•00 g sin pc) (cos^) -I- /(*)) 

coz nesouhlasi s ( |5.33| ). Chybne pouziti l’Hospitalova pravidla spociva v tom, ze 
vyraz y neni definovany na zadnem okoli oo, tj. lim*-**, yjy z definice neexistuje. 
Druha rovnost ve vypoctu ( |5.34[ ) je tedy chybna. 


5.4. Monotonnf a konvexni funkce 


5.4.1. Definice. Necht; / je realna funkce aael. Rekneme, ze funkce / je 

• rostoucivbode a, pokud existuje <5 > 0 takove, ze f{x) < f(a) pro vsecb- 
na x e P-(a,8 ) a fix) > f(a) pro vsechna x e P+(a,8), 

• klesajicivbodeu, pokud existuje 8 > 0 takove, ze f(x)> f (a) pro vsech¬ 
na x e P-(a,8 ) a fix ) < /(a) pro vsechna x e P+(a,8), 

• neklesajici v bode a, pokud existuje 8 > 0 takove, ze fix) < f(a ) pro 
vsechna x e P~(a, 8) a fix) > f(a ) pro vsechna x e P+(a, 8), 

• nerostouci v bode a, pokud existuje 8 > 0 takove, ze f(x) > f(a ) pro 
vsechna a e P-(a, 8) a fix) < f(a) pro vsechna a e P+(a , 5). 

Podobne definujeme, ze funkce / je rostouci v a zprava apod. 

5.4.2. Poznamka. Je-li funkce /: I —»■ M rostouci na intervalu /, pak je zrejme ros¬ 
touci v kazdem vnitfnim bode intervalu I a rostouci zprava ci zleva v eventualnich 
krajnich bodech intervalu /. 


5.4.3. Veta. Ma-li realna funkce / v bode a e R kladnou (respektive zapornou) 
derivaci zprava, pak je v tomto bode rostouci (respektive klesajici) zprava. 


Dukaz. Predpokladejme, ze /[(a) > 0, tj. lim x ^ a+ > 0. Die Vety |4.2.9| (i) 

existuje takove 8 > 0, ze 


f{x) - f{d) 


> 0, x e P+ia,8). 


Pak zrejme plati fix) > /(a) pro vsechna x e P+ (a, 5), tj. / je rostouci zprava v a. 
Obdobne lze dokazat tvrzeni i v pripade /+(a) <0. ■ 


5.4.4. Poznamka. Obdobne tvrzeni plati pro derivaci zleva a oboustrannou deri- 
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5.4.5. Poznamka. Je-li realna funkce g rostouci v bode a e R, pak obecne nemusi 
existovat <5 > 0 takove, ze g- je monotonni na intervalu (a—8,a + 8). Staci vzit g(x) = 
x + f{x), x e I, kde / je funkce z Prikladu |5.5.2| , a polozit a = 0. Potom g\x) = 
1 + fix) plati pro kazde x € R. Dale g'(0) = 1, a tedy g je rostouci v 0. Funkce 
/' nem omezena shora ani zdola na zadnem okoli bodu 0, a proto v kazdem okoli 
bodu 0 funkce g’ nabyva kladnych i zapornych hodnot. Predpokladejme nejprve, 
ze g je neklesajici najistem okoli 5(0, 8), 8 e R, 8 > 0. Potom pro kazde x,y e 
5(0, 8), x y, platf 

gif - gjy) > 
x-y 

Dfky vete o srovnanf (Vcta fb2d)| (b)) dostavame, ze g'iy) > 0 pro kazde y e 5(0, 8), 
coz je spor. Obdobny spor obdrzfme, pokud predpokladame, ze g je nerostoucf na 
jistem okolf bodu 0. 

5.4.6. Veta. Necht; /:/—>• M roste (respektive neklesa) v kazdem bode intervalu I 
(v prfpadnych krajnfch bodech / uvazujeme prfslusne jednostranne varianty). Pak 
/ roste (respektive neklesa) na I. 

Dukaz. Predpokladejme, ze / je rostouci v kazdem bode intervalu I, a uvazujme 
libovolne body a,b e /, a < b. Chceme dokazat, ze /(a) < fib). Definujme 
M = {c e ia,b]; /(c) > /(a)}. Pak Mje shora omezena mnozina, nebot; b)e. horni 
zavorou M. Funkce / je rostouci zprava v bode a, a proto existuje 8 \ e M. 8 \ > 0, 
takove, ze fix) > /(a) provsechna a e P + ia, 8 i). Pak (a, £]n5+(a, 5i) C M, atedy 
M 7^ 0. Polozme s = sup M. Pak zrejme a < s < b. Nalezneme 82 e K, 82 > 0, 
takove, ze fix) < fis) pro vsechna x e P-(s, 8 2 ). Z definice suprema existuje 
t\ e M n P-is, 8 2 ), pro ktere tedy platf /(a) < /(fi) < fis). Proto dostavame 
s e M. 

Dokazeme nyni, ze s = b. Kdyby totiz platilo s < b, nalezli bychom 8 3 e 
M,5 3 > 0, takove, ze fix) > fis) pro vsechna x e P+ (s, 5 3 ). Pak tedy libovolne 
t 2 e P+is,8 3 ) D is, b) splnuje /(a) < fis) < /fe), coz znamena t 2 e M. To je ale 
spor s faktem s = sup M. Tim je rovnost s = b dokazana, a tedy diky s e M mame 
fib) = fis) > fia). Timje dukaz nerovnosti /(a) < fib) proveden. 

Predpokladejme nyni, ze / je neklesajfcf v kazdem bode I. Mejme dany body 
a < b z intervalu I a zvolme pevne e e M,e > 0. Funkce g{x) = fix) + ex, 
x e I, je rostouci v kazdem bode I, tedy die prvni casti dukazu platf fia) + sa = 
gia) < gib) = fib) + eb. Jelikoz e je libovolne, platf fia) < fib). Timje dukaz 
dokoncen. ■ 

5.4.7. Veta. Necht; I C R je interval a /:/—>• M ma v kazdem bode / kladnou (re¬ 
spektive nezapornou, zapornou, nekladnou) derivaci (v prfpadnych krajnfch bo¬ 
dech I uvazujeme jednostranne derivace). Pak / roste (respektive neklesa, klesa, 
neroste) na I. 

Dukaz. Ma-li funkce v kazde m bode interv alu / kladnou derivaci, je v kazdem bode 
/ rostouci podle Vety |5.4.3| . Z Vcty |5.4.6| pak plyne, ze / je rostouci na I. 

Ostatnf pripadyjsou obdobne. ■ 
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5.4.8. Definice. Necht: / je interval a necht: / je realna funkce definovana alespon 
na /. Rekneme, ze / je 

• konvexni na I, jestlize 

Vx,y e / VA e (0,1) : /(Ax + (1 - X)y) < Xf(x) + (1 - A)/(y), 

• konkavni na I, jestlize 

Vx, y e / VA e (0,1) : /(Ax + (1 - A )y) > A f(x) + (1 - A)/(y), 

• ryze konvexni na /, jestlize 

Vx, y e /, a + y VA e (0,1) : /(Ax + (1 - A)y) < A f(x) + (1 - A )f(y), 

• ryze konkavni na I, jestlize 

Vx,yeI,x^yVXe (0,1) : /(Ax + (1 - A )y) > A/(x) + (1 - A )f{y). 


5.4.9. Lemma (ekvivalentni podminky pro konvexitu). Necht; / C R je interval a 
necht' /:/-»■ R. Pakjsou nasledujici vyroky ekvivalentni: 

(i) / je konvexni na I, 


(ii) Vxi,X2,X3 e /, x 1 < X2 < X3 

(iii) Vxi,X2,X3 e /, x 1 < X2 < X3 

(iv) Vxi,X2,X3 e /, X 1 < X2 < X3 


/(x 2 )-/(xi) 
x 2 - XI 
/(x 3 ) - f{x 0 


/(x 3 ) - /(Jd) 

x 3 - XI 
/(*3) - /fe) 


x 3 - X\ XT, - x 2 

/(x 2 ) - /(Xl) r /(x 3 ) - /(x 2 ) 
x 2 - XI _ x 3 x 2 
Obdobne charakterizace plati pro konkavni, ryze konvexni a ryze konkavni funkce. 


Dukaz. Predpokladejme, ze xi,x 2 ,x 3 e 7, x\ < x 2 < x 3 . Polozme A = ■ Pak 

plati A e (0,1) a x 2 = Axi + (1 - A)x 3 . Oznacme c = A/(xi) + (1 - A)/(x 3 ). 
Primocarym vypoctem pak obdrzime 

c ~ fix t) = fjx 3 ) - /(xi) = /(x 3 ) - c ^ 35 ^ 

x 2 - xi x 3 - xi x 3 x 2 


Pokud plati /(X2) < c, pak pomoci ( |5.35[ ) dostavame 

/(x 2 ) ~ fix 1) ^ fjx 3 ) - /(xQ ^ /(x 3 ) - /(x 2 ) 

X 2 — X\ - X 3 — Xi _ x 3 — x 2 


Pokud plati jedna z nerovnosti v ( |5.36| ) nebo nerovnost 
fjxi) ~ fix 1) < fjx 3 ) - fjx 2 ) 
x 2 - xi _ x 3 x 2 


(5.36) 


pak podle ( |5.35| ) plati nerovnost /(x2) < c. 

(i) =>• (ii) Predpokladejme, ze xi,X2,X3 e /, x 1 < x 3 < x 3 . Pri ozna ceni z 
predchoziho odstavce dostaneme /(x 2 ) < c,nebot' / je konvexni. Pak podle ( |5.35[ ) 
dostavame nerovnost 


/(x 2 ) ~ fix 1) ^ /(x 3 ) - fjxf, 


x 2 - xi 


x 3 - Xi 
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(ii) =>■ (i) Predpokladejme, ze Xi, x 2 , x 3 e /, x\ < X 2 < X 3 , a c je definovano 
stejne jako v uvodnfm odstavci. Potom podle predpokladu platf 
f(x 2 ) - /(ax) ^ /(x 3 ) - /(ax) 

*2 - Xi - X 3 -X! 

takze c > /(x2). Tim je podmfnka z definice konvexity overena. 

Ekvivalenci (i) O (iii) a (i) O (iv) lze pomocf uvah prvnfho odstavce overit 
obdobne. ■ 


5.4.10. Veta (vztah konvexity a existence jednostrannych derivaci). Necht; / je 
funkce konvexni na intervalu / a necht; a e Int/. Potom existuji vlastnf jedno- 
stranne derivace f' + {a) a /1(a). Navfc platf /1(a) < //(a). 


Dukaz. Necht; a e Int I. Nalezneme 5el,5>0, splnujfcf B(a, 8 ) C I a definujeme 
funkce 


<P(x) = 

f{y) = 


f(x) - m 

x — a 

f(y ) ~ f(a) 

y-a 


x e P+(a, 8 ), 
y e P-(a, 8 ). 


Pro body 
Lemmatu 


Vi, V'2 • X \ , x 2 e P(a, 8 ) splnujfcf y 2 < y\ < a < x\ < x 2 dostavame z 

Mil 


4>(*i) 


/(*i) - /(«) 

xi - a 


/fe) ~ /(a) 
x 2 — a 


= <P(x 2 ) 


,, , /CV2) - /(a) „ f(y 1) - /(a) 

fiyz) = -<-= 

y 2 -a yi-a 

Tedy <p je neklesajfcf na P+(a, 8 ) a t/r je neklesajfcf na P-(a, 8 ). Z Lemmatu |5.4.9| 
dale pro kazde x e P+(a, 8 ) a y e P-(a, 8 ) plyne 


f(y) = 


f(a) - f(y) , fix) - /(a) 


= <p(x). 


(5.37) 


Tedy (p je z dola om ezena na P+(a, 8 ) a \jf je shora omezena na P-(a, 8 ). 
Z Vety pH plyne, ze 


existujf vlast nf. 

Navfc z ( |5.37[ ) a Vety |4.2.25| plyne pro kazde x e P+(a, 5) 
/1(a) = Hm_ ^(y) < <p(x). 

Po dalsfm pouzitf Vety |4.2.25| dostavame 

/1(a) < Jim <p(x) = /+(a). 
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Tfmje dukaz dokoncen. ■ 

5.4.11. Poznamky. (a) Jednostranne derivace konvexnf funkce / na intervalu I se 
nemusf v bode a e Int / rovnat, a nemusf tedy existovat f'(a). Prfkladem je funkce 
fix ) = | jc | a bod x = 0. 

(b) Podobne jako v dukazu Vety |5.4.10| lze odvodit existenci jednostrannych 
derivacf konvexnf funkce v krajnfch bodech definicmho intervalu. Tyto derivace 
ale mohou byt nevlastnf, napr. funkce sign uvazovana na intervalu [—1,0]. 

5.4.12. Veta (vztah konvexity a spojitosti). Konvexnf funkce na intervalu je spojita 
v kazdem vnitrnfm bode tohoto intervalu. 


Dukaz. Je-li /:/->• M konvexnf na intervalu I a a e Int I, pak obe je dnostr anne 
derivace fl(a) a /+(a) existujf vlastnf. Podle Vety [5 .1.1 5| a Poznamky |5 .1.1 6| , / je 
spojita zleva i zprava v a, tedy je spojita v a. m 


5.4.13. Poznamka. Funkce sign, kterajena intervalu (—1,0] konvexnf, nenf spojita 
v bode 0. Z konvexity funkce / tedy nevyplyva spojitost ve vsech bodech intervalu 
I, na nemz je funkce / definovana. 

5.4.14. Veta (vztah druhe derivace a konvexity ci konkavnosti). Necht; / je spojita 
funkce na intervalu I C R a necht' ma / na Int I spojitou prvni derivaci. Jestlize 
je /' rostoucf na Int I, pak / je ryze konvexnf na I. 

Specialne, je-li f"(x) > 0 pro kazde x e Int I, pak / je ryze konvexnf na I. 


Dukaz. Predpokladejme, ze f je rostoucf funkce na Int I, kde /: I —> R je spojita 
fun kce. V ezmeme libovolne body x\ < X 2 < xj z intervalu I. Dfky Lagrangeove 
vete |5.2.4| existujf body c e (xi, X2 ) a d e ( X2 , X3) splnujfcf 


f(x 2 )-f(x 1) rffS /(X 3 )-/(X 2 ) 

-= / (c) a - 

x 2 -xi x 3 - x 2 


fid). 


Z predpokladu tedy obdrzfme 

m < nd) = 

x 2 -Xi x 3 - x 2 

Die Lemmatu |5.4.9| je tedy / ryze konvexnf. 

Je-li f”{x) > 0 pro kazde x e Int /, je /' rostoucf na Int I (Veta |5.4.7| ), a tedy 
/ je ryze konvexnf dfky prvni casti dukazu. ■ 


5.4.15. Poznamka. Obdobna tvrzenf platf pro konvexitu, ryzf konkavnost a kon- 
kavnost. 


5.4.16. Definice. Necht; / je realna funkce anel. Rekneme, ze / ma v bode a 
inflexi (neboli ze a je inflexnfm bodem funkce /), jestlize existuje vlastnf /'(a) a 
existuje 8 e R, 8 >0, takove, ze bud 

Vx e P-(a , 8) : f(x) > f(a ) + f(a)(x -a) a 

Vx e P+(a, 8) : f(x) < f{a) + f'(a)(x - a). 
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nebo 

Vx € P-(a, 8) : fix ) < f(a) + f'(a)(x -a) a 

Vx e P+(a, 8) : /(a) > /(a) + f(a)(x - a). 

Nasledujfd obrazek ilustruje prave definovany pojem inflexmho bodu. 



Obrazek 4. 


5.4.17. Veta (nutna podmmka pro inflexi). Necht; / je realna funkce a a e M. 
Jesdize existuje f"(a) a je ruzna od nuly, pak a nenf inflexnfm bodem funkce /. 


Dukaz. Predpokladejme nejprve, ze f"(a) > 0. Z definice limity najdeme 
8 > 0, takove, ze pro kazde x e P(a, 8) platf 


Dostavame tedy, ze 


o, 

x — a 


Vx e P-(a,8) : f'(x) < f(a) a 


Vx € P+(a,8) : /'(x) > /'(a). 


8 G K, 


(5.38) 


V ezmem e nynf libovolne x e P~( a, 8). Protoze / je spojita na B(a,8 ) die Ve- 
ty |5. 1. 15| , pomoci Lagrangcovy vety [5.2.4| najdeme c x e (x, a) splnujfci 


m - m 

a — x 


f(c x ). 


Protoze f\c x ) < f(fl) z ( |5.38| ), mame ^ x x _{^ < fifi)- Upravou dostavame 
fix) > f{d) + f(a)(x - a). 
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Je-li x e P+ (a, S), jako vyse nalezneme cl x e (a, x ) splnujfcf 


fix) - m 


= f\d x ) > f'{a). 


Tedy mame /(a) > f ( a ) + f(a)(x - a). Jinymi slovy, bod [a, f (a)] lezf nad tecnou 
/ v bode a na levem i pravem okolf a. Tedy a nenf inflexnfm bodem /. Obdobne 
bychom postupovali v prfpade f"(a) < 0. ■ 


5.4.18. Poznamka. Rovnost f"(a) = 0 jeste nezarucuje, ze a je inflexnfm bodem 
/. Prfldadem je funkce f(x) = x 4 , x e R. Pak /"(0) = 0, ale bod 0 nenf inflexnfm 
bodem /, protoze graf funkce / lezf nad tecnou v bode 0. 

5.4.19. Veta (postacujfcf podmfnka pro inflexi). Necht; / ma spojitou prvnf deri- 
vaci na intervalu (a, b) a c e (a, b). Predpokladejme, ze 

Va e (a, c) : /"(a) >0 a Va e (c, b) : /"(a) < 0 

nebo 

Va e (a, c ) : /"(a) <0 a Va 6 (c, 4 ): /"(a) > 0. 

Pak c je inflexnfm bodem /. 


Dukaz. Predpokladejme nejprve, ze pro / platf prvnf varianta, tj. 

Va e (a, c) : /"(a) >0 a Va e (c, 6) : /"(a) < 0. 

Z Vety |5.2.6| plyne, ze /' je rostou cf na ( a, c ] a je klesajfcf na [c, b). Pro dane a e 
(a, c) pouzijeme Lagrangeovu vetu |5.2.4| k nalezenf c x e (a, c) splnujfcfho 

c — X 

Tedy f(x) > f(c) + - c). 

Podobne pro a e (c, b ) najdeme d x e (c, a) splnujfcf 


Upravo u obdr zfme /(a) < /(c) + /'(c)(a — c). Tedy c splnuje prvnf variantu v 
Definici |5XT^ ,tj. c je inflexnfm bodem /. 

Obdobne bychom overili, ze funkce s vlastnostf 

VAe(a.c): /"(a) < 0, a Va e (c/) : /"(a) > 0. 
splnuje v c druhou variantu definice inflexnfho bodu. Tun je dukaz dokoncen. ■ 


5.4.20. Prfklad. Necht' funkce / je definovana predpisem 

/w-{; !(2+sin( -))' ito. 


P ak / m a v 0 inflexi, ale neexistuje okolf 0, kde by byly splneny predpoklady Ve- 
ty pT9| . 
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Resent. Protoze /'(0) = 0 (viz vypocet v Prikladu tecna funkce / v bode 0 

je danajako 

t(x) = /(0) + /'(0)a = 0, xeR. 

Je-li x < 0, pak /(a) < 0 = t(x), pro x > 0 mame f{x) > 0 = t(x). Tedy / ma v 0 
inflexni bod. 

Na druhou stranu, 

f , (x) = 1 10a 4 + 5a 4 sin(i) - a 3 cos(i), a + 0, 

J y } (0, x = 0, 

a 

f „ {x) m ( a(20a 2 (2 + sin(i)) + 2Acos(i) - sin(I)), a + 0, 

(0, a = 0. 

Oznacime-li 

g(x) = 20a 2 (2 + sin(-*-)) + 2xcos(-^), a el\{0}, 

pak lim^o g(x) = 0 die Vety |4.2.15| . Tedy vyraz g(x) — sin(i) nabyva kladnych i 
zapornych hodnot na libovolnem okoli 0. Protoze 

/"(a) = A(g(x)-sin(-|-)), a^0, 

nabyva druha derivace / kladne i zaporne hodnoty na libovolnem okoli bodu 0. 


5.4.21. Definice. Necht: / je realna funkce definovana na nejakem okoli bodu 00. 
Necht: a,b e R. Rekneme, ze / ma v bode 00 asymptotu ax + b, jestlize 

— ax — b) =0. (5.39) 

Obdobne definujeme asymptotu v bode -00. 

5.4.22. Veta (tvar asymptoty). Funkce / mav bode 00 asymptotu ax + b prave 
tehdy, kdyz 

fix) 

lim - = a e 1 a lim (/(a) — ax) = b eR. (5.40) 

Obdobne tvrzeni plati pro asymptotu v bode -00. 


Dukaz. =>• Predpokladejme nejprve, ze funkce a i-» ax + b je asymptotou funkce 
/ v 00, kde a,b el. Pak plyne z predpokladu a Vety |4.2 2j 


. ( a +T. =«. 


lim (/(a) — ax) = lim (/(a) — ax — b) + lim b = b. 
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Predpokladejme, ze funkce x i->■ ax + b splnuje ( |5.40| ). Pak 
lim (f(x)—ax—b) = b — b = 0. 

► ax + b je asymptotou funkce / v oo. ■ 

0 a v bode oo asymptotu 


Tedy x 

5.4.23. Priklady. 1. Funkce e x m a v —co asymptotu a 
nema, nebot' prvni limita ve Vete |5.4.22| je nevlastni. 


plync 


m _ 


lim ( f(x ) - V2x) = YvmJ^ s/lx 2 + x + 1 - Vlx) 

= l lrn JC + 1 = 1 

™ V2x 2 +X+1 + V2X 2 V 2 ' 

3. Funkce tangens nema v bode 00 asymptotu, protoze neni definovana na 
zadnem jeho okoli. 

4. Fu nkce sinus nema v bode 00 asymptotu, ackoli prvni z obou limit ve Ve¬ 
te [5.4.22| existuje a je rovna nule, neexistuje vsak limita lim J; _ >00 (/(^:) — 0 • x). 

5.4.24. Pri vysetfovariiprubehufunkce ziskavame zejmena nasledujici informace: 

• definicni obor, spojitost, limity v krajmch bodech a limity v bodech ne- 
spojitosti, 

• eventualni specialni vlastnosti, napr. sudost, lichost nebo periodicita, 

• definicni obor derivace, derivace a eventualni jednostranne derivace, 

• intervaly monotonie a extremy (lokalni i globalni), 

• oborhodnot, 

• definicni obor druhe derivace, druha derivace, konvexita a konkavnost, 
inflexni body, 

• asymptoty, 

• nacrt grafu funkce. 

5.4.25. Priklad. Vysetrete prubeh funkce f(x) = arcsin 
Resent. Podivejme se nejdrive na funkci 

g(x) = * e K. 

Pak <5D(/) = la funkce g ma vlastni prvni i druhou derivaci v kazdem bode 1 e K. 
Zrejme 

lim g(x) = ^lim^ g(x) = 0, (5.41) 

g je licha a kladna na (0,00). Pocitejme 


g'(x) = 


-(2(x 2 +l)-4x 2 ) = 


-2(x 2 - 1) 
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Tedy y' > 0 na intervalu (—1,1) a g' < 0 na intervalech (—oo,—1) a (l,oo). Die 
Vety |5.2.6| g roste na [—1,1] a klesa na intervalech (—oo, —1] a [1, oo). Tedy g ma 
minimum v bode —1 a maximum v 1. Protoze g(— 1) = —1 a g(l) = 1, z Vety |4.3.4| 
plyne 3t{f) = [—1,1]. 

Jelikoz Dfarcsin) = [—1,1], je funkce / definovana na R a je zde sp oiita ( je- 
likoz g i arcsin jsou spojite, plyne tvrzeni z Poznam ky [4.2.22| (b)) . Diky ( p.41| ) a 
spojitosti funkce arcsin v 0 dostavame pouzitim Vety |4 2.20| 
jirn f(x) = x lim^ fix) = f( 0) = 0. 


Po dosazeni vidime fi~x) = - fix), tj. / je licha. 

Pri vypoctu derivace dostavame za pomoci Vety |5.1.17| a vlastnosti (C[7j) 


/'(*) = 


(i +x 2 )|i- x 2 |’ 

V bodech —1 a 1 pouzijeme Vetu |5.2.10| k odvozeni 

/j(f) = fix) = J_im+ ^ | = -1, 

/-(!) = fix) = Jbn_ x2 2 + - = 1, 

/+(-!) = fix) = Jbn+ ^ = 1, 

/_(-!) = f\x) = ^ Urn —= ~ L 

Tedy derivace v bodech —1 a 1 neexistuje. 

Mame /' > Ona (—1,1) a /' < 0 na intervalech (—oo, —1) a (1, oo). Z Vety |5.2.6| 
plyne, ze / roste na [—1,1] a klesa na intervalech (—oo,—1] a [l,oo). Dale, / ma 
maximum v bode 1 a minimum v bode —1, pfi cemz /(—1) = — * a /(l) = j. Diky 
spojitosti funkce / dostavame za pouziti Vety |4.3.4| M (/) = [— 2 , §\- 
Pocitame-li druhou derivaci, dostavame 


(bm) 


2jl-x 2 ) 
ix 2 + l) 2 


rcl \ t_1 n 


fix) = 



*€(- 1 , 1 ), 

x e (-oo, —1) U (1, oo). 


Tedy fix) = 0 prave v bode x = 0, f" > 0 na (-1,0) U (l,oo) a f" < 0 na 
(—oo, —1) U (0,1). Z Vety |5.4.14| odvodime, ze / je ryze konvexni na intervalech 
[—1,0] a [1, oo) a je ry ze kon kavni na intervalech (—oo, —1] a [0,1]. Dale ma / v 0 
inflexni bod die Vety |5.4.19| . 

Pro vypocet asymptot muzeme pouzit Vetu |5.4.22| , coz dava 


lim 


/(*) _ 


lim 


^M = o 
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a 


lim f{x)~ 0 • a = Hm f(x) — 0 • x = 0. 

Tedy pffmka t(x) = 0, x e M, je asymptotou funkce / v oo i —oo. 
Nynf jiz zbyva pouze nacrtnout graf funkce /. 


5.5. Teoreticke priklady k derivaci funkce 

5.5.1. Priklad. Definujme funkci 


/w = b 2sin <;)’ x * 0 ' 

| 0, a = 0. 


Pak f'(x) existuje vlastnf pro kazde x e R, ale funkce /' nem spojita v 0. 
Resent. V kazdem bode x e I \ {0} spocteme derivaci die Vety |5.1.17| jako 



V bode 0 vyjde 



die Vety [4.2.15| . Podivame -li se na posloupnost 



konverguje tato posloupnost k 0, ale 

lim f'(a n ) = lim (— cos (Inn)) = — 1. 

Tedy die Heineovy vety (Veta |4.2.16[ ) neni pravda, ze lim x ^o f’(x) = /'(0), tj. /' 
neni spojita v bode 0. * 

5.5.2. Priklad. Pro funkci 



plati 



(5.42) 


a tedy / ma v kazdem bode tel vlastni derivaci. Funkce / vsak neni omezena 
shora ani zdola na zadnem okoli bodu 0. 




5.5. TEORETICKE PRIKLADY K DERIVACI FUNKCE 


Reseni Obdobne jako v Pnkladu |5.5.1| dokazeme ( |5.42| ) . 
Polozime-li 


mame lim a„ = 0 a 

lim f'(a n ) = lim ^—Is/lnn cos (2jtn)^ = —oo, 
a tedy /' neni omezena zdola na zadnem okoli 0. Podobne, polozime-li 
b n = . 1 n e N, 

y /(2 n + 1)tt 

mame lim = 0 a 

lirn^ /'(&„) = lirn^ (~2y/(2n + ljjrcos ((2 n + l)jr)^ = oo, 

a tedy /' neni omezena shora na zadnem okoli 0. * 

5.5.3. Priklad. Necht; / je realna funkce s definicnim oborem <£)(/), pro ktery 
plati, ze — x e <£)(/), kdykoliv x e <£)(/). Necht; a e <£)(/) a existuje Pak 

existuje f!_(—a) a plati 


f'S-a ) 


= j-/+(a), /jesuda, 
/+(«). /jelicha. 


Reseni. Necht; S e (0, oo) je takove, ze [a, a + S) C <0(/), a predpokladejme, ze / je 
suda. Pak plati (a —S,a]c ,£)(/). Polozme 


Pak g(x) = ^ X \Ja a) i x e (a, a + 5), a pouzitim Vety |4.2.20| dostavame 


f[(a) = lim g(x) = lim g(-y) = lim 

Tvrzeni pro pripad liche funkce se oven obdobne. 


f(y ) - /(-a) 


5.5.4. Priklad. Necht; 

Ukazte, ze / je rostouci v bode 0, ma vlastni derivaci pro kazde x e M, ale neni 
rostouci na zadnem okoli bodu 0. 
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Resent. Pomoci Pnkladu |5. 5. 1| o dvo dime, ze 

, ( [l+2 x sin (i) - cos (i), x e I \ {0}, 

/ W 11, x = 0. 

Z Vety |5.4.3| plyne, ze / je rostouci v bode 0. 

Definujme nyni body x„,y„,n e N, jako 

x„ = (^ + 2jtnj , y„ = (^-+2jrnj . 

Primocarym vypoctem se overi, ze pro kazde n € N plati x„+i < y n < x n a ze 
f(yn)<f(x n ) a f(y n ) < f(x n+ i). 

Protoze posloupnosti {x„} a {>’„} konverguji k 0, funkce / neni monotonni na zad¬ 
nem okoli 0. * 

5.5.5. Priklad. Nechi 

f{x)= j (2 -h sin (i)) , x e ffi \ {0}, 

Ukazte, ze / mavO ostre lokalni minimum, ma vlastni derivaci pro kazde xel, 
ale neni monotonni na zadnem jednostrannem okoli bodu 0. 

Resent. Funkce / je zjevne kla dna n a R \ {0}, a ma tedy v 0 ostre (globalni) mini¬ 
mum. Podobnejako Pnkladu |5.5.l| odvodime, ze 

f , ( . _ ( 2x ( 2 + sin (i)) + cos (2) , xel\{0 }, 

J W (0, x = 0. 

Polozime-li 

x„ = (| + 27r«^ , y n = + 2nn^ , n e N, 

plati pro kazde n e N vztahy 

x n +i <y n < x n , f(y„) < f(x„) a f(y„) < /(x„+i). 

Jelikoz limx„ = lim y n = 0, funkce / neni na zadnem pravem okoli 0 monotonni. 

Obdobne ukazeme, ze / neni monotonni na zadnem levem okoli bodu 0. 
Uvazujeme-li totiz body —x„ a —y n (kde x n a y„ jsou definovany vyse), plati 
-x„ <-y n <-x n+1 , A-x„) < f(-y„), /(-x„ +1 ) < f{-y„), n e N. 

Tim je pozadovane tvrzeni dokazano. 


5.5.6. Priklad. Necht'ma funkce / v bode a vlastni derivaci a necht; cisla x„, y n e R 
splnuji x„ < a < y„, y„ - x„ > 0 a y„ — x„ 0. Pak 


lim 


f(yn) - f{Xn) 


f'ia). 


yn-Xr. 
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Resent Je-li x n nebo y n rovno a, jedna se o derivacnf podil z definice. Tedy lze bez 
ujmy na obecnosd predpokladat, z e x„ < a < y n . Necht; e e M, s > 0 je dano. 
Protoze 


0 < a-x n < y n - x n a 0 < y n - a < y n - x n , 
platf x n —> a a y n —> a . Protoze lim x ^ a ^ (a) = f'(a), z Heineovy vety |4.2.16| 
najdeme n 0 e N takove, ze pro n > n 0 platf 


I yn-a 

Pro tato «o pak mame 
| f(yn) - f(Xn) 


- /'(fit) < £ 


I /(*»)-/(«) 


- /'(a) < e. 


Jn - 


-/'(«) 


| f(yn) - f(g) , /(a) - f(x„) 


/'(«) 


yn-a I f(yn) - f(a) 


-/'(«) + 


a-Xn I /(a) - /(JC B ) 


-/'(«) 




= £. 


Tfm je dukaz dokoncen. 


5.5.7. Prfklad. Necht; /: M —► E je spojita periodicka nekonstantnf funkce. Pak 
nema ani v oo ani v —oo asymptotu. 


Resent Necht; a > 0 je perioda funkce /, tj. f{x) = f(x + a) pro kazde x e M. 
Nejprve si rozmysleme, ze / je omezena funkce. To plyne z fakt u, ze f je v abso- 
lutnf hodnote omezena na [0, a] nejakou konstantou M (viz Veta |4.3.1l| ), a tedy je 
omezena M i na kazdem intervalu tvaru [ka, (k + 1 )a\, k € Z. 

Dostavame proto, ze 


m _ 


m _ 


Predpokladame-li nyni existenci asymptoty napriklad v oo, existuje b e K sp lnujici 
lim x _ >00 (/(x) - b) = 0. Najdeme x € (0, a) splnujici f(x) ^ f(a). Z Vety |4. 2.1 7| 
nyni plyne, ze 

f(x) = lim f{x + na) = b = lim find) = /(0), 


z je spor. Tim je dukaz dokoncen. 


5.5.8. Priklad. Necht' a < c < b jsou cisla vl*a /: (a, b) -»• R je ryze konvexni 
na (a, c] a na [c, b). Dokazte, ze nasledujici vyroky jsou ekvivalentni. 

(i) Funkce / je ryze konvexni na ( a,b ). 

(ii) Plati//(c) < 4(c). 
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Dokazte tez, ze analogicke tvrzenf platf v pffpade, z e a,b e R a / je ryze 
konvexnf na [a, c] a [c, b]. 

Resent. Odvodme nejprve nasledujfcf pozorovanf. 

Necht'a < b < c a a, ft, y jsou realna cisla. Necht' 

P~<* K Y~P 

b — a c—b' 

Pak 

ft — a y — a 
b — a c - a' 


Abychom toto dokazali, vezmeme t e (0,1) splnujfcf b = ta + (1 — t)c. Pak 
b — a = (1 — t)(c — a) a c — b = t(c — a). Predpokladana nerovnost tedy znamena, 
ze 

~■ tj. t(P-a)<y-p. (5.43) 

Pozadovana nerovnost pak ma tvar 

P -a y -« „ . . 

- l J- P ~ Y < t( a ~ Y)- 

Tato nerovnost je vsak zjevne ekvivalentnf s n e ro vnostf (p.43| ). 

Pristupme nynf k dukazu tvrzenf. Dfky Vete |5.4.10| a Poznamce |5.4.11| vfme, 
ze / ma jednostranne derivace v bode c. Polozme 


<p(x) = 


m - m 


x e ( a,c ), 


t{y) = 


m - m 

y-c 


y e ( c,b ). 


Dfky Lemmatu |5.4.9| vfme, ze <p je rostoucf na (a, c) af na (c, b). Necht; x' e (a, c) 
a y' e (c, b) jsou dany. Pak 


^ < SU P^^ : * e ( X ’’ C )> = /K c ). 
> infWOO; ? « (c,/)} = /|(c). 


Overme nynf im plikaci (f) =£> (ff). Je-li / ryze konvexnf na intervalu {a, b), 
platf podle Lemmatu |5.4.9| nerovnost 

Vx e ( a,c ) Vy e (c,&): y>(x) < if(y). 

Tedy z Lemmatu |l.6.28| mame 

/1(c) = sup{y>(x); x e (a,c)} < inf{i/r(y); y e ( c,b )} = /((c). 


Obracene, necht; /1(c) < /((c). Necht; x < y < z jsou body vybrane z inter- 
valu ( a,b ). Predpokladejme nejprve, ze x < y < c < z- Pokud y = c, mame dfky 
( |5.44| ) nerovnosti 


f(y) - m 


< /1(c) < /|(c) < 


m - f(y) 


- X 


z-y 
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Je-li y < c, mame z Lemmatu |5.4.9| a 

m - m ^ m - /go 


< f-(c) < 4(c) < 


m - m 


(5.45) 


Diky pozorovam ze zacatku dukazu tedy platf 

m-m < m-m 

y-x z.-y 

Je-li x < c < y < z, overfme nerovn ost (|5.45| ) analogicky. V prfpade x < y < z < c 
nebo c < x < y < z platf ne rovno st ( J5.45D dfky predpokladu. 

Tfmje podle Lemmatu |5.4.9| dokazana ryzf konvexita / na (a, h). 

V prfpade, kdy a,b € M a / je ryze konvexnf na [a, c] a [c,b\, postupujeme 
zcela analogicky. * 

5.5.9. Prfklad. Necht; a,b,c,d eR, kde a^O. Pakrovnice ax 3 +bx + cx + d =0 
ma v M alespon jedno resenf. 

5.5.10. Prfklad. Oznacme f(x) = ax 3 + bx 2 + cx + d, x e M. Pak / je spojita 
funkce na R. Predpokladame-li, ze a > 0, platf 

lim x 3 (a + bx _1 + cx~ 2 + dx~ 3 ) = oo 


lim x 3 (a+bx 1 + cx 2 + dx 3 ) = — oo. 

Podle Vety |4.3.6| je tedy M if) = R, a proto existuje alespon jedno tel splnujfcf 
f{x) = 0. 

Je-li a < 0, pouzijeme prave dokazane tvrzenf pro funkci —/. 

5.5.11. Prfklad. Ukazte, ze 3 < n < 4. 

Reseni Pripomenme, ze cfslo 7r je definovano jako it = 2a, kde a je jednoznacne ur- 
cene realne cfslo v intervalu (0,2) splnujfcf cos a = 0. Zjevne tedy 7t < 4. Abychom 
dokazali nerovnost n > 3, stacf overit, ze cos(|) > 0 (die vlastnosti (GQ) je funkce 
kosinus klesajfcf na intevalu (0,2).) 

Oznacme /3 = | a a„ = neNU {0}. Pak pro n > 1 mame a n +1 < a n , a 
tedy die Vety |3.3.1| platf 


Tedy 


^(-l)"a„ = lim ^2 (-!)"«„ > 0. 


= D-o"4 

0 


359 
= 42io 
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Tim je dukaz dokoncen. 

5.5.12. Priklad. Dokazte, ze pro kazde x e R platf 


* 



Resent. Necht' I = (0, n) a necht; f(y) = cotgy, y e (0, n). Potom inverzni funkce 
f~ l je definovananala splnuje f~ x (x) = arccotg(x), xel. Pro kazde y e (0, n) 
platf 



a tedy / je spojita a klesajfcf na I. Necht; a e R a y = arcc otg(x). Potom y e (0, tt) a 
x = cotg(y). Podle vety o derivaci inverzm funkce (Veta [5.1.26| (a)) tedy pro kazde 
xeR platf 


-1 


-1 


arccotg'(x) = (/ x )'(x) = 
coz jsme chteli dokazat. 


f'(y) l + cotg 2 (y) 1+x 2 ’ 


* 


V nasledujfcfm prfkladu ukazeme, ze pomocf vety o derivaci inverzm funkce je 
mozne v nekterych pripadech spocitat derivaci urcite funkce ackoli pro tuto funkci 
nemame k dispozici explicitni vyjadfem. 

5.5.13. Priklad. Necht; funkce / je definovana pro kazde x eMpredpisem f(x) = 
x 3 + sinx. Ukazte, ze / je na M prosta a X(f) = R a pro jeji inverzni funkci 
g = f~ l spoctete g'(b) a g"(b), kde b = /(1). 

Resent. Pro kazde xel platf 


/'(x) = 3x 2 + cosx. 


Je-li x e [0, |), plati 3x 2 + cos x > 0, a pro x e [j, oo) mame diky Prfkladu |5.5.11| 
a vlastnosti (GQ) odhad 



Protoze je /' suda funkce, je f'(x) > 0 pro kazde xel. Tedy funkce / je spojita 
a rostou ci na R. Protoze lim*-*^ f(x) = oo a lim^-no = -oo, dostavame z Ve¬ 
ty [Or], ze M (M) = TR. K funkci / tedy existuje inverzni funkce g = f ~ x : M ->• R. 
Poloz me a = la b = /(l) = 1 + sin 1. Podle vety o derivaci inverzni funkce 
(Vcta |5.1.26| (a)) platf 



f'(a) 3 + cos 1" 


Pouzijeme-li dale Vetu |5.1.17| , mame 

g"(y) = ((/'(^(j))) -1 )' = 
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a tedy pro b = 1 + sin 1 = /(1) mame 


g"(b) = 


sin 1 — 6 
(3 + cos l) 3 


5.5.14. Priklad. Najdete spojitou funkci na R, ktera nema v zadnem bode vlastni 
derivaci. 


Resent Necht' f„ a / jsou funkce zkonstruovan e v Pr ikladu P~T0| . Necht; a e R 
je libovolny bod. Ukazeme za pomoci Prikladu f'(a ) neexistuje vlastni. 

Povsimneme si nejdrive, ze /„ je 4 _n_1 -periodicka a na kazdem intervalu, kde je 
afinni, masmernici rovnou bud 1 nebo —1. Pro n e N, n > 2, najdemejednoznacne 
urcene k e Z takove, ze 

k k + 1 

4 n + 1 ~ a< 4"+' ‘ 


Polozme 


k _k +1 

Xn ~ 4«+T’ y " ~ 4/1+1 • 


Pak pro m > n plati 


a pro m e {1,... ,n — 1} je funkce f m afinni na intervalu [x n ,y n \. Tedy 

f(y n ) - f{Xn) _ y fmiyn) ~ fM 
yn - Xn y n -x„ 


Protoze je f m afinni na [x n ,y n \ se smernici 1 ci -1, mame 


fm(yn) ~ f m (Xn) 

y n -x n 


6 {- 14 }, 


m e n- 1}. 


Proto 

liche cele cislo, pokud n je sude, 
sude cele cislo, pokud n je lichc. 

Limita fkyn)-f(x n ) p ro n jd ouc f d 0 nekonecna tedy nemuze existovat vlastni, proto¬ 
ze tato posloupnost nesplnuje Bolzanovu-Cauchyovy podminku |2.4.27| . Tedy die 
Prikladu |4.4.10| f'(a) neexistuje vlastni. * 


' fmiVn) ~ fm(x n ) _ 


5.5.15. Priklad. Necht; / je konvexni funkce na intervalu (a,b). Pak mnozina bo- 
du nediferencovatelnosti funkce / je nejvyse spocetna. 

Resent Z Vety |5!4.14| vime, zev kazdem bode x e (a,b) existuji vlastnijednostrannc 
derivace a plati fL(x) < f\_{x). Ukazme nyni, zeprobodyx,y € ( a,b),x < y, plati 

fL(x) < f[{x) < fL(y). 
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K tomuto u celu v ezmeme body u, v splnujici x 
(viz Lemma |5.4.9| ) pak mame 

m - m ^ m - m 

It — X — v — u 

Tedy pro kazde v e (x, y ) plati die Vety |2-2.47| 


f+(x) = Urn 


m - m 

u — X 


Opetovnym pouzitim Vety |2-2-47| mame 


< u < v < y. Diky konvexite / 

, m - f(y ) 

: • 

. zoo-zoo 


/+(*) < 


zoo - zoo 

v-y 


f-(y). 


Tedy jsem ukazali, ze f!_ je neklesajici funkce na (a, b). Podle Prikladu |4.4.3| je 
tedy f'_ spojita vsude na (a, b) s vyjimkou nejvyse spocetne mnoziny D. Mame-li 
nyni bod a e {a, b) \ D, plati 


f-(x) < /[(*) < lim + fUy) = f-(x). 

Odtud plyne, ze fl(x) = f\_{x). Die Vety |5T5| tudiz existuje f'{x). * 


5.5.16. Priklad. Necht: f a {x) = x a sin (In x) arctgx, x e (0, oo). Zjistete, pro ktera 
a e R lze / rozsirit na cele R tak, aby mela vsude konecnou derivaci. 


Resent. Nejprve zjistime, pro ktera a € R existuje vlastni limita lim x ^ 0+ fa(x). Je- 
likoz 

fa(x) = sin(lnx) a C ^ X x a+1 , t £ (0, oo), 
a sin je omezena funkce, dostavame pro a > -1 
fa(x) = 0. 


Pok ud a < — 1, polozime x n = e*(2 2 ") a y„ = 2n) , n e N. Pak za pomoci 

Vety [2.3.27| obdrzime pro a = — 1 

lim f a (x n ) = 1, lim f a (jn ) = —L 
x-M>+ V x-*-0+ 

zatimco pro a < — 1 dostaneme 

lim f a (x „) = 00, lim f a (y n ) = -00. 

x—*0+ x—*0+ 

Tedy pro a < — 1 limita lim x ^ 0+ f a (x) neexistuje (viz Veta [4.2.17| ). 

Z techto vypoctu plyne, ze pro a > — 1 lze funkci f a dodefinovat spojite na R 
tim, ze ji na (—00,0] polozime rovnou 0. V pripade a e (—00, —1] / spojite dodefi¬ 
novat v bode 0 neni mozne. 

Necht; f a je pro a > —1 dodefinovana 0 v bode 0. Pak je spojita zprava v bode 
0, a tedy podle Vety |5.2.10| a vyse uvedenych vypoctu 

(/»)+(0) = lim x a ~ l sin (In x) arctgx = lim f a -\(x) 
x-K)+ x^-o + 
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existuje prave tehdy, kdyz a > 0. V tom pffpade pak derivace funkce f a v bode 
0 zprava existuje a je rovna 0. Dodefinujeme-li tedy f a hodnotou 0 na intervalu 
(—oo, 0], dostaneme funkci s vlastni derivaci na R. * 


Nasleduji ci prikl ad je zobecnem'm Bernoulliovy nerovnosti na intervalu (—1, oo) 
(vizte Priklad [1.9.1 1[ ). 

5.5.17. Priklad. Dokazte, ze pro kazde a e [1. oo) a x e (-1, oo) plati 
(1 + x)“ > 1 + ax. 

Resent. Definujme pomocnou funkci /: (-1, oo) -»• R predpisem 
fix) = (1 + x) a - 1 - ax. 

Pakje / spojita a plati 

fix) = a ((1 + xf" 1 - 1), x s (-l,oo), 
coz znamena, ze fix) < 0 pro x e (—1,0) a fix) > 0 pro x e (0, oo). Te dy / j e 
nerostouci na intervalu (—1,0] a neklesajici na intervalu [0, oo) (vizte Vetu |5.4.7[ ). 
Tudiz / nabyva sveho minima v bode 0. Protoze /(0) = 0, je / nezaporna na 
(—1, oo). Odtud plyne dokazovana nerovnost. * 


5.5.18. Priklad. Ukazte, ze pro kazde kladne a, b e R, a f b, plati 
b — a a + b 


fab < 


log b — log a 


Resent. Predpokladejme, ze a < b. Podelime zadane nerovnosti cislem a a polozime 
* = x. Tim dostavame ekvivalentni nerovnosti 

^ + ~ Y . x € (l,oo) (5.46) 

logx 2 

Prvni nerovnost je ekvivalentni s nerovnosti 

xlog 2 x < (x - l) 2 , xe(l,oo), 

ktera plyne z nerovnosti 

log(l + x) < , x e (0, oo), (5-47) 

dosazenim x — 1 za x. _ 

Dokazme tedy ( |5.47[ ). K tomuto ucelu polozme 

fix) = log(l + x) - *— , x e [0, oo). 

v 1 T x 

Pak /(0) = 0 a 


fif = 


<0, x e (0, oo), 
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protoze pro kladna x plat! - y/l + x < 1 + Tedy je / klesajlci na [0, oo), a proto 
f(x) < 0 na (0, oo). Tim je ( |5.47| ) dokazano. 

Overme nynl druhou nerovnost v ( |5.46| ). Ta je ekvivalentnf s nerovnostl 

2(x — 1) — (x + 1) logx < 0, r 6 (l,oo). (5.48) 

Definujme funkci 

f(x) = 2(x - 1) - (x + l)logx, x e [l,oo). 

Pak /(l) = 0 a 

/'(x) = 2 — X — logx = 1 — — — log a, x € (1, oo). 


Polozme 


Pak g(l) = 0 a 


g(x) = 1-log A 


x e [1, oo). 


g'(x) = 


x e (1, oo). 


Funkce g je tedy klesajlci na [1, oo), a proto zapornana (1, oo). Tedyje i /' zaporna 
na (1, oo). Tim pademje ale /, jakozto klesajlci funkce na [1, oo), zapornana (1, oo), 
coz dokazuje ( |5.48| ). Tim je dukaz dokoncen. * 


5.5.19. Prlklad. Dokazte, ze /7({sin;z}) = [—1,1] a H({cosn}) = [—1,1]. 


Dukaz. Necht; x e [-1,1). Nalezneme a e [0,1] takove, ze sin(27ra) = x. Polozme 
01 = Jn- Clslo , 71 j e iracionalnl (tento fakt dokazeme porn o cl inte gralnlho poctu v 
Prlkladu |9.6.9| ), a tedyje i clslo a iracionalnl. Z Prlkladu |2.5.12| tudlz vyplyva, ze 
existuje rostoucl posloupnost prirozenych clsel {ni c }'j*L 1 takova, ze 

lim (an* — [an*]) = a. (5.49) 

k-*oo 

Diky spojitosti funkce sinus dostavame 

lim sin(«£) = lim sin(27ro!«i : ) = lim sin(2nank—2n[ank\) 

OO OO t-»(X) 

= ^lim s\n(2n(ank — [am*])) = sin(27ra) = x. 

Protoze x e [—1,1] bylo zvoleno libovolne a inkluze [—1,1] C //({sin «}) je zrej- 
ma, plyne odtud, ze //({sin n\) = [—1,1]. Tvrzenl tykajlcl se hromadnych bodu 
posloupnosti {cos n} je mozne dokazat obdobne. ■ 

5.5.20. Prlklad. Necht' D je nekonecna spocetna podmnozina (0,1). Najdete spo- 
jitou konvexnl funkci na [0,1], ktera nema derivaci prave v bodech mnoziny D. 

Resent. Oclslujme mnozinu D jako D = {x„; n e N} a definujme pro n € N funkci 
f„(x) = |x — x„|, x € [0,1]. Pak funkce f n ma nasledujlcl vlastnosti: 

(a) z trojuhelnlkove nerovnosti plyne /„(x) — /„(y)| < |x — y |, x, y e [0,1], 

(b) f n je zjevne konvexnl, 

(c) (fnY-(Xn) = -1, (f n y+(x n ) = 1 a /„' je vlastnl na (0,1) \ {x„}, 
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(d) /„ je omezena na [0,1] cfslem 1. 
Polozme 


/(x)=^, n /„(4 x e [0,1], 


Diky vlastnosti (d) je / dobfe definovana funkce na [0,1], nebot' definujfcf rada 
je absolutne konvergentnf. Dale se jednoduse z definice oven pomocf (b), ze / je 
konvexni. 

Zafixujme si index j e N a ukazme, ze /| (xj ) > f_L(xj). K tomuto ucelu na- 
jdeme «o e N takove, ze J2T=n 0 2^ < 4^7- n o > Z vlastnosti (a) dostavame 
pro /z > 0 splnujici tj+Ae (0,1) odhad 


+ h)-f„( Xj ) 
h 


y^ J_ / fn(Xj + h) — f n (Xj ) \ ^ _ y-i I fn ( x j 

.-£+.* I 

>- V i>— 

zly 2" 4-2J 

n=n o + l 

Derivace zprava funkce / existuje diky jeji konvexite, a tak muzeme odhadovat 

. . r ,, ,, r ^ 1 fn(Xj +h)-f n (xj ) 

/+(*/) = ^ (/(■*? + *) - /(*/)) = J™ 2^ ^ - 1 - 


lim I 
o+ 


h->- 0+ h v ‘ 

; e 

«€{i v ..,« 0 }\{y} 


2" 

1 fn {Xj +h)-f n (Xj) 1 fj (Xj + h) - fj (Xj) 

2 n h V h 


y- 1 /»(*/ + /z)~/n(x 7 ) \ 

^,2” h ) 

n=no+l 


> lim ( Y — 

~ o+V 2 ” 


1 /„(*/ + h) - f„(xj ) 1 fjiXj-h) fj(Xj) 

h V h 


4-2 3 ) 

E 2n f " {Xj)+ 2j (fiy+{Xj) - 4'v 

W€{1,...,« 0 }\{7} 

E 2” fn ( Xj ) + 2f _ 4 - 2 f 

«€{i.«o}\{y} 

= E ^nfn( X j) + 4^- 


(Pripomenme, ze funkce f,i e {1,..., zz 0 } \ {j}, majf v bode Xj vlastni derivaci.) 
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Obdobne odvodfme, ze 


f-(xj) < J2 




ne{l,...,n 0 }\{7'} 

Tedy f+(xj) > fL(xj), a tedy derivace / v bode Xj neexistuje. 

Ukazme nynf, ze v bode x € (0,1) \ D derivace / existuje vlastni. K tomu staci 
dokazat, ze f+(x) < /l(x). Necht; s e R, s > 0, je dano. Najdeme n 0 e N takove, 
ze J2™=n 0 <£ - J a ^° vyse P a k mame pro h > 0 splnujici x + h e (0,1) odhad 


“ 1 /„(x + /Q-/„(x) 

^ 2” h 


Tedy 


■ Km y_L /■(* + »- AW , 

/>->n , 7" h 


“ 1 fn(x + h)-f n (x) 

2" h 

«=no+l 


< lim g 1 /»(* + *.)-AM +g 

; 2" h 


^ 2 ” V*-*> 


+ /Q-/»(x)^ 


= E */.'<*) + *• 

protoze /„ jsou v x diferencovatelne. Obdobne obdrzime 

Protoze e bylo libovolne, mame pozadovany odhad f' + (x) < f-(x). 
5.5.21. Priklad. Pro kazde x e (0, oo) plati 
x- 1 

-< log x < x — 1 

(viz |l .8.1 6| ) . Rovnosti v ( |5.50| ) navic plati prave tehdy, kdyz x = 1. 
Reseni Oznacme 

/(•*) = logx-^y, x e (0, oo). 


(5.50) 
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Tedy / klesa na (0,1] a roste na [1, oo). Ma tedy v bode 1 globa lnf minimum. Vzhle- 
dem k tomu, ze /(l) = 0, dostavame prvnf nerovnost v ( |5.50| ). Navfc / (x) = 0, tj. 
v prvnf nerovnosd v ( |5.50| ) platf rovnost, prave tehdy, kdyz x = 1. 

Abychom dokazali druhou nerovnost, polozme 

g(x) = x - 1-logx, x(0, oo). 


Protoze 

x — 1 

g'(x) = : -> 0 x e (1, oo), 

funkce g roste na [1, oo) a klesa na (0,1]. Ma tedy v bode 1 minimum. Jelik oz g( 1) = 
0, je funkce g kladna na (0, oo) \ {!}- Tim je dokazana druha nerovnost ( |5.5Q[ ). * 


5.5.22. Prfklad. Necht; a e 1 a 


f a (x) = ax 2 , tel, g{x) = logx, xe(0,oo). 

Zjistete, pro ktera a existuje bod z e (0, oo), ve kterem majf funkce / a g spolecnou 
tecnu. 


Resent Zrejme pro x e (0, oo) platf f' a {x) = lax a g'(x) = Majf-li mft funkce f a 
a g v bode z e (0, oo) spolecnou tecnu, musf platit 2 az = f„(z ) = g'(z) = Pro 
a e (oo, 0] takovy bod zjevne neexistuje. Je-li a > 0, pozadovana rovnost platf pro 
Z = (2a)~2. Spolecnou tecnu pak tyto funkce budou mft v prfpade 

\ = faiCafb = g((2arb = log(2 a)~b 

To nastava v prfpade a = (2e) -1 . Spolecna tecna v bode ^fe ma pak tvar 
t(x)= l ~+e~hx-‘>fe), tel. 


5.5.23. Prfklad. Oznacme 

a n = 1 + ^ +-f — — log n , n e N. 

Pak \a n \ je klesajfcf posloupnost kladnych cfsel s kladnou limitou. Ta se obvykle 
znacf y a nazyva Eulerovou konstantou. 

Resent Polozme 

b n = 1 H-1- ^ - log(n + 1), /1 e N. 

Pak platf pro kazde n € N: 

• b n <a„ (to je zrejme, jelikoz logaritmus je rostoucf funkce), 

• a n+ 1 < a n (tato nerovnost je ekv ivale ntnf nerovnosti < log(l + i), 
ktera plyne z prvnf nerovnosti v ( |5.50| )), 

• b n+ \ > b n (tato nerovnost je ekviv alent nf nerovnosti log(l + 
ktera plyne z druhe nerovnosti v ( ]5.50| )), 




294 


5. DERIVACE A ELEMENTARNI FUNKCE 


► b n je kladne (to plyne z druhe nerovnosti v ( |5.50| ), nebot: 

iog(« +1) = y](iog(fc +1) - log*) = logo + () 


= ti>- 


c b 2 < 


■<b n <a„<---a 2 <ai, 


Tedy mame 
a zrejme 

lim a„ — b„= lim log(l H—) = 0. 

Z techto faktu jiz plyne pozadovany zaver die Vet |2.4.1| a |2.2.45| . * 

5.5.1. Hyperbolicke funkce. 

5.5.24. Definice. Hyperbolicke funkce hyperbolicky sinus, hyperbolicky kosi- 
nus, hyperbolicky tangens, hyperbolicky kotangens definujeme nasledujicim zpu- 
sobem 


sinh a = —— —, 

a e M, 

e x + e~ x 

cosh A =-, 

2 

a e M, 

, sinh a 


tghA = - t—, 

cosh A 

a e R, 

, cosh A 


cot « hI = ^’ 

A6M' 

Vlastnosti hyperbolickych funkci 



(HI) Plati 


sinh(A + y) = sinh a cosh a + cosh a sinhy, a e !, 
cosh(A + y) = cosh a coshy + sinhAsinhy, a e R. 


Plyne dosazemm do vzorcu, napriklad prvni identita se odvodi pomocf 

, , , (e*-e~*){e*+e-y) t (e* +€-*)&-e~*) 

sinh a cosh a + cosh a sinh y =-1- 

4 4 

= j(2e x+y - 2e~ x ~n = sinh(A + y). 


(H2) Funkce sinh je licha, cosh je suda a obe jsou spojite na R. 
Plyne z definice. 
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(H3) Plati (sinh)' = cosh a (cosh)' = sinh na M. 
Z definice mame 



(H4) Platf sinh 0 = OacoshO = 1. Dale platf lim*-►-oo sinh a = —oo, sinh a 

oo, lim^-^-oocosh x = oo, lim^oocosh* = oo. 

Z definice mame prvni cast tvrzeni. Dale platf 

lim sinh x = lim e x — e~ x ) = —oo 
diky vete o aritmetice limit (Vcta p~2^ ). Ostatni limity se spoctou obdobne. 

(H5) Funkce sinh roste na M, cosh roste na [0, oo) a klesa na (—oo, 0]. 

Protoze diky (H^J) plati (sinh)' = cosh, coz je podle definujiciho vzorce kladna 
funkce na M, je sinh rostouci na M. Dale mame (cosh)' = sinh. Ale sinh je rostouci 
a sinhO = 0. Tedy sinh je zaporna na (—oo,0) a klad na na (0, oo). Proto je cosh 
klesajici na (—oo, 0] a rostouci na [0, oo) (viz Vcta |5.2.6t ). 

(H6) Plati Jf(sinh) = la Jf (cosh) = [l,oo). 

Tvrzeni plyne z (H^|), (Hph , spojitosti obou funkci a Bolzanovy vety o nabyvani 
mezihodnot (viz Veta |4.3.4| ). 

(H7) Platf cosh 2 a - sinh 2 a = 1 pro tel. 

Dosazenim z definice mame 


cosh 2 x — sinh 2 x = - ((e x + e x ) 2 — (e x — e x ) 2 ) = 1. 


(H8) Funkce tgh a cotgh jsou liche a na svych definicnich oborech spojite. 

Plyne z definice a Vety |4.24 

(H9) Platf tghO = 0, lim^^-oo tgh a = — 1, lim^oo tgh a = 1, linix-^-oo cotgh a = 
-1, lim^-s-o- cotghtc = —oo, linix-s.o + cotgh a = oo, lim*-^ cotgh x = 1. 
Dosazenim obdrzfme tghO = 0. Dale platf 


lim tgh x = lim - C -— 

x ——oo 6 x-i-oo e x + e~ x 

Ostatni limity spocteme analogicky. 





296 


5. DERIVACE A ELEMENTARNI FUNKCE 


(H10) Platf (tgh)' = a (cotgh)' = ^nal. 
Z (H|) a (H0) mame 




Obdobne se oven druhe tvrzenf. 


(Hll) Funkce tgh roste na M, cotgh klesa na (-oo, 0) a (0, oo). 
Tvrzenf plyne z (H|Tq|) a Vety |5.2.6| . 

(H12) Platf Jf(tgh) = (-1,1) a <5^(cotgh) = (-oo,-l) U (l,oo). 
Tvrzenf plyne z (H|lT|), (H^) a spojitosti obou funkcf. 


5.6. Pocetni priklady k derivaci funkce 


5.6.1. Limity funkcf. 
5.6.1. Prfklad. Dokazte, ze 


Resent. Z vlastn osti sin u (G^|) vfme, ze sin'(0) = 1. Dale platf sinO = 0 (viz (GQ)). 
Tedy z Definice |5.1.1| ply ne 


5.6.2. Prfklad. Spoctete lim x ^ 0 
Resent. Upravfme 

sin 5 a _ sin 5 a 
x 5x 

Polozme 

Ky)= —. yeM\{0}, g(x) = 5x, 

y 

Necht' dale 


c = 0,D = 0,A = 1. 


Pak 


lim g(x) = D, 
a pro libovolne rj e (0, oo) 


Km f(y) = A 


ret. 


g{x)^D, x e P(c,rf). 




5.6. poCetni pri'klady k derivaci funkce 


Z Vety gjjg (P) a Pnkladu [Hu] tedy plyne, ze 

sin 5x 
im —— 

-+o 5x 


ZVetyp^ rr 


lim+^ = lim5+^ = 5. 
x-s-0 X x-s-0 5x 


5.6.3. Priklad. Dokazte, z 


lim 


1 — cos x 1 


-►o x 2 2 

Resent Upravme 

1 — cos x 1 — cos x 1 + cos x 1 — cos 2 x 1 sin 2 x 1 


x 2 x 2 1 + cos x x 2 1 + cos x x 2 1 + cos x' 

Jel ikoz k osinus je spo jita funkce (viz (Gp~3()) a cosO = 1 (viz (G^)), plyne z Prikla- 
du |5.6.1| a Vety |4.2.2| rovnost 


1 — cos x , . 1 1 

lim --- = 1 • 1 • --- = -. 

x-K) x 2 1 + 12 


5.6.4. Priklad. Spoctete limitu 
lim - 


-*•0 \/l + x sin x - Vcos a 
Resent Upravime zadany vyraz 


Vl + x sin x + x 


V1 + x sin x - Vcos x s/\ + xsmx — Vcos x + x sin a + V cos x 

= - ---t -(yl + x sin a + \/ cos x J 

1 — cos x + x sin x V / 

= sin;t (Vl + x sin x + Vcos xj 

Pomoci Prikladu |5.6.l| a |5.6.3| dostavame diky Vete |4.2-2| rovnost 


x ~*-° V1 + a sin a - V cos x \ + 1 


(1 + 1 )= - • 


5.6.5. Priklad. Dokazte, ze 
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Re sent. P rotoze cxp'(O) = exp(O) = 1 (vlastnosti (EQ) a (E^)), platf die Defini- 
ce Fill rovnost 

i v exp(x) - exp(O) e x - l 

F w x—*o x — 0 x 

Obdobne dostaneme z vlastnosd logaritmu (LQ) rovnost 

lim log(1 + i;) = lim Ml + jQ-logO + O) = (, (1 +x) y 

x-*0 X x-*0 X — 0 * _u 


Dale polozme 


l,D = 0,A= 1. 


lim g(x) = D, lim f(y) = 1 
x-*-c y—>D 

a g(x) ± D pro P(c, 1). Tedy z Vety |4-2.20| (P) plyne 
log x 


5.6.6. Priklad. Spoctete limitu 


log(l + sin*) 
lim -. 


Resent. Upravime 


log(l + sin a) log(l + sin x) sinx 


Pro x e P{ 0, 7i ) platf sin x ± 0, a tedyje splnena podmfnka (P) Vety |4.2.20| . Proto 

li mlog(l + 3inx) =i , i = r 


log(cos x) 


5.6.7. Priklad. Spocftejte limitu 











5.6. poCetni pri'klady k derivaci funkce 


Resent Funkci v zadane limite upravime na 

log(cosx) log(l + (cos a — 1)) cos x — 1 
x 2 cos x—1 x 2 

Protoze cos x — 1^0 pro a e P( 0, f), z Vet |4.2.20| (P) a |4.2.2| mame 

log(cosx) log(l + (cosx - 1)) cos x — 1 1 

lim — 5 — -- = lim —2 - lim --- = --. 

x-*o x 2 x-*o cos x — 1 x-*o x 2 2 


5.6.8. Priklad. Spoctete limitu 

lim tg2x • tg(— — x). 


tg2x-tg(- -x) = 


sin 2x sin(^-x) f-x 

cos(^ — x) f — x cos 2x 
sin 2x sin(f-x) j(f-2x) 


(5.51) 

cos(^ - x) j - x sin(| - 2x) ’ 

Polozimc-li vc Vete |4.2.20| (P) f(y) = ^,g(x) = |-x (respektive g(x) = f-2x) 
a 

c * ^r, D = 0, A = 1, 


lim sin (? ~ *) _ j _ lim sin(| - 2x) 
x-+% f — x *->-? f — 2x 


(plati f — x ^ 0 pro x e P(j, 1) a \ — 2x ^ 0 pro x e P(j, !))• Tedy mame z ( |5.5l| ) 


lim tg2x-tg(J-x)= l-l-i-l^i 


5.6.9. Priklad. Spoctete 



Resent Aby zadany vypocet mel smysl, je treba predpokladat, ze a £ {f + kjr; k e 
Z}. Upravime zadany vyraz na 


Tedy 


tgx-tga _ sin x cos a - sin a cos x _ sin(x-a) 
x — a cos x cos a(x — a) cos x cos a(x—a) 

1 sin(x - a) 
cos x cos a x—a 


x — a 
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Povsimneme si, ze zadana limita je rovna tg'(a), a tedy jsme znovu overili vzo- 
c (G0). * 


5.6.10. Priklad. Spoctete 


lim 


1 — cos x cos 2x cos 3x 


1 — cos .x: 

Resent Pisme 

1 - cos a cos 2x cos 3a 1 - cos a cos 2a cos 3a 


1 — cos A 

Dale mame 

1 — cos a cos 2a cos 3a 1 — cos A 


(5.52) 


/ 1 — cos 2a cos 3a \ 


Tedy 

Z&®r 


2 2 2 


5.6.11. Priklad. Spoctete limitu 


im y*- 31 !* 

cos (a + §) 


Resent Upravme zadany vyraz na 
tg 3 A~3tgA _ _ 


tg 3 A-3tgA 


cos (a + f) sin(f - A - f) A - | 

A-f tg 3 A 3 tg A 
sin(y — a) a — j 


(5.53) 


konverguje prvni cast vyrazu v ( |5.53[ ) k — 1. 
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Dale mame 

tg 3 *-3tg*_ sin x sin 2 x — 3 cos 2 x 

x — j cos 3 x x - f 

_ sin x 4 sin 2 x — 3 

cos 3 x x — j 

sin* (2sin* — \/3)(2sin* + V3) 

COS 3 X X — J 

sin * (sin * — sin f) (2 sin * + \/3) 

= -?— • 2 --- 

COS 3 * * — J 


sin * — sin j cos(|(* + y)) sin(2(* — j)) 

X ~J H* ~ f) ’ 


sin * — sm 7r 1 

lim --—— = cos — = -. 

x ~*’% x ~ 7 3 2 


Z (J5753b a l5754| pak man: 


tg 3 x-3tg* 


tg 3 *-3tg* 


= -1 
= -24. 




5.6.12. Priklad. Spocitejte limitu 

cos(xe x ) — cos(*e _x ) 
lim--- 


Resent Nejprve upravime 

cos(*e x ) — cos(*e _x ) = —2 sin - 

Dale 


cos(*e x ) — cos(*e x ) 



(5.54) 


(5.55) 
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Spocteme nejprve limitu prvnfho zlomku v ( ]5.55[ ) . K tomu oznacme 


Pak limy-s-o f(y) = 1, lim^-s-o g(x) = 0 a 


Predpoklad (P) Vety |4.2.20| je tak splnen pro libovolne okolf P( 0, rj), a tedy 
1 = ° S)(x) = lim S m xe x_ x *-x • 

Podobne vyuzijeme faktu, ze 


x(e x +e x ) = 0 O x = 0, 


k odvozenf rovnosti 


Z Vety o aritmedce limit [4.2. 2| a ( |5.55[ ) pak plyne 


5.6.13. Priklad. Spoctete limitu 

lim (/sin \Jx + 1 — sin a/a) . 

Resent Pisme 

sin \/x + 1 — sin a/a = 2 cos — (V 'x + 1 + a/a) sin — (a/a + 1 — a/a) 


= 2 cos - (a/a + 1 + a/a) si 


1 


(5.56) 


2(V A + 1 + a/a) 

Funkc c 2( - A /^ pj- + 7 ^ konverguje k 0 pro a jdouci do nekonecna. Ze spojitosti sinu 
a Vety |4.2^20| (S) plyne 

lim sin(- , -—) = 0. 

2(V^rr+v^) 

Funkce 2cos |(a/a + 1 + «Jx) je omezena na R, a tedy 














5.6. poCetni pri'klady k derivaci funkce 


5.6.14. Priklad. Spoctete limitu 

lim (1 + 4x)^. 

Resent. Die definice mocniny a h (viz Definice |6.1.7[ ) plati 


(1 + 4x)3y = exp(— log(l + 4a)), a e oo) \ {0}. 

Protoze 

x— >-0 3a 6 x— >o 3 4 a 3 

a exp je spojita funkce (viz (EQ), z Vety |4.2.20| (S) plyne 

i / . 1 \ 4 

liin(l + 4a) 3 * = exp I liin — log(l + 4a) 1 = exp(-). 


5.6.15. Priklad. Necht' a e R. Spoctete limitu 

Resent. Vezmeme a e M \ {0} a oznacme 

/(a) = (l + , x e (|a|, oo). 

Pak / je dobre definovana funkce splnujici 

/(a) = exp (a log(l + “)), a € (\a \, oo). 

Protoze 

r , n , a log(l + f) 

lim a log(l H—) = lim a --—— = a , 

plati 

Je-li a = 0, mame 
Tedy 

lim /(a) = exp(a). 

Z Heineovy vety |4.2.16| plyne, ze 

lim ^1 H—^ = exp(a). 


lim /(a) = exp (a), 
lim /(a) = lim 1 = 1= exp(a). 


5.6.16. Priklad. Spoctete limitu 
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Resent. Protoze 

(2e x - l) 4 # = exp + 1 log(2e x - 1)j , 
budeme pocftat limitu lim x ^ 0 log(2<? x - 1). Pisme 

Iog(2 e « - 1) = (x 2 + 1) • -2^. 

Protoze linty-n = 1 a 2e* — 1^1 pro a e P(0,15), plat! 

A 2 + 1 

lim —— log(2e x - 1) = 1 ■ 1 ■ 2 • 1 = 2. 
x-rt) A 

Ze spojitosti funkce exp dostavame 

lim (2e x — 1) = e 2 . 


5.6.17. Priklad. Spoctete limitu 

lim . 

x^o\\+x3 x ) 

Resent. Jako v predchozich prikladech je treba spocitat 
.. 1 /1 + a2 x \ 

^2 lo S ^ | + y 3 x J ■ 

Protoze lim^-^o 1 + a3 x = 1, existuje die Vety |4.2.9| (a) cislo rj e (0, oo) takove, ze 
1 + a3* > 0, a € B( 0, rj). 

Dale mame pro a e B(0, rj) 

1+a2* a(2 x — 3 X ) 

0 = 1~ - 1 = - -r 2 - & x = 0. 

l+x3 x 1 + a3 x 

Z Vety o limite slozene funkce |4.2.20| (P) tedy plyne rovnost 


iog 


1 +a 2 x \ 
1 +a 3 x J 


1 log(^) 


/1 + a2 x 
U +a3* 


x e P(0, rj). 


Protoze 







5.6. poCetni pri'klady k derivaci funkce 


vyjadffme 

1 / 1 + x2 x 


_ l)= 12 ^ 

1 + x3 x ) xl+x3 x 


-f 


^log2_ 1 )_ ( - e ^lo g 3_ 1 ) 1 

x 1 + x3 x 

lo S 2 — 1 £ xlo S 3 _ j \ 

T^ log2 --d^3- los3 l 


' 1+ x3 x ' 

Snadno oveffme predpoklady Vety |4.2.20| (P) pro okoli P( 0, rj) a dostaneme tak 

1 /1 + x2* \ 2 

J* (.m^ - 1J = log 2 - logs = log -. 

Zaver proto je 

lim ( 1 +x2X \ x2 = exp (log 
x^o\l+x3 x J F 6 3 J 3 

5.6.18. Priklad. Nechfa e R. Spoctete limitu 
/ sin x \ 


Resent. Ze zadani zrejme plyne, ze pro existenci limity je nutne, aby a <£ {kn\ k e 
Z}. Pro tato a pocftejme limitu 


lim 


1 


a x — a \ sin a J 
Z vlastnosti funkce sinus vime, ze existuje i) e I, i) > 0, takove, ze 
sin x ^ sin a. x e P(a,rj). 

Pro x e P{a.rj) pak mame 

1 /sinjc\ _ l°g(lt^) sin a — sin a 1 

x — a \ sin a ) spii — 1 x — a sin a 
Podobne jako v Prikladu |5.6.9| odvodime, ze 


Z Vety |i~Z20| a |X| tak ply ne 

,. 1 . / sin x \ cos a 

lim -log I —— I cotg a. 

x-*a x — a \ sin a J sin a 

Tedy 

lim = exp(cotga). 
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5.6.19. Priklad. Necht; a e R. Spoctete 


Dukaz. Necht: a e M.Je-lia = O,jerovnazadanalimita 1. Nechitedya ^ 1. Protoze 
lim^-s-oo Jj= = 0, existuje r) € (0, oo) takove, ze 


^ y 2'2 


Protoze a ^ 0, plati 


Jelikoz 


^e(--,-)\{0}, xeP(oo,r,). 


f(x) = exp log cos > x e P(°°’ T i. 


a logcos^ cos^-1 / a x 2 
x losr cos —— = •-^— • —= 

•r* cc^-i fog UJ 


plati diky Vete |4.2.20| rovnost 


Sx 2 

Tedy 

Jim /(*) = exp(-y). 

Z Heineovy vety [4.2.16| nyni plyne 

r- „ a _a 2 

lim cos —= = e T i a e ffi 
n_>0 ° 


5.6.20. Priklad. Spoctete limitu 


lim 


log(A 2 -A + l) 
log(A 10 + A + 1)' 






5.6. poCetni pri'klady k derivaci funkce 


Resent Nejprve si uvedomime, ze 

lim (x 2 - x + 1) = oo, lim (x 10 + a + 1) = oo. 
Existuje tedy rj e (0, oo) takove, ze 

x 2 - x + 1 > 0, x 10 + x + 1 > 0, x G P( oo, 7?). 

Tedy je vyraz v zadane limite dobre definovan na P( oo, rj). 

Pro x & P (oo, rj) pak mame 

log(A 2 - X + 1) _ log0 2 (l ~7 + 3^)) 

log(* 10 + x + 1) _ log(x 10 (l + £ + ^j)) 

2logx + log(l — ~ + Jj) 


(5.57) 


10 log X + log(l + ^9 + ^TO ) 

„ , kgd-l+i) 

= 2 + lp g* ' 

10 _l_ lo gd+jg+^nr) 

Protoze je lo garitmu s spojita funkce na (0, 00) (viz (Lf|)) a lim x ^.oo(l — £ + Jj) = 1, 
mame z Vety pT20l (S) 


Obdobne odvodime, ze 


lim log(l - - + i) = 0. 


Jim log(l + 1 + -L) = 0. 


Z ( |5.57| ) pak plyne diky Vete |4.2.2| rovnost 


U log(x 2 -x + l = 1 
*^°log(x 10 + x + 1) “ 5" 


5.6.21. Priklad. Necht; a e ( 0 ,00). Spoctete limitu 

,- m log(a + x) + log(a - x) - 2 log a 

Resent Mame 

log(q + x) + log(a - x) - 2 log a _ log ( g ~^ L ) _ log(l ~ 

x 2 x 2 a 2 ' 


log(q + x) + loglfl x) 2 log a 


Tedy 
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5.6.22. Priklad. Nechtia > 0. Spoctete limitu 

.. a x —x a 

hm -. 

x —a 

Resent Upravme zadany vyraz jako 

1 (.xlova 


_ — =t i~- _ (e x] °X a - e aIo S x ) = -_ f e (x-a)\oga _ e a(logx-loga)\ 

— a x — a\ ) x — a V / 

= - _ — ( e (x~a)loga _ j + j _ e a(logx-loga)\ 

x — a \ / 

a (e (x ~ a ^ a - 1 _ e a(log^-loga) _ l log l x-a 1 \ 

\ (a — a) log a ° a(logx — loga) | — 1 a x — al 
Protozeje logaritmus prosta funkce (viz (L^)), logx ^ loga pro x e P(a,a). Tedy 


(x- a) loga 


Obdobne odvodime, ze 


gti (log x log a) _ I W - 

lim - t -- = 1, lim ^ = l. 

x^a a (log x log a) I - 1 


Tedy obdrzime 


5.6.23. Priklad. Spoctete limitu 
lin 

Resent Pocitejme limitu 
kde 


sin 2 (jr2*) 
i logcos(7r2 x ) 

f(y), 

n 2 y 


Ay) = ,-—, y e P(2jv, —). 

log cos y 2 


Pak mame 


/{J) = 


sin y cos y — 1 (y - 27 t) 2 
(y — 27 t) 2 log cosy cosy —1 


(5.58) 


h{z) = zeR\{ 0}, g(y) = y — 2n, y el 


c = 2n,D = 0,A = 1. 
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Protoze g(y) ± D pro y e P(2n, 11) a lim^o h(z) = A, z Vety |4.2.20| (P) plyne 
sin(y — 2 n) siny 


1 = A = lim(/2 o g)(y) = lim 
Analogicky odvodlme rovnost 
lim 

Zjevne 


«« . = lim -—. 

■2n y — 2it y-*- 2 ji y — 2 jt 


cos y — 1 1 

y-*2n (y — 2jt) 2 2' 


lim 


cos y — 1 


t log cos y 

Z ( |5.58| ) a Vety |4.2.2| tak ply ne 

Urn /(y) =1-1-(-2). 

Nakonec oznacme 

g(x) = n2 x , x e M. 

Pak g(x) ± 2n pro x e P(l, 1), a tedy z Vety pJ^(P) plyne 

-2 = lim (/ o g)(x) = lim sln J . 

x-n logcos(7r2*) 


5.6.24. Priklad. Spoctete limitu 


(e x - l) 2 


Resent. Upravime zadany vyraz na 



sin x sin x 

X 2 

X€M\{0}. 

(e x - l) 2 " x 

(e x ~ l) 2 

Oznacime-li 



,, , sinx 
fix) = - 

X 2 

xel\ {0}, 

(e x — l) 2 ’ 


paklimjc-,.0 fix) = 1. Protoze 


z jednostranne verze vety o aritmetice limit funkci (viz Veta f4-.2.2| a Poznamka |4.2.4[ ), 
dostavame 

sinx sinx 

lim —-—r- = 00, lim —-—r- = -00. 

x—>o_|- (e x - l) 2 x—>0— ( e x - l) 2 

Zadana limita tedy neexistuje die Vety |4.1.15| . * 
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5.6.25. Priklad. Necht; a,b,c jsou kladna cisla. Spoctete 
Q(«* + b x 4 c x )j 

Resent. Predpokladejme, zcO < a < b < c a upravme zadany vyraz na 

( 5 < “’ + ! ’’ + c ' ) )' =,, (K 1 + G) + ©*))’• 

Oznacme d\ = d2 = § a pocftejme limitu 

J™ \ lo S (j (! + d * + 4?)) ■ 

Protoze 1 < di < d2 , je funkce 

x i-> 1 + df + d% 

neklesajfcL Pokud d\ = d 2 = 1, mame a = b = c a zadana limita je zjevne rovna 
a. Lze tedy predpokladat, ze alespon d 2 > 1. Pak je ale funkce 
x 14 df + dj 

rostouci na R, a tedy plat! 

1 4 d1 4 d£ = 3 4^ x = 0. 

Proto lze pouzit Vetu |4.2.20| (P) k odvozenf 

lim ^gGC 1 + d i 4 d$)) _ i 
(|0 + d* 4 d%)) — 1 

Tim padem mame 

]'™oi 1 os G (l +d \ +d 2)') 

_ log(j(l + <*r + <*2)) . 1 . ( d l~ l , d 2 1 \ 


1 3 r^ 

= 1 °SV^- 


Tedy 


Um (!(«*+»* + <:■))’ =«»p(l™ilog(j(l + Q) +Q’))) 


3 be 

= a exp(log j7 -^) 


= Vabc. 
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* 


5.6.26. Priklad. Spoctete limitu 



Resent. Mame 



TedyzVetyH^plyne 



5.6.27. Priklad. Spoctete limitu 

Jin^ ((x + 2) log(x + 4) - 2(x + 1) log(x + 1) + a log a) . 

Resent. Jelikoz 

(x + 2) log (a + 4) - 2(x + 1) log(x + 1) + a log x 

= X (log(x + 4) - 2log(x + 1) + log x) + 2 (log(x + 4) - log(x + 1)) 



*(*+4) 

(*+D 2 


a 



mame 


Jim, ((x + 2) log(x + 4) - 2(x + 1) log(x + 1) + x log x) 



5.6.28. Priklad. Spoctete limitu 
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Resent. Mame 

lim ter y (— — y) = lim sin v—-— = 1. 

y-t- f_ \2 ) y-> f cos y 

Oznacime-li tedy 

fiy) = tg y (| - j) - y e (0,|), g(x) = arctgx, * e R, 
a 

c = oo, D = —, A = 1, 

2 

pak z Vety |i~Z24| plyne 

1 = A = lim (/ o g)(*) = JKm, x (y - arctgx) . 
5.6.29. Priklad. Nechtia e R. Spoctete limitu 

. 1 iS,' larct s „( 0 » + 1 i) +a ( t «(? + £))"• 

Resent. Nalezneme e e R, s > 0, takove, ze plati 0< f — s < f + s < 
lim x ^. 00 (j + = j, existuje t] € (0, oo) takove, ze 

i + lt xeP (°°' r l)- 

Definujme pro a e P(o o, rj) funkce 

nx) = xxa g — 2 + ‘, ) + a . *<*> = (<8 (= + £))'• 

Jelikoz 

x(a 2 + l) + a= 04»x = ~ a ■, 
a 2 + 1 

existuje 5 e (0, ri) takove, ze 

x(a 2 + 1) + a ^ 0, x e P(o o, 5) 

Pak pro a e P(oo, S) mame 

/w= g!gk . > . 

i5 I +Ti+; *<“ +1 > + “ 

Protoze lim^-^o = 1 (viz (C|l5|)), dostavame z Vety |4.2.20| 


lim f(x) = - 


Dale mame 


Six) = exp (a log (tg Q + £))) , x 6 P(oo,)?). 


1. Protoze 


(5.59) 


(5.60) 









5.6. poCetni pri'klady k derivaci funkce 


Jestlize a = 0, plati g(x ) = 1, a tedy lim*-,.,*, f(x)g(x ) = 1. V dalsim proto pred- 
pokladejme, ze a ^ 0. Pro x e P (o o, rj ) plati pak f + £ ^ 1, a tak lze upravit 
argument exponencialm funkce v ( |5.60| ) takto 

x log (,g(- + —)) = log < tg (f +; ,. si " (f + s) ~ » ± s) 

V V 4 2x)) t g(f + ^) _1 cos(f + ^) 

_ iog(tg(f + £)) x jg cos lf + 7i sin lf-^ cos lf + js sin lf 
tgd + lc)- 1 * cos (f+ s) 

_ lo g(tg(f + If)) V2 a sin 

t g(f+ lf)~! cos (f + lf) If 2 *’ 

Diky Vete |4.2.20| a Vete ff.2.2| dostavame 


7 r a \\ \/2f 

4 + ^)) = ^ =a - 
V2 


Kombinaci ( |5.6l| ) a ( |5.59| ) mame 

Jim, f(x)g(x) = — 2 

(tento vzorec plati i pro a = 0). 

Z Heineovy vety |4.2.16| nakonec obdrzime 


lim n arctg - 




(5.61) 


5.6.30. Priklad. Spoctete limitu 


i — arcsin a 


Resent. Protoze 


-5-(I -yy ■ 
f -y 




lim ___ - 

y ~*§_ y 1 - siny 


(l-v) 


= V2. 


f(y) = 


i~y 


-y/l - SI 


y e ^-(x. gW = arcsin a 




e = t f £> = ^-,A - V5. 
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Protoze 

j™ g(x) = D, g(x) < y, a € (-1,1) a lim f(y) = A, 
z Vcty [4.2.1 7| mame 

r- , ~ arcsin x 

V2 = A = lim (/ o g)(jc) = lim — ^ —. 


5.6.31. Priklad. Spoctete 


‘(j- a 


Reseni. Funkce x h 


:nabyva na P(o o, 1) hodnoty 1 a 


- = V2 


die Prfkladu |5.6.30| . Z Vety o limite slozene funkce |4.2.24| tedy mame 
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5.6.2. Derivace funkce. Pri vypoctu derivace dane funkce / nejprve urcime 
definicni obor teto funkce. V tech bodech definicniho oboru, ve kterych je to moz- 
ne, pak vypocteme ho dno tu derivace pomoci vzorcu pro derivace elemen tarnich 
funkci a vet z odstavce |5.l| , zej mena ve ty o aritmetice derivaci (Veta |5.1.17[ ) a vety 
o derivaci slozene funkce (Veta |5.1.23| ). V bodech definicniho oboru funkce /, v 
nichz tento postup z nejake ho du vodu selhava, se pokusime vypocitat jednostran- 
ne derivace p odle D efinice |5.1.1| , pripadne pomoci vety o limite jednostrannych 
derivaci (Veta |5.2.10| ). Mame pritom na pameti, ze definicni obor derivace muze 
byt vlastni podmnozinou definicniho oboru funkce. 

5.6.32. Priklad. Spoctete derivaci funkce f(x) = e x +2 . 

Resent. Polozme 

F(x) = x 2 + 2, x e K, a G{y) = e y , y e M. 

Potom <£>(/) = M, nebot; / = G o F. Funkce F a G maji vlastni derivace na M, a 
tak snadno spocteme derivace 

F'(y) = e y , yel, 

G'(x ) = (x 2 + 2)' = (x 2 )' + 2' = 2x + 0 = 2x. tel. 

Protoze je G spojita v kazdem bode M, dostaneme podle vety o derivaci slozene 
funkce (Veta |5.1.23| ) 

f{x) = (F o G)'(x) = F'(G(x )) • G'(x) = e G(x) ■ 2x = e* 2+2 ■ 2x. 

Definicni obor derivace funkce / je raven R. * 

5.6.33. Priklad. Spocitejte derivaci funkce f{x) = x 2 e~ x2 . 

Resent Plati <£)(/) = R. Podle vety o derivaci soucinu (Veta |5 .1.1 7| (b) ) dostaneme 
f\x) = (.x 2 Ye~ x2 + x 2 (e~ x2 y = 2xe~ x2 + x 2 (e~ x2 )'. 

Zbylou derivaci snadno spocitame podle vety o derivaci slozene funkce (Vcta |5d. 23[ ) 
pro F(y) = e y a G(x) = —x 2 , nebot; podle derivace elementarnich funkci dostava- 
me 

F'(y) = e y , yeR, 

G\x) = (-x 2 )' = -(x 2 )' = —2x, xeR. 

Celkove tedy 

f'(x) = 2xe~ x2 + x 2 {e~ x2 y = 2xe~ x2 + x 2 e GM (-2x) 

= 2xe~ x2 + x 2 e~ x2 (—2x). 

Snadno urcime, ze definicni obor derivace je opet cele R. * 

5.6.34. Priklad. Spocitejte derivaci funkce f(x) = log( j. 



5. DERIVACE A ELEMENTARNI FUNKCE 


Resent Vzhledem k tomu, ze AD flog) = (0, oo), platf a e <£)(/) prave tehdy, kdyz 
*2+\ > 0- Vyresemm prfslusne nerovnice dostavame <£)(/) = (—oo, —1) U (1, oo). 
Polozme 

a 2 - 1 

F(y) = logy a G( a) = x2 + ^ 

Pro derivace techto funkcf platf 

F'(y) = -, ye (—oo,0) U (0, oo), 

-1)'(** + n- i.t 1 -1)(.(’- +1)' 

GW = -- 

_ 2a (a 2 + 1) - (a 2 - 1)2a 
(a 2 + l) 2 ’ 

Pomocf vety o derivaci slozene funkce dostavame pro a e <£)(/) 

rv-r™y ffW - ^ + »- + % + ' )2x 

_ a 2 + 1 4a _ 4a 

“ A 2 - 1 (A 2 + l) 2 “ A 4 - r 

Platf tedy <£)(/') = (-oo,-l) U (l,oo). Definicnf obor funkce a je sice 

roven R \ {— 1,1}, nicmene definicnf obor derivace je mensf. * 

5.6.35. Prfklad. Spoctete derivaci funkce /(a) = V 1 - e~ x2 . 

Resent Pro kazde a e 1 platf 1 — e~ x > 0, a proto <2)(/) = R. Derivaci funkce / 
v kazdem bode a e R \ {0} spocteme dvojnasobnym uzitim vety o derivaci slozene 
funkce: 


V bode 0 dopocitame jednostranne derivace prfmo podle definice: 


= lim \\ - -r — = VI = 1. 

A-+0+ V ~h 2 

Obdobne lze spocftat derivaci zleva za pouziti vztahu h = —Vft 2 pro h < 0. Do- 
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Plati tedy <£)(/') = R \ {0}, /'(0) neexistuje, ale plati /+(0) = 1 a /!(0) = —1. * 

5.6.36. Priklad. Spoctete derivaci funkce f(x) = min {x, x 3 } v kazdem bode a e 
R, ve kterem existuje. Pokud v nekterych bodech derivace neexistuje, vysetrete 
existenci jednostrannych derivaci a pokud existuji, spoctete je. 

Resent Funkci / muzeme vyjadrit ve tvaru 

(a 3 pro x e (-oo, -1] U [0,1], 

\x pro x e [-1,0] U [l,oo). 

Tedy zrejme plati 

. _ ( 3x 2 pro x e (—oo, —1) U (0,1), 

jl pro x e (—1,0) U (1, oo). 

Zbyva vysetrit derivaci v bodech a = 0, ±1. Pr otoze funkce / je spojita v bode —1, 
plati podle vety o limite derivaci (Veta [5.2.10| ) 

fl(— 1) = lim 3x 2 = 3, f+(~ 1) = litn 1 = 1. 

Odtudplyne, ze /'(—l) neexistuje. Podobne lze odvodit, ze /'(0)a/'(l)neexistuji 
a ze plati 

fU 0) = 1, /;(0) = o, /K1) = 3, 4(1) = i. 


5.6.37. Priklad. Spoctete derivaci funkce 

( x 2 sin 4= pro x ^ 0, 

m = & p 

( 0 pro x =0. 


Resent Zrejme plati <£)(/) = R. Pro x ^ 0 plati, ze funkce / je na jistem okoli 
bodu x definovana predpisem x h>- x 2 sin -T-. Derivace v bode je lokalni pojem 
(Poznamka [5.1.6| (e)) , a proto pro r / 0 plati 


/'(X) = (x 2 sin T)' = (x 2 )' sin T + x 2 (sin ±)' 


1 

>17= H 

Vx 


1 -1 

\/x 3 


V bode x = 0 spocteme derivaci podle definice 


/'(0) = lim 


/(OH 


m 


Vh 

h 


Posledni rovnost plyne z Vety [4.2.15| , nebot; funkce sinus je omezena. Plati tedy 
/'(0) = 0 a *)(/') = R. * 
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5.6.38. Priklad. Spoctete derivaci funkce f(x) = x lo s x , x e (0, oo). 

Resent. Podle definice obecne mocniny (Definice |6.1.7| (c)) plati pro kazde x e (0, oo) 
vztah /(x) = e lo s x lo e x = e l °g x , Derivaci spocteme pomoci vety o derivovani slo- 
zene funkce (Veta |5.1.~23| ), tedy 

f'(x) = e log2x ■ (log 2 a)' = e lo s 2 * . 2 log x ■ x e (0,oo). 

Pro definicni obor derivace plati <£)(/') = (0, oo). * 


5.6.39. Priklad. Spoctete derivaci funkce f(x) = arccos(l — x 2 ). 

Resent Vzhledem k tomu, ze D(arccos) = [—1,1] a realne cislo x splnuje nerovnosti 
-1 < 1 - x 2 < 1 


prave tehdy, kdyz x e [-V2, -s/2], je <£)(/) = [— \fl, \/2], Podle vety pro derivaci 
slozene funkce (Veta |5.1.23[ ), kterou lze pouzit pro kazde x e (—V2, -s/2) \ {0}, 
dostavame 


nA = Tr^fp (1 - * 2) ' = 


Funkce / je na svem definicnim oboru spojita, a proto se muzeme pokusit jedno- 
stranne limity v bodech mnoziny {— sfl, 0 , s/2} p ocitat jako limity jednostrannych 
derivaci podle vety o limite derivaci (Veta [5.2.10| ). Dostaneme tak 


= J*3V /,(x) = .Sf + yp|l = Ti = ' / ~ 2, 

/-( 0) = Jim_ f(x) = Jim_ ^ lgn J 2 = —a/2, 

/+(—V2) = lim /'(x) = lim 2 s ^g n x _ _ 00 ^ 
x->—72+ x-*— 72 +V 2 — x 2 

/I(V2)= lim /'(x) = lim 2 slgn * =00, 


Definicnim oborem /' je tedy mnozina (—a/ 2, \/2) \ {0}, pricemz hodnoty jedno¬ 
strannych derivaci ve zbyvajicich bodech definicniho oboru / jsou uvedeny vy- 
se. * 


5.6.40. Priklad. Dokazte, ze pro vsechna x / 0 plati 
1 t r 

arctgx + arctg - = - signx . 
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Resent Definicm obor funkce 

/ (a) = arctg x + arctg — 

je £>(/) = (— 00 ,0) U (0, oo). Na kazdem z techto dvou intervalu plati 


f'M = (arctg, + arctg i) = ^ (j) 

1 1-11 1 
_ 1 + A 2 + 1 + (1)2 ~xf 1 + A 2 _ 1 + A 2 _ ' 


Zadana funkce je tedy na intervalu (0, oo) konstantnl podle Vety [5.2.9| a dosazenim 
bodu a: = 1 dostaneme 

/(l) = arctg 1 + arctg l = 

Funkce / je tedy rovna § na celem intervalu (0, oo). Analogicky dosazenim bodu 
x = —l dostaneme, ze / je rovna — § na intervalu (—oo, 0). * 


5.6.41. Priklad. Necht' funkce / je definovana na R predpisem 


/(•*) = 


I 0 ’ 


A + 0, 

A = 0. 


Dokazte, ze potom pro kazde n e N plati /^(0) = 0. 

Resent Dokazeme, ze pro kazde n e N U {0} existuje polynom P n takovy, ze 

f M (x) _ 1 e~^P n (A) pokud a ^ 0, 

| 0 pokud a = 0 

(zde vyuzivame umluvu = /). Toto tvrzeni zrejme plati pro n = 0. Predpo- 
kladejme nyni, ze plati pro nejake n e N U {0}. Pak pro a / 0 mame 

f in+l \x) = [-^Ki\) + ^ P ni\)) 

Oznacme pro y e R 

P n+i (y) = -y 2 P^y) + 2y 3 P n (y). 

Pak P n +\ je polynom a plati 

f {n+y \x) = P n+ ,C-) e ~*\ a e R \ {0}. 

Pisme nyni polynom P n jako P n (y) = Yfk=o a ky k > kde m e N U {0} a «o> • • •, dm € 
R. 






5. DERIVACE A F.T.EMF.NTARNf FUNKCE 


Pro nenulove realne cislo x mame rovnosti 

/ w W-/ w (0) _ i p - 


= Y a k x- k ~ l e~^. 
xx ^ 

J), Pnk 


Z vet y o aritm etice limit (Veta |4.2.2t ), Prikladu |5.3.4| a vety o limite slozene funkce 
(Veta |4.2.20| (P)) tak dostavame 

/ (n+1) ( 0) = lim 


Tim je overen indukcni krok, a tak i cele tvrzeni. * 

5.6.3. l’Hospitalovo pravidlo. 

5.6.42. Priklad. Spoctete limitu 

j. arctg(l + x) — arctg(l — x) 
x-M) x 

Resent Oznacme 

f(x) = arctg(l + x) - arctg(l - x) a g(x) = x, tel. 

Pak lim x ^ 0 f(x) = lim x _>.o g(x) = 0. Muzem e se tedy pokusit spocitat zada- 
nou limitu pomoci FHospitalova pravidla [5.3.l| . Dokazeme-li totiz existenci limity 
lim x ^ 0 muzeme z vyse uvedeneho FHospitalova pravidla usoudit na existen¬ 
ci limity lim x ^ 0 a navic dostaneme lim x ^ 0 = lim x ^ 0 . Vypoctem 
obdrzime 


lim = lim -! 

g'(x) 


= 5i(tttt 


+ x) 2 1 + (1 - x) 2 ) 


1+1 1+1 


= 1 . 


Zadana limita je tedy rovna 1. 

5.6.43. Priklad. Necht; a, b e (0, oo). Spoctete limity 

Resent Z Prikladu |5.3.4| a Vety |4.2.7| plyne, ze pro kazde a e (0, oo) plati 
lim — = oo. 


Mame tedy 
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Protoze 



pomoci Vety |4.2.24| dostavame 




5.6.44. Priklad. Vysetrete konvergenci rady n a(io gn )g » kde a, e R. 


Resent. Oznacme a n = na(l ^ s . « € N, n > 2. Pokud a < 0, posloupnost {a n } 
podle Prfkladu |5.6.43| a Vety |4.2.16| nekonverguje k 0, a tedy rada a n diverguje. 
Predpokladejme tedy, ze a > 0. 

Polozime-li f(x) = ^ x e (2, oo), dostaneme pro a e (2, oo) 


fix) = 


1 

x 2 “(log.r) 2 ^ 

A 2 “(logA) 2 ^ 


[-ax a ~ l {\ogxf -Px^logxf-'x- 1 ] 
[-a - PQogxy 1 ]. 


Jelikoz 


lim (-a - P(logx) l ) = -a < 0, 


je funkce / najistem okoli oo klesaji ci. Lze tedy k vysetreni konverge 
pouzit kondenzacnf kriterium (Veta |3.2.T7[ ). Mame 


e dane rady 


S 2 " 02 ” S 2 ” „? 2 (2“- 1 )"^(log2)r 

Je-li a > 1, plati 

(2“ -1 )" (log2)^ 

lim --j—j- 

{2«~') n+x {n + \)H\og2)P 

a tedy rada konve rguje. Pokud a = 1, rada J2 konverguje prave 

tehdy, kdyz (} > 1 (viz Vetu fo.2.181 ). 

Z vyse uvedenych uvah tedy vyplyva, ze rada a„ konverguje prave tehdy, 
kdyz a > 1 a /} e 1, nebo kdyz a = 1 aj? > 1. * 


5.6.45. Priklad. Spocitejte limitu funkce 

e x sin* - x{\ + x) 
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Resent. Postupnou aplikacf l’Hospitalova pravidla dostavame 
nx + e x cos(x) - 1 - 2x 
3 ^ 


= lim 


e x sin x + e x cos(x) + e x cos(x) — e x sin x — 2 


6x 


2e x cos(x) — 2e x sin x 


2 _ 1 
' 6 _ 3 ' 


5.6.46. Priklad. Spoctete limitu 

Km (4-4-)- 

^o\x 2 sin 2 x / 

Resent. Zadany vyraz upravimejako 

1 1 _ sin 2 x — x 2 _ sin 2 x — x 2 

x 2 sin 2 x x 2 sin 2 x x 4 

Opakovanou aplikacf l’Hospitalova pravidla obdrzfme 
sin 2 x — x 2 , 


(5.62) 


x cos x - 2x .. 2cos 2 x - 2 sin x - 2 

— * —i- = km -——- 

4x 3 x—*o 12x 2 


Km (4-4-) =~\- 

sin 2 x / 3 


5.6.47. Priklad. Spocftejte limitu funkce 

ito(^ 

Resent. Mame 


/arctgxya = ^ log 






log(^) 


(5.63) 


Ukazme, ze arctgx ^ x pro x e M \ {0}. Oznacfme-li totiz /(x) = x - arctgx 
x e M, pak 


fix) = 1 - 


1 


> 0, x e R \ {0}. 


1 + x 2 1 + x 2 

Funkce / je tedy rostoucf na M, a proto z vlastnosti /(0) = 0 plyne 
/(x) > 0, x e (0, oo), /(x) < 0, x e (-oo,0). 
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Proto f(x) ^ 0 na libovolne m P( 0 , rj), a tedy arc ^ x ^ 1 na libovolnem P( 0, rj). Z 
Vety o limite slozene funkce |4.2.20| a vlastnosti (C|l5[) tedy dostavame 


lim arrf * , = 1. 


Dale mame pomoci l’Hospitalova pravidla 

Z ( |5.63| ) tedy plyne 


^/arxtg xy =e _t' 




5.6.48. Priklad. Spoctete limitu 


lim --. 

x-n log a — x + 1 


Resent Upravime zadany vyraz na 

X x — X e xlogx _ 


logA — X + 1 \ogX—X+l 

= c i ogx e^ lo s x -l ' logx (x - l) 2 

(x - 1) log X x - 1 log X - X + 1 ’ 
Dale plyne z FHospitalova pravidla |5.3.l| 


x-x + l 
Z Vety pl0| a tedy mame 
lim - 


i log x — x + 1 


5.6.49. Priklad. Spoctete limitu 

lim- 1 - -- 1 -. 

\ 0 g( x + Vl + x 2 ) log(l + x) 

Resent Upravme zadany vyraz do tvaru 
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Zrejme platf 
a tedy 

Zjevne lim x ^ 0 5 


X + V A' 2 + 1 - 1 = 0 

r a + V^TT-i 

lim- - 

iog(x + V^TT) 

t = 1. Dale 




0 log(l+x) = 

log(l + A) - log(A + Va 2 + 1) 

V, V - v'v 2 -II) 

= lo g*+Vx 2 +i 1 -Va 2 +1 _ 1 _ 

x+ ^2 +1 - r A + Va^+T ' A (a + VaM 7 !- 1) 

1 


plat! 


= = 1 x = 0, 


x+*/x*+i 

Nakonec dostaneme z l’Hospitalova pravidla [5.3.l| rovnost 


X ( X + Va 2 + 1 - 1) 


Tedy 


Hm l 1 _ 1 \ = _ 1 

\ log (a + Vl + x 2 ) log(l+A )J 2 


5.6.50. Priklad. Spoctete limitu 

ita f ^ + ^ + x + i -^TTTT. ^+^ l 
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Resent. Nejprve upravme zadany vyraz na 

^X 3 +x 2 + x+l- six 1 + x + 1 • l ° S ^ x + 

= (^X 3 +X 2 + X + l- ^ 3 +A 2 + A+l- l0g(e ^ + X) j 

- (^TTTT - fra + ,2 + , +1 ). lQ g(^ + *> 

Prvnf cast dale upravfme 

^y l3 + , 2 + I + 1 _ ^3 + j2 + Jt + i. 

= ^3 + Jc2 + ^ + 1 (,_!^!l±i)) 

= — + ^ + * + 1 (* - lo o f ’' - log(l + xe~ x )) 

?/x 3 + x 2 + x + 1 . . 

= ---(-log(l + xe *)). 

Tedy 

Jim, f \jx 3 + x 2 + x + 1 - Vx 3 + x 2 + x + 1 • x + = 0. 

Dale mame pro a = Vx 2 + a + 1, b = l/x 3 + x 2 + x + 1 rovnost 

(/?7I^_»/,3 + J 3 +J[+1 ).!2i<fl±iO 

_ a 6 -b 6 \og(e x + x) 

a 5 + a 4 b + a 3 b 2 + a 2 b 3 + ab 4 + b 5 x 

_ (x 2 + X + l) 3 - (x 3 + X 2 + X + l) 2 log(e* + x) 
a 5 + a 4 b + a 3 b 2 + a 2 b 3 + ab 4 + b 5 x 

_ _ x + Ya=\ a* 1 _ log(e* + x) 

a 5 + a 4 b + a 3 b 2 + a 2 b 3 + ab 4 + b 5 x 

(zde Ci, i e {1__ 4}, jsou realna cisla). Plat! 

lim log(l, ' +J:) = lim i J&k+M = 1 
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l _ -X + Ya = 1 CjX 1 _ 

<> a 5 + a*b + a 3 b 2 + a 2 b 3 + ab 4 + b 5 

, i + Ef=i c***- 1 

a 5 , a 4 & , a 3 fe 2 *2^3 **4 *5 


Tedy 


lim f ^a 3 + a 2 + a + 1 - >/a 2 + a + 1 • lp g( e + A ) \ _ _I 
*-*-00 y a / 6 


5.6.51. Priklad. Nechtia e E. Spoctete limitu 

Jirn ((a + a) l+ * - a 1+ ^) . 


Resent. Je-li a = 0, zadana limita se zrejme rovna 0. V dalsfm vypoctu tedy predpo- 
kladejme, ze a ^ 0. 

Oznacme pro a e (|a|, oo) funkce 

fix) = log(A + a), g( a) = log*. 

Spocteme nejdnve limitu \\m x ^ 00 (f(x) — g( a)). Mame totiz 

fix ) - g(x) = x(x ] +a) (ix + a)ix + 1) log(A + a) - a (a + a + 1) log a) 

= x(x l +a) (x 2 iiogix + a) - log a) + a (a + l)(log(A + a) - log a) 

+ a log(A + a)) 

= x(x +a) (* 2 log(1 + |) + xia + i) logd + |) + «log(* + a)) 

= dh ^ + 1) ■ + 7^ ^ + + log ^ + *>■ 

Tedy 

i™o /M ~ Six) = 0 . 

Oznacme dale pro a e (|a|, oo) 

h{ a) = a 2 log(l + “ ) + xia + 1) log(l + -) + a log(A + a). 


(OogO+i) , a + (a+1)log(1 + u ) + a logOc + an 


hi a) = A 
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Tedy 


lim h(x) = 


oo, a > 0, 
—oo, a < 0. 


V obou prfpadech tak existuje rj e (|a|, oo) takove, ze h(x) ^ 0 na ( r ), oo). Tedy i 


f(x)-g(x) = 


h(x) 


x(x+a) 

Muzeme tedy psat 

(x + a) 1+ * -x 1+ tt = e a y llo g^ +a )-e 3 w ] 


f 1 0, *€(77,00). 


— g J v-^z _ go V 


(5.64) 


■(fix)-g(x)). 


■ gix) (f(x) - g(x)) = xex+a ———h(x) 
log* h(x) 


= eSS ( , logO+J)^ , + £ 

\x + a | x + a x 

+ -^-^alog(x+a)). 


Tedy 


Z ( |5.64| ) tedy ply ne 


lim e g(x) (f(x ) - g(x)) = a. 


Jim ((* + a) 1+ * - x 1+ sfe) = a 


5.6.4. Aplikace na vysetrovani konvergence ciselnych fad. 

5.6.52. Veta. Nechi {a n }^ =] je posloupnost realnych cisel, ncchi A, B e M* anecht; 
lima„ = A. Necht; / je funkce definovana alespon na nejakem prstencovem okoli 
bodu A splnujici lim y ^,A f(y ) = B. Predpokladejme, ze je splnena alespon jedna 
z nasledujicich dvou podminek: 

(P) existuje «oeN takove, ze pro kazde n e N, n > no, plati a n ^ A, 

(S) A e R a funkce / je v bode A spojita. 

Potom 

lim f(a n ) = B. 
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5.6.53. Priklad. Vysetrete konvergenci ciselne rady 
arccotg(2n) 

h ^+4 • 


Reseni Pro kazde n e N oznacme 


arccotg(2«) 


i/n + 4 

Podle l’Hospitalova pravidla, verze platf 

Jim arCC °y (2j:) = Jim W = Jim - 

Z Heineovy vety (Veta [4. 2.1 6| ) tedy dostavame rovnost 
arccotg(2«) _ 1 


Dale platf 


lim - 


V* 


Odtud a z vety o aritmetice limit (Veta |4.2.2| ) plyne, ze 

arccotg(2n) 

lim 

2 

Zadana rada ma zrej me vse chny cleny kladne a plati \ e (0, oo). Z limitniho srovna- 
vaciho kriteria (Veta |3.2.5[ ) tedy vyplyva, ze zadana rada konverguje prave tehdy, 
kdyz konverguje rada 

£ -i 

Tato rada ale konverguje podle Vety |3.2.18| , nebot; | > 1. Tedy zadana rada take 
konverguje. * 

5.6.54. Priklad. Vysetrete konvergenci ciselne rady 

Reseni Pro kazde jtel,r>2, platf 

.o g (^)=.o g (i^±^)=.o g (, + A±i). 
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Podle Pfafldadup^l 


lim lo « (1 + y) = 1, 


a pro kazde x e P(o o, 2) platf 




Tudfz podle vety o limite slozene funkce (Veta |4.2.20[ ) mame 

log(l + ^) 
lim - V x+4 -- = 1. 

Podle Heineovy vety (Veta [4.2.1 6| ) tedy platf 

, 1 °g( 1 + ^) 

Jhm — m ±±—~ = l - 

Navfc zrejme pro kazde ,t e I, i > 4, platf 

log ( 1 + Jrr|) >0 ’ 

takze pro kazde n e N , n > 5, platf a n > 0. Muzeme tedy pouzft limitnf srovnavacf 
kriterium (Veta |3.2.5| ). Podle tohoto kriteria, varianty (a), konverguje rada 

prave tehdy, kdyz konverguje rada 

y w + 4 


a rada l diverguje podle Prfkladu |3.1.11| , diverguje podle limitnfho srovna- 
vacfho kriteria take zadana rada. * 

5.6.55. Prfklad. Vysetrete konvergenci cfselne rady 

y cos(jrn) arccos(log(e-)). 
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Resent Pro kazde n e N platf cos(jrn) = (—1)" +1 . Zadanou fadu tedy muzeme 
pfepsat ve tvaru 

J](-l) n+1 arccos(log(e - ^)). 


Platf 


lim (e -) = e 


pficemz pro kazde tel platf e—^^e.Z vety o limite slozene funkce (Veta |4.2.20j 
varianta (P)) tedy dostavame, ze 


lim log(e-) = 1. 

Podle (C@) a (C^[) platf lim^-n- arccos(y) = 0 a navfc pro kazde n e N platf 
log(e — k) 7^ 1. Z Vety |5. 6. 52) tedy vyplyva, ze 

lim arccos(log(e-)) = 0. 

Posloupnost {e — je zrejme rostoucf. Funkce log je na (0, oo) rostoucf podle 
(L||) a funkce arccos je na [-1,1] klesajfcf podle (Cg). Posloupnost {arccos(log(e - 
n)) l^ =i i c t udfz klesajfcf. Zadana fada tedy konverguje podle Leibnizova kriteria 
(VetapH). * 


5.6.56. Prfklad. Vysetfete konvergenci cfselne fady 
^arccotg(«)(-l - 

Resent Pfepfseme zadanou radu ve tvaru 

^(-1)" arccotg(«)(l + i)". 


Vfme, ze posloupnost {arccotg(«)}£Lj je klesajfcf a ze platf lim,,-^ ar ccotg (w) = 
0. Z Leibnizova kriteria konvergence konvergence cfselnych fad (Veta |3.3.l[ ) tedy 
plyne, ze rada 


^(-1)" arccotg(n) 


konverguje. Z Pffkladu |2.4.5| vfme, ze posloupnost {(1 + £ )” je omezena a 
rostoucf. Z Abelova kriteria konvergence cfselnych fad (Veta |3.3.5| (A)) plyne, ze i 
zadana fada konverguje. * 

5.6.57. Prfklad. Vysetfete konvergenci cfselne fady 

V fr tg(V«+2- V«) 

2 _. n co < 5n ) --■ 
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Resent Jak vfme z Prfkladu ??(b), fada X!n^=i cos(5«) ma omezene castecne soucty. 
Pro n e N polozme 


s/n + 2- Jh, b n = t g(a n ) a c„ = - 


Potom pro kazde n e N platf 


'Jn + 2 + -Jn 


Odtud plyne, ze {a n \^L A je klesajfcf posloupnost kladnych realnych cfsel splnujfcf 
lim a„ = 0. Dale pro kazde n e N platf 


takze pro kazde n e N mame a„ e (0, ?). Protoze funkce tangens je rostoucf na 
intervalu (0, f) (viz (Gp~8[)), je posloupnost {b n }%L 1 klesajfcf. Podle (G^) je funkce 
tangens spojita v b ode 0, tedy lim*-^ tg(x) = 0. Navfc pro kazde n e N mame 
a n ^ 0. Podle Vety |5.6.52| , varianta (P) tudfz platf 

\va\b n = limtg(a„) = 0. 

Die Dirichletova kriteria konvergence cfselnych fad (Veta |3.3.5| , varianta (D)) je 
tedy rada 


Xj cos ( 5 «) tg(V n + 2 - yfn) 
konvergentnf. Pro kazde n e N platf 


- n - n + 3 ~ 3 _ i _ 3 

~ n + 3 ~ n + 3 ~~ n + 3 ’ 


a tedyje posloupnost {c n }^ =l rostoucf. Navfc je omezena, nebof zfejme pro kazde 
n e N platf 


Podle Abelova kriteria konvergence cfselnych fad (Veta |3.3.5| , varianta (A)) je tedy 
zadana fada konvergentni. * 

5.6.58. Prfklad. Vysetfete konvergenci fady (—l)”a„, kde 

^TTlo g (ioo«) 

n — -—- n a M 


Resent Polozme 


/« = 


l/x 2 + llog(lOOjc) 
tyx 2 + x + </x 


x e (0, oo). 
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Pak pro x e (0, oo) plat! 

fix) = 


((x 3 + j)Hxj ) 2 

[G +( 2 * + ^ iog ^ 100 ^ ++ ((^ 3 +x)*+x 2 ) 

- ((x 2 + 1)3 log(100x) Q(x 3 +x)~h3x 2 + 1) + ~x~z))] 
xnlog(lOOx) 

((x 3 +xY +x 2 ) 


■[O' 


- 2 )“ 3 2(l+x- 1 ) + 


( 1 +^ 2 ) 


3 -xi- 1 + 1 -3\ / 
log(100x) 1 V 


(l+X~ 2 ) 4 +X2- 


- (1 + (i (1 + x ~r i 3 (1 + (3*)- 1 ) + • 


g(x) = 


:o 


< i+ *-y 


( 1 +* T , 2 (l+* _1 )+ log(100l) 

-0 + V- J ) ! (jd + AT 2 )"* 3(1 + (3x)-‘) + i.-'--3 +2 )j 


r+^~ 


Existuje tedy y e ( 0 , 00) takove, ze pro x e (y, 00) je /'(x) < 0 , a tedy / je klesajfri 
na intervalu (y, 00). Dale mame 

(l + x -2 ) 3 log(1 ° to) 

lim /(x) = lim - ; -* 1 2 = 0 , 

*^°° ( 1 + x- 2 )» +X 2 -? 

(pouzilijsme Pnklad |5.3.4| ). 

Na zaklade techto vypoctu tedy vidi'me, ze posloup nost { a n } od indexu n 0 
splnujlci'ho no > y konverguje monotonne k 0. Die Vety |3.3.1| tedy zadana rada 
konverguje. 

Rada J2 I (—1)”«« I = Y. a n vsak nekonverguje, coz snadno ovenme srovnamm 
z radou J2 (tj. pouzijeme Vetu |3.2.5| a Pnklad |5.6.44| ). * 

5.6.59. Priklad. Vysetrete konvergenci rady a «> kde 

( mt nn \ 

cotg 4^2" sm STT)’ ” €N ' 
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Resent Polozme 


f(x) = cotg - 


re (-1,1). 


& 4 - 2x 2 + x ’ 

Jelikoz 0 < 4 f 2x <7ra2 + A^0 pro x e (—1,1), je / dobre definovana. Pocftejme 
—Jt 2 7t —71 

f ix) = - 72-Ta—~ cos TT-—v 2 ’ x e ( _1, !)• 

( sin 4—2x) ( 4 ~ 2X ) 2 + X ( 2 + X ) 

Pak lim^o f ix) = = f- 

Die Vety |5 3. l| proto platf 


lta lim = 

x-*-o+ x 1 4 


(5.65) 


Existuje tedy okoli P+ (0, 8) takove, ze fix) < 0. 

Z Heineovy vety |4.2.17| plyne, ze pro n > (5) -1 jsou cisla —a„ kladna a platf 


Srovnanfm s radou J2 h ( v ' z Veta |3.2.5[ ) odvodfme pomocf Vety |3.2.18| diverger 
rady ffi—a n )- Zadana rada tedy diverguje. 


5.6.5. Prubeh funkce. Vysetrenfm prubehu zadane funkce rozumfme postup- 
ne zjistenf vsech dulezitych informacf o dane funkci, dfky nimz bychom na konci 
meli byt schopni nacrtnout graf funkce. Pri vysetrovanf prubehu funkce zjisfujemc 
zejmena nasledujfcf jejf vlastnosti (uvedene poradf je pouze orientacnf): 

• definicnf obor, 

• symetrie (zjistfme, zda je funkce suda, licha nebo periodicka), 

• spojitost (prfpadne jednostranna) ve vsech bodech definicnfm oboru, 

• prusecfky s obema souradnymi osami, 

• jednostranne limity v v krajnfch bodech definicnfho oboru (coz mohou 
byt i ±oo) a ve vsech bodech nespojitosti, 

• hodnota prvnf derivace, prfpadne jednostranne prvnf derivace ve vsech 
bodech definicnfho oboru, v nichz existuje, 

• intervaly monotonie, 

• lokalnf a globalnf extremy, 

• oborhodnot, 

• hodnota druhe derivace, prfpadne jednostranne druhe derivace ve vsech 
bodech definicnfho oboru, v nichz existuje, 

• intervaly konvexity a konkavity, 

• inflexnf body, 

• asymptoty, 

• nacrt grafu. 

5.6.60. Prfklad. Vysetrete prubeh funkce 

/ W =arccos(j^L) 
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Resent. Definicmm oborem funkce arccos je interval [—1,1]. Definicmm oborem 
funkce / je tedy mnozina 


Plati tedy a e <SD (/) prave tehdy, kdyz plati nasledujici dve nerovnosti: 


~ A + x 

Prvni z nerovnosti plati prave tehdy, kdyz 


x 2 + \Ax\ + 4 > 0 

a podobne druha nerovnost plati prave tehdy, kdyz 


x 2 — \Ax\ + 4 > 0. 

Vzhledem k tomu, ze pro kazde tel plati 

x 2 ± \Ax\ + A = (|a| ± 2 ) 2 > 0, 


dostavame <£)(/) = E. 

Funkce je spojita na E a funkce arccos je spojita na intervalu [—1,1]. Od- 
tud a z vety o spojitosti slozene funkce plyne, ze / je spojita na E. 

Spocitame limity funkce / v krajnich bodech jejiho definicmho oboru, tedy v 
bodech ±oo. Jest 


|4a| 


^=°’ 


funkce arccos je spojita v bode 0 a plati arccos(O) = Die vety o limite slozene 
funkce, varianta (S), tedy plati 


Jm o /(x) = |. 

Protoze /(0) = §, je prusecikem grafu funkce s osou y bod [0, §]. Pro urceni 
pruseciku grafu funkce s osou a musime vyresit rovnici /(a) = 0, tedy nalezt ko- 
reny funkce /. Protoze jedinym korenem funkce arccos je bod 1, plati /(a) = 0 
prave tehdy, kdyz = 1- To nastane prave tehdy, kdyz (|a| — 2) 2 = 0, tedy 

a = ±2. Funkce / ma tedy prave dva pruseciky s osou a, a to v bodech [—2,0] a 

l 2 -°|. 

Funkce / je zrejme suda. Neni licha, nebot' napriklad neni splnena podminka 
/(0) = 0. Neni ani periodicka, nebot' napriklad /(—2) = /(2) = 0, ale zadne dalsi 
koreny funkce nema. 
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Vypocitame prvni derivaci funkce /. Pro a e (0,2) U (2, oo) jest 
4(4 + x 2 ) - 2x ■ 4x 


/'to = 




V(x 2 - 4) 2 4 + x 2 

P°kud x e (0,2) 

( 4 +. v 2 - pokud x e (2, oo). 

Uvedeny vypocet neni mozne pouzit pro x = 2. V tomto bode musime spocitat 
jednostranne derivace. Jak uz vime, funkce / je v bode 2 spojita, a tedy podle vety 
o limite derivaci plati 

/-< 2 > = 4^2 = 


= = r 

Protoze f!_ (2) ^ f (2), funkce / nema v bode 2 derivaci. 

Pro x £ (—oo,0) spocitame /'(x) podobne jako vyse, anebo pouzijme Pfi- 
klad |5.5.3| . Obdrzime tak 

f(x) = j-4+V P okud * e (- 00 ’ ~ 2 ) 

pokud a € (-2 ,0). 


/-(—2)=— 2 > /;(-2) = -. 

Funkce / nema tedy v bode —2 derivaci. 

Poslednim bodem, v nemz jsme dosud nevysetrili hodnoty derivace (ci jedno- 
strannych derivaci) funkce /, je bod 0. Funkce / je v bode 0 spojita, a tedy podle 
vety o limite derivaci plati 

A 






Protoze fl(0) ^ //(Q), funkce / nema v bode 0 derivaci. 

Definicnim oborem funkce /' je tedy mnozina M \ {—2,0, 2}. 

Vysetfime intervaly monotonie funkce /. Z vyse uvedeneho vypoctu plyn< 
Vx e (-oo,-2): /'(x) < 0, 

Vx 6 (-2,0): /'(x) > 0, 


Vx e (0,2): f(x) < 0, 
Vx e (2, oo): /'(x) > 0. 
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Podle vety o vztahu derivace a monotonie je tedy funkce / 

• klesajfcf na (— 00 ,— 2 ], 

• rostoucf na [— 2 , 0 ), 

• klesajfcf na [ 0 , 2 ], 

• rostoucf na [ 2 , oo). 

Vysetrfme lokalnf a globalnf extremy funkce /. Z vyse uvedenych intervals 
monotonie vyplyva, ze funkce / ma lokalnf maximum v bode 0 , pricemz hodno- 
ta tohoto maxima je rovna §, a lokalnf minima v bodech ± 2 , pricemz hodnota 
obou techto minim je rovna 0. Pro kazde x e R \ {— 2 ,0, 2 } existuje /'(x) a plati 
/'(x) ^ 0. Odtud vyplyva, ze v techto bodech neni splnena nutna podminka exis¬ 
tence extremu, a tedy funkce / nema zadne jine extremy nez vyse uvedene body 
—2,0,2. Z tohoto pozorovani a z intervals monotonie dale plyne, ze vsechny tri 
uvedene lokalni extremy jsou ve skutecnosti globalni. 

Nyni urcime obor hodnot funkce /. Z globality extremu [0, f\ a [±2,0] vyply¬ 
va, ze M{f) C [0, §]. Protoze / je spojita na [0,2], /(0) = | a /(2) = 0, plyne z 
Bolzanovyvetyonabyvanimezihodnot, ze [0, f] C M (/). Kombinaci obou inklu- 
zi dostavame, ze = [ 0 , §]. 

Vypocitame nyni druhou derivaci funkce /. Protoze £>(/') = M \ {— 2 , 0 , 2 }, 
vime, ze f" neexistuje (ani jednostranna) v bodech 2 , 0 , 2 . Necht; iel\{— 2 ,0, 2 }. 
Potom plati 

„ _ ( ( 4 + 8 ^ 2)2 pokud x e (-oo, -2) U (0,2), 

{ ( 4 + 8 2)2 pokud x e (— 2 , 0 ) U ( 2 , oo). 

Tedy jest 

Vx e (-oo,-2): /"(x) <0, 

Vx e (- 2 , 0 ): /"(x)> 0 , 

Vx e ( 0 , 2 ): /"(x) > 0 , 

Vx e (2, oo): /"(x) < 0. 

Podle vety o vztahu druhe derivace a konvexity je tedy funkce / 

• ryze konkavni na (—oo, — 2 ], 

• ryze konvexni na [— 2 , 0 ), 

• ryze konvexni na [ 0 , 2 ], 

• ryze konkavni na [ 2 , oo). 

Z techto vysledku ovsem nevyplyva, zda je nebo neni funkce / konvexni na celem 
intervalu [— 2 , 2 ]. Tuto otazku musime vysetrit. Povsimneme si, ze plati /(— 2 ) = 
/( 2 ) = 0 a za roven /(0) > 0. Dosadime-li Xi = — 2 , X 2 = 0 a X 3 = 2 do podminky 
(ii) Lemmatu |5.4.9| , zjistime, ze tato podminka neni splnena, nebot: by muselo platit 
/(0) ~ /(—2) ^ /(2) — /(0) 

2 “ 2 

a tedy f < — f • Tato podminka je ale podle lemmatu ekvivalentni konvexite funkce 
/ na intervalu [— 2 , 2 ], takze jsme dokazali, ze / na tomto intervalu neni konvexni. 





5.6. POCETNf PRI'KLADY K DERIVACI FUNKCE 


337 


(Priklad |5.5.8| nabizi alternativm postup ukazujici, ze / neni konvexni na intervalu 

[- 2 , 2 ].) 

Z vypoctu druhe derivace funkce / vyplyva, ze pro kazde x e R bud f"(x) 
neexistuje nebo existuje a fix) ^ 0. V zadnem bode x e R tedy nenf splnena 
nutna podmfnka existence inflexnfho bodu. To znamena, ze funkce / nema zadne 
inflexni body. 

Zbyva vysetrit asymptoty funkce /. Jest 

. m.o 

x->±oo X 

a 

lim (f{x)~ 0-x)=^. 
jc->-±oo 2 

Funkce / ma tedy v —oo i v oo asymptotu ^ (konstantni funkci). * 


5.6.61. Priklad. Vysetrete prubeh funkce 

fix) = W + arctgdx - V3|). 


Resent Definicmm oborem funkce arctg je mnozina R, takze <£)(/) = R. 

Funkce arctg i funkce | • ] (absolutnf hodnota) jsou spojite na R. Odtud, z vety 
o aritmetice spojitosti a z vety o spojitosti slozene funkce vyplyva, ze funkce / je 
spojita na R. 

Funkce / neni licha napriklad proto, ze /(0) = arctg(\/3) = | ^ 0. Funkce 
/ nenf ani suda, nebot' napriklad f(-V 3) = V3 + arctg(2\/3), ale /(V3) = >/3, a 
tedy /(—V3) 7 ^ —/(V3). Periodicitu funkce / vysetrime pozdeji. 

Protoze /(0) = arctg(v^) = f ,jeprusecikemgrafu funkce sosou y bod [0, f]. 
Necht' tel. Potom bud'plati x = 0 a /(0) = § > 0 nebo x 7 ^ 0 a /(*) > |.x| > 0. 
Plati tedy f(x) > 0 pro kazde tel, takze graf funkce / nema zadne pruseciky s 
osou x. 

Zrejme plati 

lim f(x) = 00 , lim f(x) = 00 . 

Vypocitame prvni derivaci funkce / v bodech, ve kterych existuje. Necht; nej- 
prve x e (— 00 ,0). Potom f(x) = — x — arctgfyc — \/3), a tedy 


/'(*) = -1- 


1 + (x - f>) 2 


-2-(x- V3) 2 
l + (x- V3) 2 ' 


Nyni necht; a e (0, V3). Potom f(x) = x - arctg(x - f), a tedy 


f'(x) = 1 - 


1 

1 + (X - V3) 2 


(x - V3) 2 
1 + (x - V3) 2 ' 


Konecne necht; a e (>/3, 00 ). Potom f(x) = x + arctgfr — \/3), a tedy 


f(x) = 1 + 


1 + (x - V3) 2 


2+jx- V3) 2 
l + (x-V3) 2 
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Nyni vysetrime existenci derivace v bodech 0 a \/3, pro ktere jsme nemohli pouzit 
primy vypocet. Spocteme jednostranne derivace v techto bodech. Funkce / je v 
obou techto bodech spojita, a tedy podle vety o limite derivaci plati 


/ 1 ( 0 ) = lim /'(x) = lim 


-2 - (x - V3) 2 _ 


' 1 + (x — \/3) 2 4’ 

/+(0) = lim f'{x) = lim ——— 

+ y , 1 + (x - v/3) 2 4’ 

//(a/ 3) = lim /'(x) = lim ———= 0, 

x^V3_ 1 + (x - a/3) 2 

/f (\/3) = lim /'(x) = lim - + = 2. 

^ + V x^V3+ x^V3+ 1 + (X - V3) 2 


Z uvedenych vysledku vyplyva, ze funkce / nema prvni derivaci v bodech 0 a a/3. 
Definicnim oborem funkce /' je tedy mnozina R \ {0, a/3}. 

Vysetrime intervaly monotonie funkce /. Z vyse uvedeneho vypoctu plyne, ze 

Vx € (-oo,0): /'(x) < 0, 

Vx € (0 ,a/3): /'(x) > 0, 

Vx e (a/3, oo) : /'(x) > 0. 


Podle vety o vztahu derivace a monotonie je tedy funkce / 

• klesajici na (—oo, 0 ], 

• rostouci na [0, a/3], 

• rostouci na [a/3, oo). 

Vysetrime lokalni a globalni extremy funkce /. Z vyse uvedenych intervals 
monotonie vyplyva, ze funkce / ma globalni minimum v bode 0 , pficemz hod- 
nota tohoto minima je rovna f. Pro kazde x e M \ { 0 . a/ 3} existuje f'(x) a plati 
/'(x) ^ 0 . Odtud vyplyva, ze v techto bodech neni splnena nutna podminka exis¬ 
tence extremu. Zbyva vysetrit bod x = a/3. V tomto bode ale funkce / nema 
lokalni extrem, protoze / je rostouci na pravem okoli tohoto bodu a klesajici na le- 
vem okoli tohoto bodu. Tudiz funkce / nema zadne jine extremy nez vyse uvedeny 
bod V3. 

Vzhledem k tomu, ze funkce / ma jen jedno globalni minimum, nemuze byt 
periodicka. 

Nyni urcime obor hodnot funkce /. Z globality minima [0, |j vyplyva, ze 
M(f) C [f, oo). Protoze / je spojita na [0, oo], /(0) = | a lim^oo /(x) = oo, 
plyne z Bolzanovy vety o nabyvani mezihodnot, ze [f ,oo) C M(f ). Kombinaci 
obou inkluzi dostavame, ze = [f, oo). 

Vypocitame nyni druhou derivaci funkce /. Protoze £>(/') = R \ {0, \/3}, 
vime, ze f" neexistuje (ani jednostranna) v bodech 0, V3. Necht: x e R \ {0, V3J. 
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Potom platf 

„ = j n+cWW P° kud * e ( -°°’ 0) u (0 ’ 

j (i ;gr ^)2 pokud a e (\/3, oo). 

Tedy jest 

Vx e (—oo,0): f"(x ) < 0, 

Vx e (0,V3): f"(x)< 0, 

Vx e (V3,oo): f"{x) < 0 . 

Podle vety o vztahu druhe derivace a konvexity je tedy funkce / 

• ryze konkavnf na (—oo, 0 ], 

• ryze konkavnf na [0, \/3] 

• ryze konkavnf na [\/3, oo). 

Overme, ze funkce / nenf konkavnf na intervalu [ 0 , oo). Byla-li by totiz /konkavnf 
na tomto intervalu, platila by podle Prfkladu |5.5.8| nerovnost fl(V3) > //(V3). 
Tak vsak die predchozfch vypoctu neplatf. 

Z vypoctu druhe derivace funkce / vyplyva, ze pro kazde x e R, x e £>(f) 
bud f"(x ) neexistuje nebo existuje a f"(x) ^ 0. V zadnem bode x e ffi tedy 
nenf splnena nutna podmfnka existence inflexnfho bodu. To znamena, ze funkce 
/ nema zadne inflexnf body. 

Zbyva vysetrit asymptoty funkce /. Jest 

jta, ^ = 

a 

lim (/ {x) - (-1) • x) = lim (-x - arctg(x - V3) + x) 

= JmJ- arctg (x - V3)) = 

Funkce / ma tedy v —oo asymptotu — x + f-. Podobne platf 
lim ^ = lim " + ^tg( J -V3) = , 

*-^oo X x->oo X 

a 

\\m(f{x) - 1 • x) = Jim^x + arctg(x - V3) - x) 

= Km(arctg(x ~ = 2 ' 

Funkce / ma tedy v oo asymptotu x + §. * 

5.6.62. Prfklad. Vysetrete prubeh funkce 

2 

f{x) = log(4 + x 2 ) + 3 arccotg(-). 
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Resent. Definicnfm oborem funkce logje interval (0, oo) a pro kazde r e R platf 
4+x 2 e (0, oo). Definicnfm oborem funkce arccotgje R. Definicmm oborem funkce 
x § je mnozina R \ {0}. Tedy celkem platf £>(/) = R \ {0}. 

Podle vety o spojitosti slozene funkce je funkce / spojita na svem definicnfm 
oboru, tedy na mnozine R \ {0}. 

Spocftame limity funkce / v krajnfch bodech jejfho definicnfho oboru. Jest 
lim /(x) = oo, lim /(x) = log(4) + 3ji, 
lim /(x) = log(4), lim f(x) = oo. 

*-* 0 + X-H30 

Z vyse uvedenych limit funkce / v bodech ±oo vyplyva, ze funkce nenf periodicka 
ani licha. Z jednostrannych limit v bode 0 dale vyplyva, ze funkce / nenf ani suda. 

Vzhledem k tomu, ze 0 ^ funkce / nema prusecfk s osou y. Pro kazde 

x e R platf 4 + x 2 > 1. Protoze je funkce logje na intervalu (0, oo) rostoucf, platf 
pro kazde x e R take log(4 + x 2 ) > log(l) = 0. Dale vfme, ze (arccotg) = (0, n). 
Celkem tedy pro kazde x e <£)(/) dostavame 

f(x) > log(4 + x 2 ) > 0. 

Odtud vyplyva, ze funkce / nema zadny prusecfk s osou x. 

Vypocftame prvnf derivaci funkce /. Jest 

fix) = 2X H- \ - \ = 1X + 6 pro kazde x e R \ {0}. 

4 + x 2 1 + A x 2 x 2 + 4 F 

Vysetrfme intervaly monotonie funkce /. Z vyse uvedeneho vypoctu plyne, ze 
Vx e (-oo,-3): /'(x) < 0, 

Vx e (-3,0): /'(x) > 0, 

Vx e (0,oo): /'(x) > 0. 

Podle vety o vztahu derivace a monotonie je tedy funkce / 

• klesajfcf na (-oo, -3], 

• rostoucf na [—3,0), 

• rostoucf na (0, oo). 

Vysetrfme lokalnf a globalnf extremy funkce /. Z vyse uvedenych intervalu 
monotonie vyplyva, ze funkce / ma lokalnf minimum v bode x = —3, pricemz 
hodnota tohoto minima je rovna log(13) + 3 arccotg(=^). Toto minimum nenf glo¬ 
balnf, protoze lim x _* 0 + /(x) < /(-3), a tedy na pravem prstencovem okolf bodu 
0 existuje bod y takovy, ze f(y) < /(—3). Pro kazde x e R \ {0, —3} existuje /'(x) 
a platf f'{x) ^ 0. Odtud vyplyva, ze v techto bodech nenf splnena nutna podmfn- 
ka existence extremu. Tudfz funkce / nema zadne jine lokalnf extremy nez vyse 
uvedeny bod —3. Globalnf extremy tedy tato funkce nema vubec. 

Nynf urcfme obor hodnot funkce /. Z vyse uvedenych intervalu monotonie 
vyplyva, ze 


fix) e (/(-3), oo) pro x e (—oo,0) 
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fix) e (log(4), oo) pro x e (0, oo). 

Protoze /(—3) > log(4), vyplyva odtud, ze <K(f) C (log(4),oo). Protoze / je 
spojita na (0, oo), lim ;c _ > o + fix) = log(4) a lim*-^ /(x) = oo, plyne z Bolzanovy 
vety o nabyvanf mezihodnot, ze (log(4),oo) C Xif). Kombinaci obou inkluzi 
dostavame, ze X(f) = (log(4),oo). 

Vypocitame nyni druhou derivaci funkce /.Jest 

x 2 4- 6x — 4 

f'\x) = -2 • + 4)2 pro kazde x eR\ { 0 }. 

Bude uzitecne si uvedomit, ze 

x 2 + 6x - 4 = (x - x\)(x - x 2 ), kde xi = -3 - \/T3, x 2 = -3 + \/T3, 


a ze 

Tedy jest 


x\ < — 3 < 0 < x 2 . 

Vx e (-oo, %i): f'(x) < 0, 
Vx 6(^,0): f"(x)> 0, 

Vx e (0,x 2 ): /"(x) > 0, 

Vx e (x 2 , oo): f"(x) < 0. 


(5.66) 


Podle vety o vztahu druhe derivace a konvexity je tedy funkce / 

• ryze konkavni na (—oo, Xi], 

• ryze konvexni na [xi, 0 ), 

• ryze konvexni na ( 0 , x 2 ], 

• ryze konkavni na [x 2 , oo). 

Z vypoctu druhe derivace funkce / vyplyva, ze pro kazde x e M \ {x\ , 0, x 2 ) 
plati f"{x) ^ 0. V zadnem bode xel \ {xi, 0, x 2 } tedy neni splnena nutna pod- 
minka existence inflexniho bodu. Zbyva vysetrit body x\ a x 2 . Vime, ze e xistui i 
vlastni derivace f{x i) a /'(x 2 ) a /' je zj evne sp ojita na M \ {0}. Z nerovnosti ( |5.66[ ) 
vidime, ze jsou splneny podminky Vety |5.4.19| (postacujici podminky pro inflexi). 
Oba body X\ a x 2 jsou tudiz inflexnimi body funkce /. Z vyse uvedene analyzy 
vyplyva, ze jine inflexni body funkce / nema. 

Zbyva vysetrit asymptoty funkce /. Jest 


a 

lim (/(x) - 0 • x) = oo. 
Funkce / tedy nema asymptotu v —oo ani v oo. 
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Zaverem jeste urcfme jednostranne limity funkce /' v bode 0. Tato informace 
se bude pri nacrtu grafu funkce / hodit. Jest 

/'(*) = ^ a ^lim fix) = 


5.6.63. Priklad. Vysetrete prubeh funkce 

f(x ) = (x 2 -x + 2)e lx+3l ~ 3 . 

Resent. Zrejme plati <£)(/) = M. 

Z vety o aritmetice spojitostf a z vety o spojitosti slozene funkce vyplyva, ze 
funkce / je spojita na E. 

Protoze /(0) = 2, je prusecfkem grafu funkce s osou y bod [0,2], Rovnice 
x 2 - x + 2 = 0 nema zadne realne resenf a navfc pro kazde tel platf e^ x+3 ^~ 3 > 0, 
takze graf funkce / nema zadne prusecfky s osou x. 

Zrejme platf 

lim f(x) = oo, lim f(x) = oo. 

Z toho vyplyva, ze / nenf ani periodicka, ani licha. Nenf ani suda, nebot' naprfklad 
/(—3) = 14e~ 3 , ale /(3) = 8e 3 , a tedy /(— 1) ^ —f( 1). 

Vypocftame prvnf derivaci funkce / v bodech, ve kterych existuje. Nechf nej- 
prve x e (—oo, —3). Potom f(x) = (x 2 — x + 2)e~ x ~ 6 , a tedy 
fix) = (-x 2 + 3x- 3)e~ x ~ 6 . 

Nynf necht' a e (—3, oo). Potom f(x) = (a 2 — a + 2)e x , a tedy 
f(x) = (x 2 + x+l)e x . 

Zbyva vysetrit existenci derivace v bode a = —3, pro ktery jsme nemohli pouzft 
prfmy vypocet. Spocteme jednostranne derivace v tomto bode. Funkce / je v bode 
a = —3 spojita, a tedy podle vety o limite derivaci platf 

f!_(- 3) = lim f'{x) = lim (a 2 - a + 2)e _x_6 =-21e -3 , 

f+(— 3) = lim f(x) = lim (a 2 — a + 2)e x = le~ 3 . 

*-*— 3 -i X-+-3+ 

Protoze /I(—3) ^ /_[_(—3), funkce / nema prvni derivaci v bode —3. Definicmm 
oborem funkce f je tedy mnozina R \ {—3}. 

Vysetrime intervaly monotonie funkce /. Protoze ani jeden z mnohoclenu 
(—a 2 + 3a — 3) a (a 2 + a + 1) nema zadny realny koren, plyne z vyse uvedene- 
ho vypoctu, ze 

Va e (-oo,-3): fix) < 0, 

Va e (-3,oo): /'(a) > 0. 

Podle vety o vztahu derivace a monotonie je tedy funkce / 

• klesajfcf na (-oo, -3], 
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• rostouci na [—3, oo). 

Vysetrime lokalni a globalnf extremy funkce /. Z vyse uvedenych intervals 
monotonie vyplyva, ze funkce / ma globalnf minimum v bode —3, pricemz hod- 
nota tohoto minima je rovna 14e -3 . Z techto intervalu monotonie tez plyne, ze / 
nema jine globalnf a ani lokalnf extremy. 

Vzhledem k tomu, ze funkce / ma jen jedno globalnf minimum, nemuze byt 
periodicka. 

Nyni urcime obor hodnot funkce /. Z globality minima [—3,14e -3 ] vyply¬ 
va, ze M(f) C [14e _3 ,oo). Protoze / je spojita na (—oo,—3], /(—3) = 14e -3 a 
lim x _ i ._ 00 /(x) = oo, plyne z Bolzanovy vetyo nabyvanimezihodnot, ze [14e -3 , oo) C 
M(f). Kombinaci obou inkluzi dostavame, ze M(f) = [14e -3 , oo). 

Vypocitame nyni druhou derivaci funkce /. Protoze D(/') = M \ {—3}, vime, 
ze f" neexistuje (ani jednostranna) v bode —3. Nechf x e 1 \ {—3}. Potom plati 

„ _ ( e~ x ~ 6 (—2x + 3) pokud x e (-oo, -3), 

| e x (x + 2)(x + 1) pokud x e (—3, oo). 


Tedy jest 

Vx e (—oo,—3): f"(x) > 0, 
Vx e (-3,-2): /"(x) > 0, 
Vx e (-2, -1): f"{x) < 0, 
Vx e (-l,oo): f"{x)> 0. 


(5.67) 


Podle vety o vztahu druhe derivace a konvexity je tedy funkce / 

• ryze konvexni na (—oo, —3], 

• ryze konvexni na [—3, —2], 

• ryze konkavni na [—2, —1], 

• ryze konvexni na [—1, oo). 

Protoze f!_ (—3) < /_((—3), je / die Prikladu |5.5.8| ryze konvexni na intervalu 
(-oo, -2], 

Necht: x e ffi \ {-2,-1}. Potom bud x = —3 a neexistuje /'(—3) nebo x ^ —3 
a plati /"(x) ^ 0. V zadnem bode xel \ {—2, -1} tedy neni splnena nutna pod- 
minka existence inflexnfho bodu. Zbyva vyse trit body x\ = — 2 a X2 = —1. Vime, 
ze /' existuje a spojitanaK\{—3}. Diky ( |5.67| ) jsou splneny podminky Vety |5.4.l9| 
(postacujici podminky pro inflexni). Oba body x\ a X2 jsou tudiz inflexnimi body 
funkce / a z vyse uvedene analyzy vyplyva, ze jine inflexni body funkce / nema. 

Zbyva vysetrit asymptoty funkce /. Vzhledem k tomu, ze 


funkce / nema v oo ani v —oo asymptotu. 
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5.6.64. Priklad. Vystrete prubeh funkce 


/(*} = 


* • V* 

V3%/x — 3 


R esent Zadana funkce je zrejme dobre definovana naM\{27}. Dale je diky Vetam |4.2.5| 
a m na svem definicnfm oboru spojita. Pri vypoctu limit v krajnich bodech de- 
finicniho oboru dostavame 


(5.68) 



lim f(x ) = oo, 


V* 

lim /(x) = —oo. 


Vzhledem k tomu, ze <£)(/) neni symetricky a ani periodicky, funkce neni ani suda, 
ani licha, ci periodicka. 

Pri vy poctu prvni derivace funkce / muzeme v bodech <£)(/) \ {0} pouzit Ve- 
tu |5.1.17| a obdrzime 


/'(*) = 


(A3-3)t 

=-^- lo) , xel\{0,27}. 

3tr3 - Tl3 V ' 


V bode 0 dostaneme 


Tedy jest 


Vx e (—oo,0): f'(x) > 0, 
Vx e (0,27): /'(x) < 0, 


Podle vety o vztahu derivace a monotonie je tedy funkce / 
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• rostouci na (—oo,0], 

• klesajici na [0,27), 

• klesajicf na (27, 

• rostoucf na oo). 

Vysetffme lokalnf a globalnf extremy funkce /. Vzhledem k ( ]5.68[ ) nema / 
globalnf extremy. Z vyse uvedenych intervalu monotonie vyplyva, ze funkce / ma 
lokalnf maximum v bode 0, pficemz hodnota tohoto maxima je rovna 0, a ma lo¬ 
kalnf minimum v bode , pficemz hodnota tohoto minima je "V^IO. Z techto 
intervalu tez vyplyva, ze / jinych lokalnich extremu nema. 

Urcirne nyni (/). Jelikoz je / spoj it a na intervalu (—oo,27) i na intervalu 
(27, oo), dostavame kombinaci Vety [4. 3. 6) ( |5.68[ ) a znalosti lokalnich extremu /, 

Jf(/) = (-oo,0]U[^^/!0,oo). 

Druhou derivaci funkce / spocteme v bodech <0(/) \ {0}. Pro tyto body plati 


/"(*) 


( 3x5 - 10x5 V 
3(xi-3)f ) 


(^x _ 5 - ^X“t) ^3 - 3) 3 - (3x5 - 10x5^ | (x3 - 3^ 7 \x~i 
3(x3 -3)1 

(G xl ~ f) b ! - 3 ) - \ xi ( 3xS - 10x ’)) 

(-2x3 + lo) . 


3(X3 -3)3 
(x3-3) 3 x-| 

3 ( x ’- 3 ) 5 


Tedy jest 


Vx e (-oo,0): /"(x) < 0, 


Vx 6 (0,27): /"(x) < 0, 
Vx 6 (27,125): /"(x) > 0, 


(5.69) 


Vx € (125,oo): /"(x) <0. 

Podle Vety |5.4.14| je tedy funkce / 

• ryze konkavni na (—oo, 0], 

• ryze konkavni na [0,27), 

• ryze konvexni na (27,125], 

• ryze konkavni na [125, oo). 

Jel ikoz je /'(0) = 0,je podle Pfikladu |5.5.8| / ryze konkavni na (—oo, 27). Dale 
z Vety |5.4.19| plyne, ze bod 125 je inflexnim bodem funkce /. Vzhledem k ( |5.69[ ) 
funkce / jinych inflexnich bodu nema. 
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Zbyva vysetrit asymptoty funkce /. Jest 


°\(y-3)* ) 


lim 

= lim 


>’ 3 • yi — y 3 (y — 3)3 

(y- 3)3 

y 3 (y-(y- 3)) 


°(y-3)3(yl+yi(y-3)3+(y-3)f) 
_ Sy 2 _ = 

0 (1 - 3y-!)3 (l + (1 - 3y-i)5 + (1 - 3y-!p) 

Z teto limity a Vety |4.2-20| nynf plyne 


= lim 


lim (/ (a) — a) = lim 


■(’*)’ 


Z techto vypoctu plyne, ze / nema v oo asymptotu. 
Obdobne obdrzime, ze 


lim ( y3 ‘ y \ -y 3 )= oo, 

e— o°\(_ y _ 3 )3 • ; 


a tedy 


lim (f(x)—x) = oo. 
Ani v — oo tedy funkce / asymptotu nema. 

5.6.65. Priklad. Vystrete prubeh funkce 


m = 


X e (0,1) U (l,oo), 

x e {0,1}. 


Resent. Vzhledem k tomu, ze <D(/) = [0, oo), nemuze byt / ani suda, licha ci peri- 
odicka. Vzhledem k tomu, ze 
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je / spojita v bodech 0 a 1. Zrejme je tez spojita v bodech mnoziny (0,1) U (1, oo), 
a tedy je spojita na <£)(/). Limita v nekonecnu je 

lim /(a) = lim a ■ lim e ’“s 2 * = oo. 

Pocitame-li prvni derivaci funkce /, obdrzime 
f\x) = e Io ^ x + xe , °e 2x ■ - • (log a) -3 

= e l °s 2x (logx)~ 3 [log 3 x + 2J , x G (0,1) U (1,00). 

Pfimo z definice spocitame 

/+(0) = lim ^ ^ = lim e lo s 2 - x = 1. 

Konecne diky Vete |5.2.10| dostavame 

/'(1) = lim f(x) = lim [log 3 x + 2j ■ lim ^ °° _ 2 * log -3 x log 4 A^j = 0. 

(Pri vypoctu jsme pouzili Vetu |4.2.20| a fakt limy-**, jy = 0, viz Priklad |5.6.43| .) 
Tedy jest 

Va € (O.e - ^ 2 ): f(x) > 0, 

Va € (e _ ^,l): f{x) < 0, 

Va e (l,oo): /'(a) > 0. 

Podle vety o vztahu derivace a monotonie je tedy funkce / 

• rostouci na [0, e~ 

• klesajici na [e~ 1], 

• rostouci na [1,00). 

V bodech 0 a 1 ma tedy funkce / globalni minimum o hodnote 0, v bode e~ ^ 
ma lokalni maximum. Vzhledem k tomu, ze lim^-nx, /(a) = 00, funkce / nema 
globalni maximum. 

Z techto uvah a Vcty K-3.4] plyne, ze M(f) = [0,00). 

Pro x e (0,1) U (1,00) spocteme 

/"(a) = e , °b Zx ^2 log -3 X ■ — ^ [l + 2 log -3 x'j + e 1 °e Zx log -4 a — 

= e lo s 2;c — log -6 a [log 3 a + 2 — 3 log 2 a j . 

Vzhledem k tomu, ze 

y 3 ~ 3y 2 + 2 = (y — l)(y 2 - 2y + 2 ) = (y - 1) (y - (1 + V3)) (y - (1 - Vs) , 
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mame 

Va e (0, /"(a) < 0, 


Va e (e 1-1/2 , 1): /"(a) > 0, 

VA6(l,e):/"(A)>0, (5.70) 

Va e (e,e 1+l/2 ): /"(a) < 0, 

Va e (e 1+ ^,oo): /"(a) > 0. 

Podle vety o vztahu druhe derivace a konvexity je tedy funkce / 

• ryze konkavnf na [0, e 

• ryze konvexnf na 1], 

• ryze konvexnf na [1, e], 

• ryze konkavnf na [e, e 1+v ^], 

• ryze konvexnf na [e 1+v ^, oo). 

Dfky Prfkladu |5.5.8| je funkce / ryze konvexnf na e], Z Vety |5.4.19| plyne, 

ze e 1-l/2 , e, e 1+l/2 jsou inflexnf body funkce /. Vbode 1 ma tecna ke grafu funkce 
/ tvar t{x) = 0, a e R, z cehoz prfmo z definice plyne, ze 1 nenf inflexnf bod /. 
Konecne muzeme z usoudit, ze jine nez vyse uvedene inflexnf body funkce 

/ nema. 

Zjistfme nynf, zdali ma funkce / v nekonecnu asymptotu. Vzhledem k tomu, 
ze 

lim i^—1 = li m e log 2 ^ = i 
a 

/ e ~ lo s~ 2x — l\ 

Jim, (/(*) ~ *) = Jim,* ^- i 0 o-- 2 x ) l0g ^ 


x ^°° -log x x ^°° log 2 A 

funkce / nema v nekonecnu asymptotu. (Pfivypoctujsmeuzili Prfklad [5.6.43| .) 


5.6.66. Prfklad. Vystrete prubeh funkce 
fix) = sin a 


6 sin a 


Resent Definicnf obor funkce / je mnozina 

£>(/)= U ikn,(l+k)7t) 
fceZ 

a / je zjevne na <£)(/) spojita. 

Vzhledem k tomu, ze sinus je licha funkce, je / tez licha. Navfcje periodicka 
s periodou 2jt. Omezfme se tedy pri vysetrovanf prubehu / na mnozinu (—it, 0) U 
(0,7r). Cennym vodftkem nam pritom bude prave lichost zadane funkce. 
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Mame 

_hm /(x) = lim /(a) = —oo a lim f(x) = lim f{x) = oo. 


f'{x) = cosx- 

6 sin x 

Oznacme a = arcsin 4= a necht' 


n 7e a 
xi = — 7i + a, 


X2 = —a, X3 = a, X4 = Tt — a. 


(5.71) 


Tedy 

• /' > 0 na intervalech (— it, x \), (— §, x 2 ), (x 3 , f), (x 4 , 7 r) a 

• /' < 0 na intervalech (x 3 ,-|), (x 2 , 0 ), ( 0 , x 3 ), (|, x 4 ). 

Podle vety o vztahu derivace a monotonie je tedy funkce / 

• rostouci na intervalech (— n, xi], [-§, X2], [X3, §], [x 4 , tt] a 

• klesajici na [xi, -§], [ x 2 , 0 ), ( 0 ,x 3 ], [§,x 4 ], 

Vbodech-§,x 3 ,x 4 malokalni minima, pricemz f(x 3 ) = f (x 4 ) = a /(-§) = 
-7, a v bodech xi,x 2 , f ma lokalni maxima, pricemz /(xi) = /(x 2 ) = —-Vf a 

/(f) = I- v / v --. --. 

Z prave provedenych uvah, Vety |4.3.4| a ( J5.71D plyne, ze 

W) = (-oo, -^/|] U fy|, oo). 

Druha derivace funkce / je pak pro x e £>(/) rovna 

/ 1 \ -2 

= (- sin x) I 1 - 3 — ) + cos x — (sin x) cos x 

V 6 sin x / 6 

—6 sin 4 x sin 2 x + 2 cos 2 x 


Jelikoz rovnice 


— 6 y 2 — y + 2 = 0 


ma koreny —| a 1, hledame ta cisla x, pro ktera sin 2 x = |. Zajima nas tedy mno- 
zina Protoze je 

• f" > 0 na intervalech (-^,-f),( 0 , ) a 

• f" < 0 na intervalech (-tt, -^), (—f, 0 ), (f, ^), 
je podle Vety |5.4.14] funkce / 
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• ryze konvexni na intervalech [— — j\, ( 0 , j], [^, it) a 

• ryze konkavnf na intervalech (— jt, — ^], [— 0 ), [j, ^]. 

Die Vety |5.4.l9| jsou body —f^ inflexnimi body funkce /. Vzhle dem ke 
znamenku druhe derivace jinych inflexmch bodu funkce / nema, viz Veta |5.4.i7| . 
Asymptoty zrejme nema smysl vysetrovat, a tedy zbyva pouze nacrtnout graf. 


5.6.67. Priklad. Vysetrete prubeh funkce zdane parametricky rovnicemi 
x = t — sin?, _y = l—cost, t e R. 

Presneji se pozaduje nasledujici uvaha. Ukazte, ze funkce < pit) = t — sin (,( el, 
je rostouci a zobrazuje R na R. Existuje proto jeji inverzni funkce <p~ l : R —* R. 
Vysetrete prubeh funkce 

f{x) = xeR, 

kde f(t) = 1 - cost, t e R. 

Resent Funkce (p i f jsou nekonecne diferencovatelne a plati 
^lim (p{t) = oo, ^jim < pit) = -oo. 


Dale 

i p'it) = 1 — cos f, t e R, 

a tedy (p' > 0 na intervalech i2kn,2jrik + 1)), k e Z, pricemz v bodec h kit, 
k e Z, ma derivaci rovnou 0. Funkce <p je proto rostouci na R a diky Vete PI 
je y>(R) = R. Tim je zarucena existence funkce (p 1 : R -*■ R. Navic je (p 1 spojita 
diky Vete pl3| . 

Ukazme, ze / je 27r-periodicka. Necht; x e R je libovolne at 6 R splnuje 
(pit) = x. Pak tez 


(pit + 2n) = (t + 27r) — sin(t + 2i r) = (t + 27r) — sin t = x + 2ix. 


Tedy 

fix) = n<p-\xf) = fit) = fit + 2 Jt) = fi(p~\x + 2jt)) = fix + 2jt). 

Staci tedy vyset rit pru beh funkce na intervalu [ 0 , 2ji]. 

Podle Vety |5.1.26| spocteme 

fix) = ifi(p~ix)))' = f'i(p-\x)) • i(p~ l ix))' 

= sin(yT 1 (x)) - ) , x € ( 0 , 2tt) . 

1 — cos(y> ‘W) 

Ozancime-li t = y> - 1 (x), je vyraz kladny pro t e (0, zr), zapomy pro t e 

(tt, 27r) a nulovy pro t = n. Tedy /' > 0 na intervalu (0, n), f < 0 na intervalu 





5.6. poCetni pri'klady k derivaci funkce 


( 7 r, 2n) a f'(x) = 0 p ro x = n. Jelikoz / je spojita, muzeme pouzit Vetu [Ell a 
odvodit pomoci Vety |4.2.24| 


4(0) = lim f'(x) = lim sin(<p 1 (x)) 


.. sinf sinf t 1 

= lim - = lim -•-• - 

f-»- 0 + 1 — cos t t-*-o+ t 1 — cos t t 


1 — cos(y> 1 (x)) 
t 2 1 

= 00 . 


Obdobne odvodime (na prfklad podle Vety |5.3.l[ ) 


4(2*) = lim 


cos t 

lim —— = — 00 . 
f-x2jr- sint 


Z techto vypoctu nyni vidime, ze / roste na intervalu [0,7r] a klesa na intervalu 
[jt, 2n]. Dale ma v bode n globalni maximum o hodnote 2. Vzhledem k tomu, ze 
/ je kladna na inttervalu (0,27r), ma / v bodech 0 a 2n globalni minima splnujici 
/(()) = /(2tt ) = 0. 

Vzhledem k tomu, ze f je jakozto slozeni spojitych funkci spojita, dostavame 
zVety|pze^(/) = [0,2]. 

K vypoctu /" opet pouzijeme Vetu |5.1.26| . Nejprve oznacme co(t) = tt , 
t e (0,2zr). Pak 


Tedy mame 

- = 1jC 4-W) ' i-4-W) 

(1 - cos {<p~ l (a))) 2 ’ X e ^°’ 2n ^ 

Tedy f" < 0 na (0, 2jt), a tedy je / ryze konkavni na [0,2zr] (yiz V eta |5.4.14| ). 
Vzhledem kjeji periodicite nema asymptoty, viz Priklad |5.5.7| . 













KAPITOLA 6 


Elementarm funkce 


Jiz v prvni kapitole jsme se zabyvali elementarmmi funkcemi. Uvedli jsme vsak 
pouze nektere jejich vlastnosti ajejich konstrukci jsme se nezabyvali. Vysledky, kte- 
re jsme odvodili v predchozfch kapitolach, nam nyni umozm elementarni funkce 
zkonstruovat a presne odvodit jejich zakladni vlastnosti. 


6.1. Exponencialm funkce a logaritmus 


6.1.1. Oznaceni. V nasledujici casti textu, ale i pozdeji, budeme pracovat s ne- 
konecnymi radami tvaru J2T=o a nX n , kde x i a„, n e N, jsou realna cisla. Pro 
x = 0,n = 0 , pak ale musi'me uvazovat vyraz a 0 0°. Symbol 0 ° neni obecne de- 
finovan, zde vsak bude oznacovat cislo 1. Tato konvence umoznuje mi'sto kompli- 
kovanejsiho zapisu a 0 + a n- x " psat pouze J2T=o a n x " ■ 

6.1.2. Definice. Exponencialm funkci exp definujme pro tel predpisem 

exp(x) = f] ( 6 . 1 ) 

n =o n ' 

Misto exp(x) budeme pro jednoduchost zapisu casto psat exp .r. 

6.1.3. Veta (zakladni vlastnosti funkce exp). Funkce exp: E -»• M je dobre defino- 
vana a splnuje 

(El) Vx, jel: exp(x + y) = exp(jc) • exp(y), 


(E2) lim ^ 0 C ^ =1 = 1. 

Dukaz. Z Prikladu |3.9.23| vyplyva, ze rada na prave strane rovnosti (| 6 .l|) j c abso- 
lutne konvergentni pro kazde x e K. Funkce exp je tedy predpisem (| 6 .l[) dobre 
definovana na mnozine TR. 

Zvolme tjel. Potom z binomicke vety (Veta |l.6.4( ) plyne, ze 


exp(x + y) = J2 


(x + y) n 





x n k y k 
{n — k)\ k\' 


Vyraz na prave strane predchozi vysazene formule je Cauchyovym soucinem fad 
*n\ a J2T=o «! podle Definice |3.6.l| . Protoze, jak jiz vime, jsou obe tyto rady 
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absolutne konvergentnf (stacila by jedna), plyne z Mertensovy vety (Veta 
ze rada J2T=o Y!k= o (n-k)\ T\ J e konvergentnf a platf 


YY— _* 


•S5)S«)- 


tedy expfx + y) = (exp x) (exp y). Odtud plyne tvrzenf (EjlJ) . 

Zbyva dokazat tvrzenf (Eg). Necht' tel, |x| < 1 . Potom podle ( |6.l[ ) platf: 


I exp x — 1 


I exp x — 1 - 




Protoze|jt| < lan— 2 > 0 pro kazde n > 2 , dostavame z Vety |3.4.3| a Prikladu |3.8.7| , 
ze 

l^^-ilswE^sw £i = («- 2 )ix|. 

X I n=2 n ■ n=2 n - 

Zrejme platf lim x -+o(e— 2)\x\ = 0 , a tedy die vety o limite a usporadanf (Veta [4.2. 9| ) 
platf take lim*-^ | cxpx-1 — l| = 0. Podle Vety [4. 1.1 7| tudfz platf lim^p ^ c ’ cpx ~ 1 — 1 ^ = 
0 . Odtud plyne tvrzenf (Eg). ■ 


6.1.4 (vlastnosti exponencialnf funkce). Nynf uvedeme nekolik vlastnostf expo¬ 
nencialnf funkce, ktere odvodfme pouze z vyroku (Eg) a (Eg). To znamena, ze se 
nebudeme odvolavat na predpis ( |6.1[ ) ale pouze na (Eg) a (Eg). Tento prfstup nam 
pozdeji umoznf dokazat, ze exponencialnf funkce je svymi vlastnostmi (Eg) a (Eg) 
jednoznacne urcena. 

(E3) Platf exp(0) = 1. 

Podle (Eg) platf exp(0) = exp(0 + 0) = (exp(0)) 2 . To znamena, ze bud'exp(O) = 1, 
nebo exp(0) = 0. Predpokladejme, ze exp(0) = 0. Potom pro kazde tel podle 
(Eg) platf exp(x) = exp(x + 0) = exp(x) exp(0) = 0. Tedy z (Eg) vyplyva, ze 
1 = lim A ^o eKpX 1 = lim^_>o -^r, coz je spor. Platf tedy exp(0) = 1. 


(E4) Pro kazde tel platf exp'(x) = exp(x). 

Necht' tel. Potom podle definice derivace a (Eg) platf 

. ,. exp(x + h) — exp(x) exp(x + h) - exp(x + 0 ) 

exp (x) = lim — 4 --- 4 - = lim — 4 --- i - 

o h o It 

_ lim exp(x) exp(/t) - exp(x) exp(O) _ exp (h) - exp(O) 

h->- o h h-*o ^ h 

Odtud podle (Eg) a (Eg) plyne, ze 


exp'(x) = lim exp(x) ■ 


exp (h) - 1 


= exp(x). 


h 
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(E5) Pro kazde platf exp(— x) = —-—. 

exp(x) 

Z (E|) a (Eg) plyne 1 = exp (a — a) = exp (a) exp(— a). Odtud plyne tvrzenf. 

(E6) Pro kazde a e R platf exp(x) > 0. 

Necht' x e R. Z (Eg) plyne exp(x) ± 0. Die (Ejl]) platf 

exp(x) = exp(f + f) = exp(|) • exp(f) = (exp(§)) 2 > 0, 
cfmz je tvrzenf dokazano. 


(E7) Funkce exp je spojita na R. 

Podle (Eg) ma fun kce exp vlastnf derivaci v kazdem bode a e R. Tvrzenf tedy 
plyne z Vety [5.1.1 5| . 


(E 8 ) Funkce exp je rostoucf na R. 

Podle (Ifl) a (Eg) platf exp' (a) = exp(A) > 0 pro kazde a e R. Tvrzenf tedy plyne 
zVety^ 2 j. 


(E9) Platf lim^-i-oo exp(A) = oo a lim^-oo exp(A) = 0. 

Z (Eg) a (Eg) plyne exp(l) > exp(0) = 1. Odtud, z (Eg) a Prfkladu |2.3.35| dosta- 
vame 


lim exp(n) = lim (exp(l)) = oo. 


To znamena, ze funkce exp nenf shora omezena. Zaro ven je p odle 6 :P:vlastnost-E 8 
rostoucf, a tedy z vety o limit e monotonnf funkce (Veta fE2.25| ) plyne, ze lim^oo exp(x) 
oo. Podle (Eg), Vety |4.2.20| a jiz dokazane casti tvrzenf dale platf, ze 


lim exp(A) = lim 


— = lim -— = 0 . 

—oo exp(-A) x-hx> exp(A) 


Tfm jsou dokazana obe pozadovana tvrzenf. 


(E10) Platf X (exp) = (0, oo). 

Podle (Eg) je funkce exp je spojita, a tedy podle Vety |4.3.6| je mnozina Jf(exp) in¬ 
terval. Podle (Eg) pak platf (exp) c (0, oo). Dfky (Eg) pak dostavame Jf(exp) = 
( 0 , oo). 

6.1.5. Veta. Existuje prave jedna funkce definovana na R splnujfcf podmfnky (Ejl|) 
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Duka z. Ex istence funkce splnujfcf podmfnky (E|l|) a (E^) plyne z Definice 
Vety | 6 .1. 3| . Dokazeme nynf jejf jednoznacnost. 

Predpokladejme, ze funkce /:l->-Kag:l-> R pro kazde rjsl splnujf 
f(x + y) = /M/O') a g(x + y) = g(x)g(y), lim x ^ 0 /( * )_1 = 1 a lim*-^ = 
1. Ukazeme, ze pak jiz nutne platf f = g. 

Z predchozfch uvah vyplyva, ze funkce /ay splnujf vsechny podmfnky (E^)- 
(Ep|), nebot; kjejich odvozenf jsme vyuzili pouze podmfnky (EQ) a (E^). Platf tedy 
/('0) = y(0) = 1 podle (E§) a pro kazde x € R platf f'(x) = f(x) a g'{x) = g{x) 
podl e (Efl). Z podmfnky (E^j) vyplyva, ze pro kazde tef platf g(x) ± 0. Pomocf 
Vety |5.1.17| (c) tudfz dostavame pro kazde tel 

(f V (J) _ f\x)g(x) - f(x)g\x) _ f(x)g{x) - f(x)g(x) _ 0 
V£/ ' g(x) 2 g(x) 2 

Podle Vety |5.2.9| je funkce j konstantnf, tedy existuje cel takove, ze pro kazde 
tel platf = c. Protoze = 1, platf cm 1 . Odtud plyne, z e f = g. Tvrzenf 
je dokazano. ■ 
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Obrazek 1. Graf exponencialnf funkce 

6.1.6. Poznamka. Podle Prfkladu |3.8.7| platf e = h.' Ze vzorce ( | 6 .l[ ) tedy 

plyne 

ex P( 1 ) = XI = e - 

6.1.7. Definice. 

(a) Funkce log: (0, oo) -> R je definovana jako inverznf funkce k funkci exp. 
Nazyva se prirozenym logaritmem. 

(b) Je-li a e (0, oo) \ {1}, pak definujeme funkci log a : (0, oo) R predpisem 

log x 
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Funkci log a nazyvame logaritmem o zakladu a. V pripade a = e piseme 
pouze log misto log e . 

(c) Nechti aeK,a>0,ai)€l. Potom definujeme realne cislo a* predpisem 
a b = exp (b loga). 

(d) Nechti a e M, a > 0. Potom funkci a i a x , x el, nazyvame obecnou 
mocninou. 

(e) Je-li n e N liche, a-tou odmocninu x i->- i/x, xel, definujeme jako in- 
verzni funkci k funkci x I-+ x", x e M. Je-li n e N sude, n -tou odmocninu 
x i->- ^/5c, x e [ 0 , oo), definujeme jako inverzni funkci k funkci x i-> x", 
x e [ 0 , oo). 

6.1.8 (vlastnosti prirozeneho logaritmu). 

(LI) Plati D(log) = (0, oo). 

Plati <£)(log) = (exp), a proto tvrzeni plyne z (EjlO|). 

(L2) Plati X (log) = R. 

Tvrzeni plyne z faktu M (log) = <50(exp). 

(L3) Funkce log je rostouci na (0, oo). 

Funkce exp je rostouci, a proto je podle Vety [4.3.13| rostouci i funkce log. 

(L4) Funkce log je spojita na (0, oo). 

Spojitost plyne z vety o spojitosti inverzni funkce (Veta p~3.13[ ). 

(L5) Pro kazde x,y e (0, oo) plati log(xy) = log(x) + log(_y). 

Vezmeme x, y e (0, oo) a oznacme a = logx a b = logy. Pak 

xy = exp(a) exp(fi) = exp(a + b) = exp(log(x) + log(y)), 

a tedy log(xy) = log(x) + log(y). 

(L 6 ) Pro kazde a e (0, oo) a b eM. plati loga* = b log a. 

Pro prislusna a, b plati podle definice obecne mocniny 

loga* = log(exp(Moga)) = filoga. 


(L7) Pro kazde x e (0, oo) plati (log)'x = i. 

Podle vety o derivaci inverzni funkce (Veta |5.1.26| (a)) a (FQ) plati pro x e (0, oo) 


exp'(logx) exp (logx) x' 
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(L8) Plati lim x _ i .o + log a: = — oo a lim*-*.,*, log a: = oo. 

P odle (L p[) je funkce log rostouci, takze z vety o limite monotonnf funkce (Ve- 
ta |4.2.25[ ) plyne lim x ^ 0+ log a: = inf (log) a lim^^oo log.* = sup M (log). Z (L§) 
pak vyplyva nase tvrzeni. 


0 



Obrazek 2. Graf funkce logaritmus 


6.1.9. Poznamky. (a) VDefinici |6.1.7| (c) jsme provedli rozsireni vyrazu a b na vsech- 
ny realne exponenty b za predpokladu, ze zaklad a je vetsi nez 0. Doposud jsme 
meli korektne definovan vyraz a b , a > 0, pouze pro pripad, kdy b bylo cislo raci- 
onalni. Nova definice dava podle vlastnosd (L^) v tomto pripade totez, a je tedy 
rozsifenim definice puvodni. Misto expfix) casto piseme e x , nebot; podle definice 
obecne mocniny jsou si tyto vyrazy rovny. Vyraz a b mame tedy definovan v techto 
pffpadech: 

• ael,d>0,al)el libovolne, 

• a € M libovolne akN, 

• a € R, a ± 0, a b e Z, b < 0. 

(b) Necht: / a g jsou realne funkce definovane na mnozine M C M, pricemz 
/: M —> (0, oo). Potom symbolem f(x) 8 ^ budeme oznacovat funkci definova- 
nou na mnozine M predpisem a; i-> exp(g(*) log f(x)). 


6.2. Goniometricke funkce 

Pri odvozovani nekterych vlastnosti elementarnich funkci v tomto oddilu vy- 
uzijeme nasledujici lemma. 

6.2.1. Lemma. Necht; iel. Potom existuje kladne Cel (zavisejici na x) takove, 
ze pro kazde neNaie(-l,l) plati 

|(* + h) n — x n — nhx n ~ 1 \ < h 2 C n . 


(6-2) 







6.2. GONIOMETRICKE FUNKCE 


359 


Dukaz. Polozme C = 2(\x\ + 1). Pokud n = 1, pak tvrzeni trivialne plati. Z bino- 
micke vety pro « e N,n > 2, a /z e (—1,1) dostavame 

(x + h) n - x n - nhx n ~ x = ^ (j^x n ~ k h k . 

Vyuzitim nerovnosti .r| + 1 > 1 a \h\ < 1 obdrzime 

\{x + h)"-x"-nhx-' | < £ hf i it (j)(M + li"/r 

k =0 V ; 

Podle Prfkladu |l ,9.4| platf Ytk=n (k) = 2”- Pak dostavame 

|(* + h) n -x n - nhx n ~ 1 \ < h 2 (\x\ + 1)”2” = h 2 C n . 

Tim je dukaz dokoncen. ■ 

6.2.2. Definice. Funkci sinus, znacime sin, a kosinus, znacime cos, definujeme 
predpisy 

sin(x) = X^(- 1 )” ( 2 ^ + 1)r x e ( 6 - 3 ) 

cos(x) = x eR - ( 6 - 4 ) 

6.2.3. Veta (zakladni vlastnosti sinu a kosinu). Funkce sinus a kosinus jsou dobre 
definovane a splnuji 

(Gl) pro kazde rjel plati 

sin(x + y) = sin(.r) cos(y) + cos(jr) sin(y), 

(G2) pro kazde rjel plati 

cos(a: + y) = cos(x ) cos(y) - sin(^) sin(y), 

(G3) sin je licha funkce a cos je suda funkce, 

(G4) existuje kladne cislo it takove, ze sin je rostouci na [0, §], sin(0) = 0 a 
sin(f) = 1, 

(G5) sin'(O) = 1. 

Dukaz. Podle Prikladu |3.9.24| obe rady konverguji pro kazde x e M. Funkce sin a 
cos jsou tedy dobre definovany. 

Nejprve dokazeme, ze plati 

Wx e 1R: sin' (a:) = cos(;c). 


(6.5) 
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Vezmeme pevne iel. Pro /iel platf 

sin(x + h) — sin(x) — h cos(x) 
un ( (x + h) 2n+1 - x 2 ‘ 
(2 n + 1 )! 


= £(-d" 


hx 2n \ 
" ( 2 ~n)\) 


( 6 . 6 ) 


= E + **“>■ 


Podle Lemmatu |6.2.l| nalezneme pro x e R kladne C takove, ze pro kazde h e 
R, \h\ < 1, platf 

|(x + h) 2n+1 - x 2n+1 - h(2n + l)x 2 "| < C 2n+1 h 2 . (6.7) 

Odtud a z ( | 6 . 6 | ) dostavame, ze pro kazde h e P{ 0,1) platf 


“ C 2n+1 

| sin(x + h) - sin(x) - h cos(x)| < (2n + \)\ h 

= (£ 


(6.8) 


^ (2 n + 1)!/ 


Rada ( 2 «+i)! konverguje podle podfloveho kriteria. Odtud pak plyne 

.. | sin(x + h) - sin(x) - h cos(x) i 

1“J- h -1 " °' 

neboli 

. , sin(x + h) - sin(x) 

sin (x) = lim--- = cos(x). 

Zcela analogicky lze odvodit vztah 

Vxel: cos'(x) = — sin(x). (6.9) 

Overfme vlastnosti (G|l])-(G^|). 

(G@)-(G||) Vezmeme a e I pevne a pro x e R definujme 

f (x) = (sin(x + a) — sin(x) cos(a) - sin(a) cos(x )) 2 

+ (cos(x + a) — cos(x) cos(a) + sin(u) sin(x)) 2 . 

Prfmocary vypocet spolu s ( |6.5| ) a ( |6.9| ) dava, ze pro kazde xel platf i/d(x) = 0. 
Protoze 

x/r ( 0 ) = (sin(a) — sin (a )) 2 + (cos(a) — cos(a )) 2 = 0 , 
dostavame xjr{x) = 0 pro kazde x e 1, a tedy take dokazovane vztahy z (G|l|). 

(G||) Ze vztahu ( |6.3| ) plyne, ze funkce sin je licha. Podobne z ( |6.4| ) plyne, ze funkce 
cosjesuda. 
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(G^) Pro kazde xeR platf 

00 x *n+i . x z . 

Sm(x) = ^ (4« + l)!V ~~ (4n + 2)(4« + 3)/' 

Pokudxe ( 0,2) , potom jsou cleny predchozf rady kladne a platf sin(x) > 0. Podle 
Vety|^2ja(|j) je funkce cos klesajfcf na intervalu (0, 2 ). Ze vztahu 

C ° SW = 1 " £ (ST^i (‘ " (4. + 3K4. + 4, ) 

plyne 

co,( 2 )<l-|(l-^) = -i< 0 . 

Existuje tedy prave jedno a e ( 0 , 2 ) takove, ze co s (a) = 0 (Veta fPTit ). Tedy funkce 
cos je na in terval u (0, a) kladna. Odtud a z ( ]6.5[ ) plyne, ze funkce sin je rostoucf na 
[0, a] (Vcta [5.2.1ft ). Polozme nynf n = 2a. Podle (G|J) a (G^) platf 

1 = cos( 0 ) = cos(— - -) = cos(-) cos( —) - sin(-) sin(--) = 0 + sin 2 (-), 

a tedy sin 2 (^) = 1 . Ponevadz sin(^) > 0, platf sinf^) = 1 . Podle ( j 6 .3| ) snadno 
overfme sin 0 = 0. Tfm jsou vlastnosti popsane v (GQ) overeny. 

(G|5|) Podle ( PI ) mame cos( 0 ) = 1 , a tedy podle ( p| ) platf sin'( 0 ) = cos( 0 ) =1. ■ 

6.2.4 (vlastnosti funkcf sinus a kosinus). K odvozenf vlastnosti funkcf sinus a ko- 
sinus pouzijeme pouze vlastnosti (G|])-(G^|). 

(G 6 ) Platf cos( 0 ) = 1 . 

Z (G|) a (Gf|) dostavame 

1 = sin(^) = sin(^ + 0 ) = sin(^) cos( 0 ) + cos(^) sin( 0 ) 

= 1 ■ cos( 0 ) + cos(^) • 0 = cos( 0 ). 


(G7) Pro kazde x e ffi platf sin 2 (x) + cos 2 (x) = 1 . 

Z (G^) a (G^[) mame pro kazde tel 

1 = cos(x - x) = cos(x) cos(-x) - sin(x) sin(-x) = cos 2 (x) + sin 2 (x). 


(G 8 ) Platf cos(f) = 0 . 
Tvrzenf plyne z (G||) a (GQ) . 
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(G9) Pro kazde rel platf sin(x + n) = — sin(x) a cos(x + u) = — cos(x). 
Podle (G|), (Gg), (Gg) a (Gg) platf 

sin(x + n) = sin(x + y) cos(^) + cos(x + sin(^) 

= cos(x + y) = cos(x)cos(y) - sin(x) sin(^) = -sin(x), 
cos(x + n) = cos(x + |) cos(|) - sin(* + |) sin(|) 

= - sin(x + j) = - sin(» cos(^) - cos(x) sin(^)= -cos(x). 


(G10) Funkce sin a cos jsou 27r-periodicke. 

Necht; % e R. Potom podle (Gg) platf sin(x + 2tt) = — sin(x + tt) = sin* a 
cos(* + 2jt) = —cos(x + it) = cos(x). 


(Gil) Pro kazde * e R platf sin'(x) = cos(x). 

Spocteme nejprve dve limity, ktere budeme potrebovat pri odvozenf derivace funk¬ 
ce sin. Podle (Gg) platf 

sin (h) sin(h) — sin(O) . 

lim —— = lim ——-— = sin'(O) = 1. 

h->0 h h^o h 

Podle vztahu (Gg) platf pro kazde h e M rovnost cos (h) = cos 2 (|) — sin 2 (|). 
Podle (Gg) pak obdrzfme vztah cos {h) = 1 — 2sin 2 (|). Tento vztah pouzijeme v 
nasledujfcfm vypoctu 




h 2 

Pro .tel pocftejme 


sffH 


sin'fx) = lim 


sin(x + h) — sin(x) 


. cos(/z) 1 .sin (h) 

= lim sin(x)- — - n + lim cos(x) — 

h-*-0 u2 " 


= sin(x) • 


h 2 h^o w h 

■ 0 + cos(x) • sin'(O) = cos(x). 
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(G12) Pro kazde rel plati cos'(x) = — sin(x). 

Pro kazde x e E plati podle (G|]) a (G||) vztah sin(| - x) = cos(x). Pro kazde 
x e E mame podle vety o derivaci slozene funkce 

cos'(x) =(sin(y - x)) = cos(| - x) • (- 1 ) = - sin(x). 


(G13) Funkce sin a cos jsou spojite na E. 

Fun kce sin a cos maji v kazdem bode x € R vlastni derivaci, a tedy jsou podle 
Vety |5.1.15| v x spojite. 


(G14) Plati sin(x) = 0, prave kdyz x = kn pro k € Z. 

Funkce sin je 2^-periodicka podle (G[Tq|) . Staci tedy urcit nulove body v intervalu 
[ 0 , 2 jr). Podle (Gp|) plati, ze sin( 0 ) = 0 a funkce sin je kladna na intervalu ( 0 , §). 
Odtud a podle (G|l^) je cos klesajici na intervalu [0, |]. Diky vztahu cos(f) = 0 
dostavame, ze funkce cos je na intervalu [0, §) kladna. Ze vztahu sin(x + f) = 
cos(x) a cos(x + f) = — sin(x) dostavame, ze funkce sin je nulova v intervalu 
[ 0 , 2j r) prave v bodech 0 a 7r. 


(G15) Plati cos(x) = 0, prave kdyz x = j + kit pro k e Z. 

Tvrzeni plyne z (G[l4j) a vztahu sin(x + f) = cos(x). 

6.2.5. Veta. Trojice (sin, cos, n) je vlastnostmi (G|IJ)-(G^J) urcena jednoznacne. 

Dukaz. Predpokladejme, ze trojice (sin*,cos*, n*) splnuje vlastnosti (G[IJ)-(G^[). 
Polozme 


( p(x) = (sin(x) - sin* (x )) 2 + (cos(x) - cos*(x)) 2 , xei 
Pro kazde x e R plati 

<p'(x) = 2 (sin(x) - sin*(x)) ■ (cos(x) - cos*(x)) 

+ 2 (cos(x) — cos*(x)) • (— sin(x) + cos*(x)) = 0 . 

Tedy je die Vety |5.2.9| funkce cp konstantni na E. V bode 0 je vsak nulova, a tedy je 
nulova vsude. Proto je sin = sin* a cos = cos*. Odtud a diky (GQ) plati 7t = n* a 
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Obrazek 3. Grafy funkci sinus a kosinus 


6.2.6. Definice. Funkce tangens, znacime ji tg, a kotangens, znacime ji cotg, de- 
finujeme predpisy 


«»\{f+*«*«*}• 

cotgG) = C ° S ^ X 1 , x e 1 \ {kn\ k e 1}. 

sin(%) 


Funkce sin, cos, tg a cotg nazyvame goniometrickymi funkcemi. 

6.2.7. Poznamka. Vzhledem k tomu, ze jiz bylo zavedeno cislo ji a obec na moc- 
nina, mame zavedeno take realne cislo ji 71 , o nemz jsme se zminili v EH 


Vlastnosti funkce tangens. 

(G14) Funkce tg je spojita v kazdem bode sveho definicniho oboru. 
Plyne z (G||) pomoci Vety 


(G15) Funkce tg je licha. 
Plyne z(G§). 


(G16) Funkce tg je u-periodicka. 

Je-lix e <0(tg), pak take x + ji e £)(tg)ax—jr e <0(tg) podle (Gp~5|) . Pro x e £)(tg) 
pak mame podle (G^) 


tg(x + tt) = 


sin(x + ji) 
cos(x + ji) 


sin(x) 

cos(x) 


= tg(x). 


(G17) Plati tg'U) = * 6 £>(tg). 

Pro x e S) (tg) plati podle vety o derivaci podilu (Veta [5.1.17| (c)) 

, sin'ix) cos(x) — sinGv) cos'(x) cos(x)cos(x) + sin(x) sin(x) 

X cos 2 (a:) cos 2 (a:) 


cos 2 (x) 
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(G18) Funkce tg je rostoucf na (~j, f )• 

Funkce cos je na interva lu (— f, f) kladna, a tedyje derivace funkce tg na tomto 
intervalu kladna. Z Vety [5.2.6| pak plyne, ze funkce tg je rostoucf na f). 


(G19) Platf tg(f) = 1. 


(G20) Platf lim Jc ^|_ tg(x) = oo a \\m x ^_* tg(jc) = -oo. 

Tvrzenf plyne z poznamky za Vetou [4.2.7| a vlastnostf funkcf sinus a kosinus. 


(G21) Platf X (tg) = R. 

Funk ce tg je spojita na intervalu (— |) a zobrazuje tento interval opet na interval 

(Veta |4.3.6| ), ktery podle predchozfho tvrzenf nenf omezeny ani shora ani zdola. 
Musf tedy byt tg((— ^, ^)) = R, cfmz je tvrzenf dokazano. 

Vlastnosti funkce kotangens. Pri dukazu nasledujfcfch vlastnostf lze postu- 
povat stejne jako v prfpade funkce tangens, a proto odvozenf jiz uvadet nebudeme. 
(G21) Funkce cotg je spojita v kazdem bode sveho definicnfho oboru. 

(G22) Funkce cotg je licha. 

(G23) Funkce cotg je periodicka s periodou ix. 

(G24) Funkce cotg je klesajfcf na intervalu (0, n). 

(G25) Platf lim^^ 0+ cotg(x) = oo. 

(G26) Platf cotg(x) = —oo. 

(G27) Platf cotg(f) = 1. 


(G28) Platf X (cotg) = R. 
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6.3. Cyklometricke funkce 

6.3.1. Definice. Cyklometricke funkce arkussinus (arcsin), arkuskosinus (arccos), 
arkustangens (arctg) a arkuskotangens (arccotg) definujeme nasledujicim zpuso- 
bem 

arcsin = (sin | f _ 
arccos = (cos | [ 0 , w ]) 1 , 
arctg = (tg| ( _ f>?) ) -1 , 
arccotg = (cotg| ( o^)) _1 . 

6.3.2 (vlastnosti cyklometrickych funkci). 

(Cl) Plati £) (arcsin) = [-1,1] a X (arcsin) = [-§,§]. 


(C2) Plati D(arccos) = [—1,1] a (arccos) = [0 , tt]. 


(C3) Funkce arcsin je licha, rostouci a spojita na [—1,1]. 


(C4) Funkce arccos je klesajici a spojita na [—1,1]. 
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(C5) Nasledujici rovnosti plynou ze znamych 
arc sin (— 1 ) = 

■ i n 

arcsin 1 = —, 

2 

arcsin 0 = 0 , 

. s/2 TV 

arcsin- = —, 

2 4 


vlastnosti funkci sin a cos. 
arccos(-l) = n, 
arccos 1 = 0 , 

71 

arccos 0 = —, 

2 

s/2 71 

arccos — = —. 

2 4 


(C 6 ) Plati limjc -,.0 arc ™* = 1 ■ 

Fun kce arcs in je prosta, a proto arcsin x ^ 0 pro kazde x e [—1,1] \ {0}. Uzitim 
Vety |4.2.20| (P) a vlastnosti funkce sinus dostaneme 

,. sin (arcsin x) 

lim -:- = 1. 

arcsin x 

Odtud po algebraicke uprave plyne 

lim- t- = 1 . 

x-x> arcsin x 

Dokazovany vztah nyni plyne z Vety |4.2.^ (c) o limite podilu. 

(C7) Pro kazde y e (- 1 , 1 ) plati arcsin'(y) = -^== . 

Pr o dane y € (-1,1) nalezneme x e (-§, |) splnujici sin(x) = y. Podle Ve¬ 
ty plati 


sin'(x) cos(x) ^_ sm 2 (x) y/\ - y 2 


(C 8 ) Plati arcsin' + (— 1 ) = oo a arcsin'_(l) = oo. 
V bode 1 pocitejme die Vety |5.2.10| 


arcsin'_(l) = lim arcsin'(y) = lim 


Obdobne odvodime arcsin' + (— 1 ) = oo. 


(C9) Pro kazde x e [— 1,1] plati arcsin x + arccos x = 

Vezmeme libovolne x e [-1,1] a oznacme y = arcsinx. Potom plati x = siny = 
cos(§ - y). Protoze y e [-§, f ], je | - y e [0, n], a tedy arccosx = f — y = 
| — arcsinx, odkud jiz plyne dokazovana rovnost. 
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(CIO) Pro kazde ye (-1,1) platf arccos'(j) = — —^==. 

(Cll) Platf <£>(arctg) = R a # (arctg) = (-§, §). 

(C12) Funkce arctg je spojita, rostoucf a licha na M. 

(C13) Platf lim x ^ +0o arctg x = j, arctg a: = — 

(C14) Platf arctg(O) = 0, arctg(l) = arctg(—1) = — f. 

(Cl5) Platf lim x _ 0 = 1. 

(C16) Pro kazde teR platf arctg' * 

(C17) Platf D(arccotg) = la Jf(arccotg) = (0, jt). 

(C18) Funkce arccotg je spojita a klesajici funkce na M. 

(C19) Platf lim x ^. +00 arccotg(x) = 0 a lim^-oo arccotg(x) = it. 
(C20) Platf arccotg(O) = f a arccotg(l) = j. 

(C21) Pro kazde teR platf arctg a: + arccotg a: = f. 


(C22) Pro kazde tel platf arccotg 7 
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Obrazek 6. Grafy funkcf arkussinus a arkuskosinus 



Obrazek 7. Grafy funkcf arkustangens a arkuskotangens 








KAPITOLA 7 


Tayloruv polynom 


V teto kapitole budeme studovat otazku aproximace obecne funkce polyno¬ 
mem. K zadane funkci budeme hledat vhodny polynom, jenz se v blizkosti daneho 
bodu v jistem dobre definovanem smyslu priblizuje hodnotam funkce. Budeme se 
pritom snazit, aby odchylka funkce od polynomu byla dostatecne mala. K tomuto 
ucelu vybudujeme nekolik ucinnych metod, jak absolutm velikost teto odchylky 
shora odhadnout. 


7.1. Z akladni vlastnosti 


7.1.1. Necht' / je realna funkce, a e 8 a necht; existuje vl astnf f '(a). Potom exis- 
tuje tecna ke grafu funkce / v bode a ve smyslu Definice s Oznacme funkci, 
ktera definuje tuto tecnu, symbolem t, tedy polozme 


t(x) = f(a ) + f(a)(x -a ), x e R. 


O teto funkci muzeme rici, ze v jistem smyslu aproximuje chovani f v blizkosti bo¬ 
du a, nebot' plati 


To plyne z vypoctu 


Hm f(x)-t(x) = Hm f(x) - f(a) - f'(a)(x - a) 


x — a 



a z Vety |4.1.17| . Neformalne receno, pro hodnoty x dostatecne blizke k bodu a je 
vyraz | fix) — tix)\ podstatne mensi nez \x — a\. 

Nyni nahradime afinni funkci t, coz je polynom stupne nejvyse 1, polyno¬ 
mem P obecne vyssiho stupne. Ukazuje se, ze pro dane n e N je mozne nalezt 
polynom P splnujici 



(7-2) 
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Jestlize n > 1, pak ( J7.2| ) predstavuje lepsi aproximaci nez (j77l|), protoze 

lim j —= 0, 

\x — a\ 

a tedy je vyraz \x — a\ n je pro x dostatecne blizke k bodu a podstatne mensi nez 
\x — a\, takze polynom P aproximuje / s podstatne vetsi presnosti nez tecna. 

Pri hledani vhodneho polynomu bude uzitecne si povsimnout, ze funkce t 
splnuje f(a) = t(a ) a f\a ) = t'(a). Budeme hledat polynom P tak, aby pro kazde 
j 6 {0,1,..., n} platilo f^\a) = P^\a). Ukazeme, ze polynom, ktery je zaveden 
nasledujici definici, splnuje tento pozadavek i 

7.1.2. Definice. Necht' / je realna funkce, a e R, n e N a existuje vlastni f in) (a). 
Pak polynom T /’ a , definovany pro kazde iel predpisem 

T/’ a (x) = f(a ) + f\d)(x - a) + ^ f"(a)(x - a) 2 + ■ ■ ■ + ^ f (n \a)(x - a) n , 

nazyvame Taylorovym polynomem0 funkce / v bode a radu n. 

7.1.3. Umluva. V dalsim textu budeme symbol tvaru (x — a) 0 chapat jako 1, a to 
i tehdy, jestlize x = a. Symbolem (tedy „nultou derivaci“ funkce /) budeme 
rozumet samotnou funkci /. 

7.1.4. Necht; / je realna funkce, a e ffi, n 6 N a existuje vlastni f^ n \a). Potom 

pro kazde j e {0. n — 1} existuje vlastni f ( ^(x) na nejakem okoli bodu a. 

Specialne odtud vyplyva, ze Tayloruv polynom t/’“ je dobre definovan. Zrejme 
plati T{’ a = t. 

7.1.5. Necht; / je realna funkce, a e R, n e N a existuje vlastni f^Ha). Z definice 
Taylorova polynomu je zrejme, ze plati st (T/’ a ) < n. Tato nerovnost ovsem muze 
byt ostra. To nastava prave tehdy, kdyz plati f^ n \a) = 0. Polozime-li napriklad 
/ = sin, a = 0 a n = 2, dostaneme 


T 2 sin ’°(x) = sinO + sin'(0)x + 


sin'(O) 2 = 

2 x x, 


tel, 


takze st(7’ 2 sm ’°) = 1. 


‘Brook Taylor (1685-1731) 
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7.1.6. Necht: / je realna funkce, a e M, n e N a existuje vlastnf f^ n \a). Oznacme 
T = t/’“. Pak pro kazde xel platf 


T'(x) = f(a) + f"(a)(x -«) + ■••+ ^-^y/ (n) (a)(* ~ a)" -1 . 
r"(jc) = /"(a) + /'»(* - a) + • • ■ + / (n) (a)(* - a)”" 2 . 


7’ ( "- 1) (x) = / ( ” _1) (a) + / (n) («)(* - fl), 

r w W = / (n) («)- 

Dosadfme-li x = a, dostaneme vztahy 

T(a) = f(a), T'(a) = f\a ), T"(a) = /»,.... T (n \a) = f (n \a). 

7.1.7. Necht; / je realna funkce, a e R, « e N, n > 2, a existuje vlastnf f^{a). 
Potom pro kazde x e R platf (T/’ a )'(x) = T/j“(x). Toto tvrzenf bezprostredne 
vyplyva z Definice |7.1.2| a [7.1.6| . 

7.1.8. Prfklad. Spoctete Tayloruv polynom tretfho radu v bode 0 pro funkce sinus 
a kosinus. 

Resent Protoze platf 

sinO = 0, sin'O = cosO = 1, sin"0 = -sinO = 0, sin'"0 = -cosO = —1, 


dostavame 


T™’\x) = x l -x 3 . 


Podobne lze odvodit vztah 


,s ’°« = 


-x 2 

2 


7.1.9. Na nasledujfcfm obrazku jsou zachyceny grafy funkce sinus a Taylorovych 
polynomu r| m ’° a T^ m ’°. 
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Obrazek 1. Taylorovy polynomy funkce sinus 


7.1.10. Budeme studovat otazku, jak kvalitni je aproximace funkce jejim Tayloro- 
vym polynomem. Kvalitu priblizeni obvykle merime velikosti „chyby aproximace“, 
tedy veliciny \f(x) — T/’ a (x)\ v danem bode x. Tuto chybu je mozne jen malokdy 
spocitat presne, uvedeme ale pro ni nekolik velmi efektivnich odhadu. Chybu apro¬ 
ximace budeme v dalsim textu nazyvat „zbytkem“. Dulezitou charakterisdkou kva- 
lity aproximace je popis a nebo alespon horni odhad velikosti zbytku v zavislosti 
na bodu x, jestlize se tento bod blizi k bodu a. 


7.1.11. Veta (Peanuv tvar zbytku). Necht; / je realna funkce, n e N, a e ffi a 
existuje vlastni f (n Ha). Potom 


lim 


f{x) - T/- a (x ) 
(x - a) n 


= 0 . 


Dukaz. Pouzijeme matematickou indukci podle n. Necht' n = 1. Potom podle |7.1.4| 
a ( |7ll ) plati 


lim 


fix) - T>’ a {x) 


lim 


m-tjx) 


= 0 . 


x — a 


Necht; n e N, n > 1. Predpokladejme, ze existuje vlastni f^ n \a) a tvrzeni vety 
plati pro n — 1. To znamena, ze pro kazdou funkci g takovou, ze existuje vlastni 

g(n-!)( a ) j pl a tf 


lim 


gjx) - T**ix) 
(x — a)" -1 


= 0 . 


Tento predpokladvyuzijeme prog = /'. Vime, ze funkce /' v bode a vlastni (n—1)- 
ni derivaci, nebot; i f r f n ~^ia) = f^ n Ha) e R. Podle indukcniho predpokladu tedy 
plati 
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Funkce / je spojita v bode a , nebot; existuje vlastni fid). Funkce T/’ a je polynom, 
a tedy je take sp oiita v bode a. Z toho plyne, ze muzeme vyuzit L’Hospitalova 
pravidla (viz Vetu p.3.l| (a)). Dostaneme 


lim 


f(x) - T n f ’ a jx) 


(x - a) n 


lim 


(fix) - T n f ’ a (x))' 
(ix-aY)' 


Podlc [7. 1. 6| plati (7 T /’ a ) , = T/_f. Tudiz z ( |A3| ) vyplyva, ze 


T . fix)-T/’ a ix) /' x -r/j x n 

llm -7- Vn - = llm -7- \n-l = °- 

ix-a) n nix-a) n 1 


Tim je tvrzeni dokazano. 


7.1.12. Lemma. Necht; n e N, Q je polynom, st Q < n a lim*-^ ®-a\ n = Q 
je nulovy polynom. 


Dukaz. Predpokladejme, ze polynom Q neni nulovy. Polynom Q ma zrejme v bode 
a koren. Pak podle Lemmatu ?? existuje k € a polynom R takovy, ze 

Qix) = ix — a) k Rix) a Ria) Y 0. Potom plati 


0 = 


lim 


Qix) 

ix - a) n 


lim 


R(x) 

ix - a) n ~ k 


Posledni limita ale bud neexistuje (je-li k < n a n — k je liche), nebo je nevlastni 
(je-li k < n a n — k je sude), nebo je vlastni a nenulova (je-li k = n). Ve vsech techto 
pripadech dostavame spor. Tim je tvrzeni lemmatu dokazano. ■ 


7.1.13. Veta. Necht; / je realna funkce, n e N, a e M, existuje vlastni f (n) (a) a P 
je polynom stupne nejvyse n splnujici 


lim 


fix) ~ Pjx) 
ix-a)" 


= 0 . 


Potom P = T/’ a . 


Dukaz. Podle Vety [7. 1.1 1| vime, ze 


fix)-T/’ a ix) n 

lim -7-77-= °- 

x^a ix - a) n 


Podle vety o aritmetice limit (Veta |4.2.2t ) tedy plati 
lim 


a ix)-Pix) T n U ix)-fix) fix)-Pix) n n n 

f-P- -VT = i im + lim -_ = o + 0 = 0. 

ix - a) n x^-a ix - a) n x^-a ix - a) n 


Dale plati st (T/’ a — P) < n, a tedy podle Lemmatu [7.1.12| je T,{’ a — P nulovy 
polynom. To znamena, ze P = T/’ a . m 
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Veta [7.1.11| udava asymptoticky odhad „radu“ chyby, jiz se dopustime pri na- 
hrazeni funkce Taylorovym polynomem, neffka vsak nic o jeji skutecne velikosti. V 
nasledujici vete odvodime presnejsf formuli pro vyjadrem chyby, ovsem za silnej- 
sich predpokladu na funkci /. 

7.1.14. Veta (obecny tvar zbytku). Necht; / je realna funkce, n e N, a,x e R, 
a < x,a f ma v kazdem bode intervalu [a, x\ vlastm derivaci radu (n + 1). Necht; <p 
je spojita funkce na [a, x\ majfcf v kazdem bode intervalu (a, x) vlastm nenulovou 
derivaci. Pak existuje £ € (a, x) takove, ze 

/W-r/- W = 

Dukaz. Definujme funkci F: [a, _v] —> 1R. predpisem 

m = m - (fu) + f(t)(x - 1 ) + • • • + ^f (n \oix - o") . 

Funkce F je spojita na [ a , x] a ma vlastm derivaci v kazdem bode intervalu (a, x), 
nebot; vsechny funkce vystupujici v definici F maji vlastm derivaci v kazdem bode 
intervalu [a,x]. Podle Cauchyovy vety (Vcta |5.2.13| ) tedy existuje f € ( a , x) takove, 

Fix) - Fja) = ]F^) 

<pix)~<p(a) fifr 

Necht; t e ( a,x ). Potom 

F'it) = - (f'it) + fit) • (-1) + f{t)(x - t) + • • ■■ + I/(”+D(0(x - ty'j 
= -^f <n+1) {t)(x-t)\ 

Dosadime-li t = tj, dostaneme 

F '($) = -^f (n+1) m x -w- 

Zrejme plati F(x) = 0 a F(a) = fix) - T/’ a (x). Odtud a z (f74j) dostavame 
n\ <p'(%) 

Tvrzeni je dokazano. ■ 

7.1.15. Veta [7. 1.14| plati i v pripade x < a. Dukaz je stejny. 

7.1.16. Predpoklady Vety [7.1.14| lze mirne zeslabit. Staci predpokladat, ze je 
spojita na [ a,x\ a /1" +1 1 existuje (vlastm ci nevlastni) na (a, x). I za tohoto pred- 
pokladu lze pouzit postup z uvedeneho dukazu. 

Vetu [7.1.14| nyni vyuzijeme k odvozeni dvou konkretnfch tvaru zbytku Taylo- 
rova polynomu. Dosahneme toho v obou pripadech vhodnou volbou funkce (p. 
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7.1.17. Veta (Lagrangeuv tvar zbytku). Necht; / je realna funkce, « € N , a , x e M , 
a < x, a / ma v kazdem bode intervalu [a, x\ vlastnf derivaci radu (n + I). Potom 
existuje £ e (a, x) takove, ze 

f(x) - T/’ a (x) = ^^/ (n+1) Gi)(* _ a) n+ 1. ( 7 . 5 ) 


Dukaz. Polozme <p(t) = (x—t) n+1 ,t e [a,x]. Pak je funkce <p je spojitan a [a, x] 
otevrenem intervalu (a, x) ma vlastnf nenulovou derivaci. Podle Vety [7.1.14) 
existuje f e (a,x) takove, ze 


/W - r/- W = 

= ^f in+1) mx~a) n+l . 


a na 
tedy 


7.1.18. Veta. Necht; / je realna funkce, / je interval, n e N a / ma v kazdem bode 
intervalu I vlastnf derivaci radu (n + 1). Necht; M e M a pro kazde x e I platf 
|/ (n+1) (x)[ < M. Potom pro kazde x e I platf 

I fix) - T/’ a (x) | < |x - a\ n+1 . 

Dukaz. Tvrzenf bezprostredne plyne z Vety [7.1.17| . ■ 

7.1.19. Veta (Cauchyuv tvar zbytku). Necht; / je realna funkce, n e N, a.x e M, 
a < x, a / ma v kazdem bode intervalu [a, x\ vlastnf derivaci radu (n + 1). Potom 
existuje | e (a, x) takove, ze 

fix) - T/’ a (x) = I/ ( »+0(£)(x - f)*(x - a). (7.6) 

Dukaz. Polozme (pit) = t, t e [a,x\. Pak je funkce cp je spojita na \a,x\ a na ote- 
vrenem intervalu {a, x) ma vlastnf nenulovou derivaci. Podle Vety [7.1.14| existuje 
f e (fl.r) takove, ze 

fix) - T/’ a ix) = ±J^Lf(*+»iS)i x - £)» = ± f (n+1) mx - £)"(x - a). 


7.2. Symbol male o 

7.2.1. Z Vety [7 1.1 1| vyplyva, ze za uvedenych predpokladu muzeme funkci / na 
jistem okolf bodu a zapsat ve tvaru / = T^’ a + w, kde „chybova funkce" o> splnuje 

i- 
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7.2.2. Taylorovy polynomy lze mimo jine pouzit k pocitani limit funkci a posloup- 
nosti a k vysetrovani konvergence ciselnych fad s nezapornymi cleny. Ve vsech 
techto pripadech vetsinou pocitame limitu nejake komplikovane funkce. Pro vy- 
pocet limity posloupnosti pak obvykle vyuzijeme Heineovu vetu a pro vysetreni 
konvergence rady srovnavaci kriterium. 

Zakladni myslenka vypoctu limity funkce je nasledujici. Funkce, ktere se obje- 
vuji ve vyrazu, jehoz limitu pocitame, vyjadnme jako soucet polynomu a chybove 
funkce. Vypocet limity pak bude sestavat z vypoctu limity obsahujici pouze po¬ 
lynomy a chybove funkce. Pri vhodnem vyjadreni funkce ve tvaru „polynom plus 
chybova funkce“ pak mohou byt tyto vypocty velmi jednoduche. Pri pocitani s chy- 
bovymi funkcemi totiz nemusime brat v uvahu jejicb presny tvar, ale pouze odhady 
velikosti chyby. Hlavni problem vypoctu pak spociva v tom, jak nalezt k danym 
funkcim odpovidajici polynomy vhodneho stupne a chybove funkce. Takove po- 
stupy ukazeme v nasledujicim vykladu. 


7.2.3. Definice. Necht; / a g jsou funkce, a e M*. Rekneme, ze funkce / je v bode 
a male o od funkce g (piseme f(x) = o(g(x)), x -*■ a), jestlize plati 


lim 


m 

g(x) 


= 0 . 


7.2.4. Vyraz „f(x) = o(g(x)), x —> a“ chapeme jako jeden symbol. Znamenko 
rovnosti zde neznaci standardni rovnost mezi realnymi cisly nebo funkcemi a nelze 
s mm pracovat samostatne. 

7.2.5. Tvrzeni Vety [7.1.1l| je mozne zapsat ve tvaru 

fix) - T/’ a (x) = o((x - a) n ),x -> a , 

proto bude v roli funkce g casto vystupovat funkce x i-^ (x — a) n , nebo jen x i-> x n 
v pripade a = 0. 

(c) Symbol f(x) = o(l), x — > a podle definice znamena, ze lim x _> a / (x) = 0. 

(d) Pokud nebude hrozit nedorozumeni, budeme symbol x —> a vynechavat. 


7.2.6. Veta (aritmetika maleho o). Necht; a e ffi*. 

(a) Jestlize fi(x) = o(g(x)), x ->• a a f 2 (x) = o(g(xj), x -»• a, potom fi(x) + 
fz(x) = o(g(x)), x^a. 

(b) Jestlize f x (x) = o(gi(x)), x ->■ a a f 2 (x) = o(g 2 (x)), x ->• a, potom 
fi(x)f 2 (x) = o(g!(x)g 2 (x)), x^a. 

(c) Jestlize f\(x) = o(g\ (x)), x —> a a f 2 je nenulova na jistem prstencovem 
okoli bodu a, potom /i(x) f 2 (x) = o(gi(x) f 2 {x )), x —> a. 

(d) Jestlize /(x) = o(gi(x)), x ^ a a lim*-^ je vlastni, potom /(x) = 
o(g 2 (x)), x ^ a. 

(e) Jestlize /(x) = o(g(x)), x a a h je omezena na jistem prstencovem okoli 
bodu a, potom h(x)f(x) = o(g(x)), x -* a. 

(f) Jestlize a e R, m, n e N U {0}, m < n, a /(x) = o((x - a) n ), x -»• a, potom 
fix) = o((x-a) m ),x -+a. 
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Dukaz. Vsech na tvrzenf bezprostredne plynou z vety o aritmetice limit (Vcta p~2^ ) 
aVety p~2T5l ■ 

7.2.7. Veta. Necht; a,b e K*, necht; <p je funkce definovana na nejakem prstenco¬ 
vem okoli bodu a a necht; / a g jsou funkce definovane na nejakem prstencovem 
okolf bodu Predpokladejme, ze platf f(y ) = o(g(y)),y —> b, alim*-^ <p(x) = b. 
Necht; dale existuje S e R, S > 0, takove, ze 

Vx e P(a,8): <p(x ) ^ b. 

Potom f(tp(x)) = o(g(<p(x)), x —> a. 

Dukaz. Tvrzenf bezprostredne plyne z vety o limite slozene funkce (Veta |4.2.20| (P)) . 


7.2.8. Prfklad. Urcete Tayloruv polynom radu 3 funkce tangens v bode 0. 


Resent Mohli bychom spocftat derivace funkce tangens az do tretfho radu v bo¬ 
de 0 a pak sestav it prfslusny Tayloruv polynom podle definice, jako jsme to ucinili 
v Prfkladu [7.1.8| . Ukazeme vsak jeste jiny postup. 

Protoze ma funkce tangens na intervalu (—§, f) derivace vsech radu, stacf na- 
lezt polynom P takovy, ze st(P) < 3 a t gx — P(x) = o{x 3 ), x -¥ 0. Pak totiz podle 
Vety |7.1.13| jiz musf platit P = T^ s ’°. Oznacme P(x) = A 0 + A\x + A 2 x 2 + T 3 x 3 . 
Potom 

- (To + A\x + A 2 x 2 + T 3 x 3 ) = o(x 3 ), x y 0, 

cosx 

neboli 

sin x 23 

-(T 0 + A\x + A 2 x + A 3 x ) = co(x), 

COS X 

kde funkce co je definovana na prstencovem okolf bodu 0 a platf 


co(x) _ 


Potom pro kazde x z tohoto prstencoveho okolf platf 

sinx = (T 0 + A\x + T 2 x 2 + T 3 x 3 + co(x)) cosx. (7.7) 

Funkce sinus a kosinus muzeme vyjadrit podle Prfkladu [7.1.8| ve forme 

sin x = x - ^x 3 + r]{x), 

6 

cosx = 1 - -x 2 + £(x), 


kde funkce r) a t, splnujf 
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Uvedena vyjadreni funkci sinus a kosinus nyni dosadime do (|7.7|), pravou stranu 
roznasobime a po uprave dostaneme 

x - \x 3 + r)(x) = (d 0 + Aix + A 2 x 2 + A 3 x 3 + co(x)) ( 1 - \x 2 + £(*) 

6 V 2 

/ i \ / i \ V’°J 

= do + A\x + ( A 2 — -d° 1 x 2 + ( A 3 — - A i J x 3 + r(x ), 

pricemz 

t(x) = co(x) - ^ A 2 x 4 - ^A 3 x 5 - ^co(x)x 2 + (d 0 + Aix + A 2 x 2 + A 3 x 3 + co(x))t;(x). 
Z tvaru funkce r snadno odvodime, ze 


lim^ = 0. 

W-0 X 3 


Upravou ( }7.8[ ) obdrzime 

do + (di — l)x + ^A 2 — -do^ x2 + ^3 — 2 ^ 1 + 6^ 


rj(x) - r(x). 


Oznacme symbolem Q polynom na leve strane predchoziho vztahu. P otom st Q < 
3aztvarupravestranyplyne, ze Q{x) = o(x 3 ),x —* 0. Podle Lemmatu |7.1.12| musi 
byt polynom Q nulovy, a tedy musi mit nulove koeficienty, tj. 

do = 0, A\ — 1 = 0, A 2 — —do = 0, A 3 — — A\ + 7 = 0. 

2 2 6 

Odtud dostaneme d 0 = 0, A\ = 1, d 2 = 0, d 3 = |. s neboli 


7 , 3 S ’°O0 = x+ X -x 3 , tel. 


7.2.9. Pri pocitani ulob podobneho typu, jaky jsme videli v Prikladu [7.2.8| se casto 
uziva nasledujici konvence. Misto abychom pracovali s jednotlivymi chybovymi 
funkcemi - v nasem prikladu to byly funkce co, rj, £, r - budeme je znacit vzdy stej- 
nym symbolem, ktery bude obsahovat pouze informaci o presnosti naseho odhadu. 
Misto abychom psali napriklad / (x) = g(x) + co(x), kde co(x) = o(x 3 ), x —» 0, bu¬ 
deme psat rovnou f(x) = g(x) + o(x 3 ), x —» 0. Tento zpusob zapisu cini vypocet 
prehlednejsi, nicmene je treba dat pozor na jista jeho uskali. Nebudeme se zde sna- 
zit dat tomuto zapisu presny matematicky vyznam. Budeme jej chapat pouze jako 
zkracenou verzi zapisu s chybovymi funkcemi, ktery jiz presny matematicky vy¬ 
znam mi. Korektnost naseho vypoctu bude dana tim, ze jej muzem e zaps at vzdy 
naprosto presne s pouzitim chybovych funkci. Vypocet z Prikladu |7.2.8| pak lze 
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zapsat nasledovne: 

X - ^x 3 + o(x 3 ') = (do + Ayx + A 2 x 2 + A 3 x 3 + o(x 3 )) ^1 - ^x 2 + o(* 3 )^ = 

= A 0 + Ayx + ^d 2 — -d 0 ^ %2 + — 2^') X ~ 

+ o(x 3 ) - ^A 2 x 4 - ^A 3 x 5 - ]^x 2 o(x 3 )+ 

+ (do + A\x + A 2 x 2 + A 3 x 3 + o(x 3 ))o(x 3 ), x —> 0. 

Vsimneme si, ze 

- ~d 2 x 4 = o(x 3 ), x —> 0 (z definice), 

- ^ A 3 x 5 = o(x 3 ), x -4 0 (z definice), 

- ^x 2 o{x 3 ) = o(x 3 ), x —> 0 (Veta^2j(v)), 

(do + Ayx + A 2 x 2 + A 3 x 3 + o(x 3 ))o(x 3 ) = o(x 3 ), x -* 0 (Veta [7.2.6| (e)). 
Odtud plyne podle Vety [7.2.^ (a) 

do + (Ay - V)x + ^d 2 - ^doj X 2 + |d 3 - X -Ay + ^ * 3 = o(x 3 ), X -* 0. 

Zaver vypoctu jiz nyni probehne stejne jako v predchozi variante. 

Pri bezpecnem zvladnuti teto metody lze k vysledku casto dospet rychleji nez 
postupnym derivovamm dane funkce, nebot; s odhady chyb lze pracovat velmi 
efektivne. 


7.3. Taylorovy a Maclaurinovy rady elementarmch funkci 

Ve Vete [7. 1.1 1| jsme videli, ze s rostoucim radem Taylorova polynomu dostava- 
me presnejsi aproximaci dane funkce /. Bylo by tedy mozne ocekavat, ze bychom 
danou funkci mohli jistym zpusobem vyjadrit pomoci limity Taylorovych polyno¬ 
mu, tedy ve tvaru nekonecne rady. Tato uvaha motivuje nasledujici definici. 

7.3.1. Definice. Necht; / je funkce, a e E a funkce / ma v bode a derivace vsech 
radu. Potom radu 

f^-J^ia^x-a)", tel, 

n =0 n ~ 

nazyvame Taylorovou r adou funkce / o stredu a . Ve specialmm pffpade a = 0 
mluvime o Maclaurinove rade@. 


^Colin Maclaurin (1698-1746) 
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7.3.2. Poznamka. V souvislosti s Taylorovou radou funkce / nas zajima zejmena 
platnost rovnosti 


m = Y j -f (n \a){x-a) n , 


(7.9) 


pro nejake xel, tj. zda je nekonecna rada pro dane a: konvergentni a eventualne 
zda je jeji soucet rover ;). Samotna konvergence Taylorovy rady pro kazde x e R 
vsak platnost vztahu jeste nezarucuje. Pnkladcm je funkce 




jejiz vsechny derivace v bode 0 jsou rovny 0 (viz Priklad |5.6.4l[ ), takze soucet jejf 
Taylorovy rady je konstantni nulova funkce, ackoliv f(x) ^ 0 pro x ^ 0. 

V mnoha pripadech lze ale funkci vyjadrit jako soucet jejf Taylorovy rady ale- 
spon na jistem intervalu. 

Nyni postupne spocteme Taylorovy polynomy a rady nekterych elementarnich 
funkci. Budeme se zaroven zabyvat otazkou, pro ktera x e M jsou tyto rady kon- 
vergentni a zda je jejich souctem puvodne zadana funkce. Misto symbolu T^’ a 
budeme psat pro prehlednost pouze 7*, nebot' z kontextu bude vzdy zrejme, s ja- 
kou funkci / pracujeme. Bod a bude shodou okolnosti roven vzdy 0. Dale budeme 
znacit Rk = f ~ Tk • Platnost rovnosti (j79|) v danem bode x e R. je pak ekviva- 
lentni vyroku lim^-s-cc Rk{x) = 0. Pfipominame, ze i zde budeme vyuzivat umluvu 
/ (0) = /• 

7.3.3 (exponencialni funkce). Pro kazde xetai e NU{0} plati exp (/) x = exp x. 
Je tedy exp® 0=1 pro kazde / e N U {0}. Tayloruv polynom ma pak tvar 



Taylorova rada se stredem v bode 0 ma potom tvar h. xU a P ro kazde * e 

M plati 


«p 


podle definice exponencialni funkce d6d|). 

7.3.4 (funkce sinus). Pro derivace funkce sinus plati 


sin 


x = cosx, 


sin 


x = —sinx, 


sin® x = — cos x, sin® 


x = sin x 


a dale se funkce periodicky opakuji, tj. sin^ 


x = sin® x. Tedy 
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Taylorovy polynomy v bode 0 maj i tudiz tvar T 0 (x) = 0, 7) (x) = T 2 (x) = ; 
T 3 (x) = T^(x) = x — ^\X 3 . Obecne pak mame pro kazde fceNU{0} 


T 2 k -iW = T 2k (x) = x 


■ + (-I)*' 


1 


(2k - 1)! 

Pro funkci sinus je Tayloruv polynom radu 2k v bode 0 polynomem stupne 2k — 1. 
Podle (|T3j) pak pro kazde ret plati rovnost 


sinA = 


(- 1 )" 


7.3.5 (funkce kosinus). Podobne jako v pfedchozim pripade dostaneme pro kazde 
ke NU{0} 


T 2k (x) = T 2k +\(x) = i - - 
Z ( ]6~H ) pak plyne pro kazde x e M vztah 


h -x 4 + ••• + — x 

4! ^ ■* <(2k)\ 


7.3.6 (funkce x i-f log(l + x)). Funkce f(x) = log(l + x) ma na svem definicnim 
oboru (—l,oo) derivace vsech radu. Snadno lze matematickou indukci dokazat, ze 
pro kazde l e N a x e (—1, oo) plati 

HD (x) = ( _n/-i ^ ~ 

J w } (i + xy 

Odtud dostavame 

/(0) = 0, f'(0) = 0!, /"(0) = -1!, 

a tudiz pro kazde leNUfOJatel plati 


f (k \0 ) = - 1)!, 


1 


1 


Zvolme x e (0,1]. Pouzijeme Lagrangeuv tvar zbytku (Veta [7.1.17| ). Podle teto 
vety pro kazde n e N existuje cislo e (0, x) takove, ze 

logo+^-Et-iy- x j = 


Odhadneme 

logci + ^-^c-iy- 1 - 


Odtud plyn< 


log(l+*)=£ 


Mrh) 

(-1)”" 1 » 


(7.10) 
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Uvazujme nym a: 6 (—1, 0). Pro tyto hodnoty promenne a: vyuzijeme Cauchy- 
uv tvar zbytku (Veta |7. 1.1 9| ). Pro kazde n e N nalezneme podle teto vety cfslo 
e (x, 0) takove, ze 

log(l + X) - - %n) n 

7=1 ] H ' 


Zrejme platf nerovnost 


1 +Sn - 


a tedy muzeme odhadnout 

logCi + ^-B-D^T ' 


(1 + ?»)» +1 ' 1 U + ln) 1 +$n 

m(i- 1+x X w <(-,r W- 
V 1 + &J l+£» ' l+JC 


= l*l n+1 

i-W 

Protoze dale plat! lim,,-^ = 0, dostavame 

log(l + x ) = jt ( -^l -*"• 

Pro kazde tc e (—1,1] tedy plat! 

lo g (l+x) = f^^Xx n . (7.11) 

7.3.7. Ze vztahu ( [7 .11 [ ) dostaneme dosazem'm jc = 1 zajimavou rovnost 

Pro .tel\(-lj] rada v ( |7.1 1[ ) diverguje, a pro takove x vztah ( [7.1l[ ) neplatl. 

7.3.8. Priklad. Napiste Maclaurinovu radu pro funkci x h>- log ^ na inter- 

valu (-1,1). 
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Resem. Z [7.3.6| plyne, ze pro kazde x e (—1,1) plat! 

[YVx 


log 


= ~ (!og(l + x) - log(l - a)) 


^(e^^-e^m-) 


= Y- 


7.3.9 (funkce x i->- (1 + x)“). Posledni funkci, pro kterou Tayloruv polynom v bo¬ 
de 0 odvodime z definice, bude funkce f{x) = (1 + x) a , x e (-1, oo), kde a e M. 
Na svem defmicnim oboru ma funkce / derivace vsech fadu. Pro kazde k € N U{0} 
axel plat! 

fix) = a(l + x ) a ~ l , f"(x) = a(a - 1)(1 + x) a ~ 2 , ... 

f {k \x) = a(a - 1) - -- (a - k + 1)(1 + x) a ~ k , 

a tedy 

/'( 0) = a, /"(0) = a(a — 1), /^(0) « a(a — 1) •• • (a — k + 1). 

Tayloruv polynom k- teho radu pro funkci / v bode 0 ma proto tvar 
_ «(<*-!) r2M _ M a(<*-l)-(a-k + l) xk ' 

Definujme pro a e R a j € N U {0} zobecnene kombinacni cislo (“) predpisem 

©->• C)- ° (a - 1 ) T j+1) - 

Pro a e N U{0} a j < a tento predpis dava obvykle kombinacni cislo. Nyni muzeme 
Tk(x) prepsat ve tvaru 

(7.12) 


T k (x) = 1 + -* + - 


Ukazeme, ze pro kazde a e (—1,1) plati 

a+-)“=£ (“)-”• 


(7.13) 


Pro x = 0 je tvrzeni zr ejme. Zv olme tedy x e (—1,1), x^O, pevne. Podle Cauchy- 
ova tvaru zbytku (Veta |7.1.19[ ) nalezneme pro kazde n e N cislo £„ lezici mezi 0 a 
x takove, ze 

(1 +x) a -J2 = i«(« - 1) - (a - «)(1 + Z„) a - n -\x - &,)»*. 
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Funkce z i->- z a 1 je na intervalu (0, oo) monotonin', a tedy 
(1 + ^)“ _1 <max{l I (l + *)“- 1 }. 

Muzeme odhadnout 


(1 


+ - ^jl“(a-l)"• («-«)!• max{l,(l+x)“ X }‘ |1 

Vzhledem k tomu, ze plati 


(7.14) 


muzeme dale odhadnout 


| 1 + Hn l 


(1 + *)' 


-so 


< — \a---{a-ri)\C ■ \x\ n ~ 


(7.15) 


kde C = max{ 1, (1 + x) a *}. Oznacme a n = A|or - - • (a - n)\C ■ \x\ n+x . Potom 


lim n+ = lim 


X\ = \x\ < 1 . 


Rada a n je tedyjconvergentm podle d’Alembertova kriter ia (Vcta |3^2.1l[ ), a 
proto podle Vety [3. 1 15| nutne plat! lim a n = 0. Odtud a z ( |7.15| ) vyplyva platnost 
( |7l3| ). 

Nyni uvedeme nekolik prikladu na vypocet a pouziti Taylorova polynomu. 
Na nasledujicim prikladu ilustrujeme zpusob, jak vypocitat Tayloruv polynom bez 
derivovani. 

7.3.10. Priklad. Profunkci fix) = naleznete Taylorovy polynomy vsech radix 
v bode 0. 

Reseni Vime (viz Priklad [3.1,8[ ), ze pro kazde te(-l,l)a)ieN plati 

. _! = = l ~ x + x2 -+ (— l)*^c* + Y (- l) n x n = 

+ X n=0 n=k+ 1 

x k +i 

= l - X + x 2 - ■ ■ ■ + i-l) k x k + i-l) k+1 - - . 


(-i ) fc+1 x+r^ = o(xk) ' x ^ 0 ’ 

a tedy T^’°(x) = 1 — x + x 2 — ••• + (— \) k x k podle Vety [7.1.13| . Ten to vysledek, 
ktery jsme odvodili bez pocitani derivaci, je ve shode se vztahem ( |7.12t ) pro pripad 
a = - 1 . * 

7.3.11. Priklad. Nechi fix) = sin(sinx). Spoctete t/’°. 
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Resent. Podle Vety [7.1.13| plati 

siny=y- l -y= + ±y 5 + °(y s ),y^0. 
Podle Vety [7.2. 7| , kde g(y) = y 5 a cp(x) = sin a, dostavame 


Protoze lrnix-i-o = 1, je tedy podle Vety (7.2.6| (d) 

sin(sinx) = sin a — - sin 3 a + sin 5 a + o(a 5 ), a 0. (7.17) 

Spocitejme rozvoje pro funkce sin 3 a a sin 5 a. S vyuzitim toho, ze -^a 3 + o(a 3 ) = 
o(a 2 ), a —> 0, dostaneme 

= a 3 + 3a 2 ~x 3 + o(a 3 )^ + 3a ^-^a 3 + °(a 3 )^ + 

+ (-k+•«)’- 

= a 3 + ^~a 5 + 3a 2 o(a 3 )^ + 3a (o(a 2 )) 2 + (o(a 2 )) 3 = 

= a 3 -^a 5 + 0 (a 5 ), a —> 0. 

Pri odvozeni poslednich dvou rovnostijsme vyuzili Vetu |7.2.6| (a)-(c),(f). Podobne 
plati 

sin 5 a = (a + o(a)) 5 = a 5 + J2 [ 5 j ) x5 ~ i (°(^)) 3 = * 5 + o(a 5 ), a > 0. 


Vsimneme si, ze pri umocnovani Taylorova rozvoje je vhodne stanovit jeho rad po- 
kud mozno co nejnizsi, abychom si vypocet zbytecne nekomplikovali, ale tak aby 
vysledny odhad chyby byl pozadovaneho radu. Pro rozvoj sin 3 a s chybou o(a 5 ) 
stacilo pracovat s Taylorovym polynomem funkce sinus tretiho radu, a pro rozvoj 
sin 5 a s chybou o(a 5 ) jsme vystacili dokonce s Taylorovym polynomem funkce si¬ 
nus prvniho radu. 

Po dosazeni do ( |7.17[ ) a ( [7. 16[ ) dostaneme 

sin (sin a) = a - ^a 3 + ^a 5 + o(a 5 ), a -*■ 0, 
takze t/’°( a) = a — |a 3 + djA 5 . * 
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7.3.12. Priklad. Spoctete limitu 

2 sin(sin x) — sin(2x) l/\ + x 2 


Resent. Podle predchoziho prikladu plati 


a dale podle Vety [7.2.71 , Vety |7.2.6[ (d), ( |7.17| ) a [7.1 2| platf 

sin(2x) = (2x) - ^(2x) 3 + -^-(2x) 5 + o(x 5 ) = 2x - \x 3 + -^x 5 + o(x 5 ), x - 
o IzU 3 Id 

t/\ + x* = \+ l -x 2 - l -{x 2 ) 2 + o{x% X^O. 

Nyni vyjadfime 

sin(2a:) l/\ + x 2 = ^ 2x - ^x 3 + ^x 5 + o(x 5 ) j ^x 2 - ^x 4 + o(x 4 )^ = 

2 3 _2 
~3 X ~5 X 

Nakonec spocteme zadanou limitu: 

2 sin (sin x) — sin(2x) \/l + x 2 


lim - 


(2* - |x 3 + ix 5 + o(x 5 )) - (2x - |x 3 - §x 5 + o(x 5 )) 


(3 o(x 5 )\ 


7.3.13. Priklad. Naleznete k e N U {0} takove, aby pro Tayloruv polynom 7). 
funkce exp platil odhad |exp(x) — 7fc(x)| < 0,001 pro kazde x e [0,1]. 

Resent. Nechix e [0,1] ak e NU{0}. Podle Lagrangeova tvaru zbytku (Veta [7.1.1Z| ) 
existuje ^ e (0,1) takove, ze 

l ex P' , - r ‘ w l = ef ''»+T)!-»Ti)T<»Ti)T' <7 ' 18) 

Pro k = 6 plati = j^gg < 0,001. Zadane presnosti tedy podle odhadu ( |7.18[ ) 
dosahneme na celem intervalu [0,1] pro k = 6, tj. pouzijeme-li k pribliznemu vy- 
poctu hodnoty exp x polynom 

ala la 1 

v 3 -I_y 4 -I_y 5 -I_y 6 

+ 24 + 120 + 720 ' 


1 + x + -x 2 + 
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7.4. Teoreticke priklady k Taylorovu polynomu 


7.4.1. Prfklad. Necht; /: [a, b] —» R ma derivace vsech radu v kazdem bode inter- 
valu [a, b], pricemz existuje cfslo M takove, ze |/^(x)| < M pro kazde n e N U {0} 
a kazde x e [a, b], Pak pro kazde x a xq v [a, b] platf 




Resent Zvol me pevn e x,xo e [a,b]. Pouzijeme pro odhad chyby Lagrangeuv tvar 
zbytku (Veta [7. 1.1 7[ ) . Z teto vety plyne, ze existuje f lezfcf mezi xq a x splnujfcf 


m = E 


" /^(Xo) 


(x — X 0 )* + r n , 


Ar=0 


Odtud ihned vyplyva odhad 


Proto limn-j-oo r„ = 0 a platf 


(« + 1 )! 


r/ ^ r Y^ f^i x o) ( ^k /^( x o) ^ 

/(*) = ten 2^-7^-- *o) =2^-Tf-( x “ *o) • 


Nasledujfcf prfklad obsahuje pomocne technicke tvrzenf, ktere vyuzijeme v 
daisfm vykladu. 

7.4.2. Prfklad. Necht; <p je omezena funkce na R takova, ze cp' je omezena na R. 
Necht; A; e N U {0}. Dokazte, ze potomje funkce 

g(x) = ^2 2 ~ n n k <p{n 2 x), tel, 

n= 1 

diferencovatelna a platf 

g'(x) = f] 2 - n n k+2 <p'(n 2 x), tel. 


Resent Necht' C e R je takove, ze pro kazde tel platf 

\<P(x)\<C a \(p'{x)\ < C. (7.19) 

Protoze rada Y^n=} 2~"n k C konverguje, plyne ze srovnavacfho kriteria (Veta |3.2.^ ), 
ze rada Y^=\ 2 ~"n k (p(n 2 x) konverguje absolutne. Podle Vety |3.4.3| tcdy tato rada 
konverguje, takze funkce g je dobre definovana na R. 
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Vezmeme pevne x e M a zvolme e e M, e > 0. Rada 2 n n k+2 konverguje, 
a tedy k tomuto s lze nalezt no e N takove, ze 


J 2 ~ n n k+2 < s. (7.20) 

Z Lagrangeovy vety o stredm hodnote (Veta |5.2.4| ) aplikovane na funkci y 
<p(n 2 y) vyplyva, ze pro kazde a, b e R existuje takove, ze 

< p(n 2 a) - (p{n 2 b) = «V(n 2 £)(a - b). 


Odtud plyne, ze 

\<p(n 2 a) — <p(n 2 b)\ < Cn 2 \a — b \. (7-21) 

Nalezneme 8 € R, S > 0, takove, ze pro kazde h e P( 0, 8) a kazde n e N, n < n 0 , 
platf 

| ^(<p(n 2 (x + h)) - (p{n 2 x )) - n 2 (p'(n 2 x )| < (7.22) 

Pak pro h e P(0, 8) mame 

| g (x + /Q- g (x ) _|, 2 - V+Wx) | 

= |E Q(?(« 2 (* + A)) - *>(« 2 *)) - * W*)) | 

< 2_ "«* |^(^(« 2 (^ + A))-(j»(n 2 x))-«V(n 2 x)| 

+ 2~"n k (\j{<p(n 2 (x + h))~ <p(n 2 x))| + \n 2 <p'(n 2 x)\\. 

n=n 0 kl I / 

Odhadneme-li prvnf sumu pomocf ( |7.22| ) a druhou pomocf ( J7. 19[ ), ( [7.20[ ) a ( [7.2l[ ), 
dostaneme 

I g( * +,l ft ) ~ i;W - £ 2-»*+v(»^)| 

< £ 2-„‘ + £ 2-„‘'2C,r 

n =1 «=no 

«0 —1 oo 

< 2 _ "e + 2C 2~ n n 

n= 1 n=no 

< (1 + 2C)e. 


fc +2 
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7.4.3. Priklad. Polozme f{x) = 2 _ " cos (n 2 x), x e !. Ukazte, ze / ma deri- 

vace vsech radu, avsak jeji Taylorova rada se stredem v bode 0 diverguje v kazdem 
bode x € I \ {0}. 

Res ent. F unkce kosinus i vsechny jejf derivace jsou omezene funkce. Podle Prfkla- 
du^IJje funkce / dobre definovana a pro kazde f e N a r e R platf 

= J2 2 ~ n n 2k cos (k \n 2 x). (7.23) 

Pro kazde k e N a y e R mame cos (4fc) (y) = cos y, a tedy 

/ ( 4 *>( 0 ) = ~ n n sk . 


Nynf dokazeme, ze Taylorova rada funkce / nekonverguje v zadnem bode ruznem 
od nuly. Vezmeme tedy x e R \ {0}. Protoze (4A:)! < (4 k) 4k , pro kazde k, m e N 
platf 




. 9 -m TO 8fci v |4A: 


Ivl 3 4 * 


' (4k) 4k 


(7.24) 


Vezmeme libovolne k e N splnujfcf k 2 \x\ 2 > 2 a polozme in = 2k. Potom z ( |7.24| ) 
dostaneme 


I 1 /' ( 4 A:) fO')x 4A: l 
|(4Jfc)r I 


o-m m 8fc| v |4A: 


(pf) lk 


Taylorova rada funkce / v bode a se stredem y bode 0 tedy nesplnuje nutnou 
podmfnku konvergence rady, a tudfz podle Vety |3.1.15| diverguje. * 

7.4.4. Priklad. EH Necht' J2 a n ma kladne cleny. Dokazte nasledujfcf tvrzenf. 

(a) Pokud existuje no e N a q e (1, oo) takova, ze 



pak rada a n konverguje. 

(b) Pokud existuje no e N takove, ze 


n e N,n > no, 


n e N,n > no, 


pak rada a n diverguje. 


3 de Morgan 

4 Bertrand 




392 


7. TAYLORUV POLYNOM 


Resent (a) Zvolme p € (1, q) a polozme b n = , n e N \ {1}. Pak 

b n _ (n + \)\og p (n + 1) 
b n +1 n\og p n 

= 1 + (» + l)l°g> + l)-><log^ „ eNX{1) . 

n log 7 ' n 

Prokazde n e N\{1} pouzijeme Vetu [7.1.17| pro funkci f(x) = xlog p x,x e (0,oo), 
a interval [n,n + 1] a nalezneme bod c n e (n, n + 1) splnujici 

/(« + 1) = /(«) + /'(«) + ^/"(c n ). 

Obdrzime tedy 

(« + 1) log p (n + 1) — n log 7 ' n 
= log'. + gleg'- 1 „ + Plog^. + MP-Plog"' 2 ^ 

Oznacime-li 

g log-- 1 e .+ ,(,- 1 ) 108 --*^ „ eNX{1 , 

2 c„ 

plati podle Prikladu |5lT43| a Vety 

lim = 0. 


Existuje tedy n i e N \ {1} takove, ze 

Pn<(q~ P) \og p ~ 
Pro ri2 = max{«o,«i} pak plati 

bn log 77 n + p log 77- 

b„+ 1 n log 77 n 

= 1 + - + n 

n n \ogn ’ 


e N,« > ni. 



> n 2 . 


glog 77-1 ?; 
n log 77 n 


Pro n e N, « > n 2 , pak dostavame 

b n , 1 q a n 

- -< 1 H-1- - -< -. 

b n +i n n log n a n+1 

Diky Prikladu |3.8.2| dostav ame konvergenci rady J2 a n-> nebot' rada J2 b n konver- 
guje podle Prikladu |5.6.44 

(b) Polozme b n = nl( ] gH , n e N \ {1}. Podobne jako vyse nalezneme pro kazde 
n e N \ {1} bod c„ e (n,n + 1) splnujici 


bn _,.(« + !) lo g(n + 1) - n log n 
b n +1 n\ogn 


1 + ^( 1 + 1 °s» + ^)' 
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Dostaneme tedy pro n e N \ {1}, n > no, odhad 

b n 11 1 a n 

- -= 1 H-1-;-{* —-->-. 

b n +1 n n log n 2c„n \ogn a n+ \ 

Tedy 

^>^±1, neN\{l},n>n 0 , 

a„ b„ 

Vzhledem k tomu, ze rada Y n \ ogn diverguje (viz Priklad |5.6.44| ), dostavame diky 
Prikladu |3.8.2| divergenci rady Y a n- * 

7.4.5. Priklad. &Necht! Y a n je rada s kladnymi cleny a a e K, e e (0, oo) a {b n } 
omezena posloupnost realnych cisel. Predpokladejme, ze 


n e N. 


Dokazte, ze pokud a > 1, rada Y a n konverguje, pokud a < 1, pak rada Y a r 
konverguje. 


Resent Pokud a e R \ {1}, lze pouzit Priklad |3.8.l| . Diky predpokladu mame 

lim n -1^ = lim ^ a + = a, 

a tedy rada Y a n konverguje pro a > 1 a div erguje pro a < 1. 

Pokud a = 1, plati diky Prikladu |5.6.43| 



Tedy existuje no e N takove, ze pro neN,n>% plati 



Z Prikladu |7.4.4| nyni plyne divergence dane rady. * 


7.5. Pocetni priklady k Taylorovu polynomu 

7.5.1. Priklad. S presnosti 10 -4 vypocitejte cos(0,l). 

Resent Polozime f(x) = cos(a), x e M. Po tom zrejme pro kazde k e N U {0} a 
tel plati \f^{x)\ < 1. Podle Vety [7.1.18| tedy pro a=0,t = 0,laM = l tedy 
plati 

tO 1Y*+ t 

1/(0,1) - T/>°(0,1)1 < . 


5 Gauss 
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Pro n = 3 tedy plati 

|/(o I i)-r 3 / * 0 (o,i)| < io- 4 . 

Pribliznou hodnotu cos(0,l) s pozadovanou presnosti obdrzime jako hodnotu Ta- 
ylorova polynomu funkce kosinus radix 3, tedy 

r/’°(0,l) = 1 - = 0,995. 


Jak jsme jiz uvedli vyse, Tayloruv polynom lze v urcitych pripadech pouzit 
k vypoctu limit funkci ci posloupnosti nebo k vysetrovanf konvergence ciselnych 
rad. Tyto postupy nyni ilustrujeme na nekolika prikladech. 


7.5.2. Priklad. Spoctete limitu 


cos* - 1 + lx : 


ResenL Podle pg platf 


, cos * - 1 + \x 2 , 1 - \x 2 + jfX 4 + o(x 4 ) - 1 + \x 2 

lim----— = lim---—----— 


7.5.3. Priklad. Spoctete limitu 



Resent. Podle |7.3.3| a |7.3.4| dostaneme 

1 + * 3 + o(* 3 ) - 
+ o(* 3 ) - 


lim 


= lim 


lim 

x-s-0 


* 3 + 0(X 3 ) 
+ o(.r 3 ) 


= - 6 . 


7.5.4. Priklad. Spoctete limitu posloupnosti 
lim n 4 ^cos(-) — 

Resent. Z Heineovy vety (Veta [4.2.16[ ) vyplyva, ze 
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pokud limita vpravo existuje. Staci tedy spocitat tuto limitu. Z |7.3.5| a |7.3.3| dosta- 
neme 

, cosx-e~^ , 1 - IT + + o(x 4 ) - (l + =%- + + o(x 4 )) 

lim -;- = lim --- t-- 

*-s-0 x 4 x—>0 x 4 

_ 1 11 
“ 24 ~~ 8 “ _ 12 


7.5.5. Priklad. Spoctete limitu 

]'^n(^“ COtg2x )- 

Resent. Vyraz, jehoz limitu pocitame, prepiseme do tvaru 


“2 - cot S x = -^i- 4 -■ 

x x 2 - sin x sin x x 

Z Prikladu FeU a vety o aritmetice limit plyne, ze lim A ^o * 2 = 1. Pro druhy 

zlomek vyuzijeme Taylorovych rozvoju prislusnych funkci, tedy [7.3. 4| a [7.3.5| . Do- 
staneme 


lim - 


- = lim 

x->-0 

= lim 


- + o(x 4 ) - x 2 {\ - x 2 + o(x 2 )) 2 


Z vety o aritmetice limit tedy vyplyva, ze 


7.5.6. Priklad. Spoctete limitu 

, Vl - 2x + x 3 - ^1 - 3x + x 2 - g 

lim-— 

x-K) sin x — x 


0. 


Resent. Podlc |7H| plati 
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Dal mame z [7.3.9| 


(l+y)3 = 1 + Ly* +o(y 3 ), y^O. 

V nasledujicim vypoctu bude symbol o(x 3 ) uvazovan pro x ->■ 0. Podle Vcty [7.2.6| 
plat! 


= 1 + ^(x 3 - 2x) - ^(4a; 2 ) + ^(-8a; 3 ) + o(x 3 ) 
a 

(1 + (x 2 - 3x))3 = 1 + ^(x 2 - 3x) - X 2 - 3x) 2 + ^(x 2 - 3x) 3 + o(x 3 ) 
= 1 + - 3 ^) - ^(9x 2 - 6x 3 ) + ^{-21 x 3 ) + o(x 3 ). 

Dostavame tedy 


■s/ \ — 'lx + x^ — >/ 1 — 3x + X 


X ^° \~T +o(x 3 )J 


7.5.7. Priklad. NecM 

f{x) = - (1 + x)* , x e (-1,0) U (0, oo). 
e 

Najdete polynom P tretiho stupne, ktery splnuje 

f(x)-P(x) = o(x 3 ), x^O. 

Resent. V nasleduji'dm vypoctu budeme uvazovat symbol o pro x ->■ 0. Plat! 

xeS)(f). 

Oznacme g(x) = lo s (1 +*)~* ? ^ e <£)(/). Protoze podle [7.3.^ plat! 
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log(l +x)-x = + — - — + °(x 4 )’ 


a tedy 


g(x) 


= x { J i + l-x +0(xl> )- 


platf lim x ^o g(x) = 0 a existuje okolf P( 0, 8), na kterem funkce g nenabyva hod- 
noty 0. 

Jelikoz die |7.3.3| platf 

e y = 1 + y + * y 2 + * y 3 + o(y 3 ), 
dostavame dfky Vete [t.2.20| 

\ ( X X 2 X 3 , \ 3 

+ 6r2 + T _ T +o(x +o(x } 


Pozadovany polynom P je tedy tvaru 


7.5.8. Prfklad. Spoctete limitu 


Resent. Symbol o opet uvazujeme pro x -»■ 0. Dfky Prfkladu |7.5.7| mame 
(1 + x)$ - (1 - x)~i + ex = e Q (1 + x)i - ~ (1 - x)~* + jcJ 

= e ((‘ “ \ + Yi x " ~ T6 x1 ) ~ (' + \ + S* 2 + + x ) 
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Tedy 


(1 + x) x 


7.5.9. Priklad. Necht; a e R. Vysetrete konverg< 
n + 1 


:i rady 


v zavislosti na parametru a. 

Reseni Podle Prikladu a dale podle [7.3.6| a [773~4| jest pro kazde a: e (-1,1) 


= * 5 (5“Si) + “ (jc5) = l 

Pro specialni volbu x = ^, kde n e N, n > 2, dostavame 


Oznacme pro n e 



sin (-)-^3 = Tib" +°(" )• 


« + l\ W 1 1 \ n a 

^r)- sm V-^j5o?w 


log n 


Potom plati 


Jiis, £ = Jiis/ {wo "' 5 + < ’ ( "" 5) )" w <7 25) 

Srovnavaci posloupnost \b n \ volime tak, aby l imn->oo vyslakonecna a nenulova. 
Jelikoz jsou cleny rady J^bn kladne, z ( |7.25[ ) plyne, ze rada J2 a n ma o d jist eho 
indexu «q£N kladne cleny. Dale z limitmho srovnavaciho kriteria (Veta |3.2.5| (a)) 
plyne, ze rada J 2 T =2 a n j c konvergentru prave tehdy, kdyz je konvergentni rada 
Y^n=i bn - Stacl tedy vysetrit konvergenc i rady b n v zavislosti na parametru a. 

Tojsme vsakjiz provedli v Prikladu |5.6.44| , podle ktereho rada X! b n konvergu- 
je prave tehdy, kdyz a e (—oo, 4]. Zadana rada a » tedy konverguje prave tehdy, 
kdyz a e (—oo, 4]. * 

7.5.10. Priklad. Pro p e (0, oo) vysetrete konvergenci rady J2 a„, kde 
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Resent. Pouzijeme Raabeovo kriterium |3.8.1| . Pocitejme tedy pro n e N vyraz 

( ag A _ ((” + l Y A _ n({n + \y-{n+\Y) 

"W+1 j "U» + i/ ) + 

Pro funkci f(x ) = a: e (0, oo) a kazdy interval [« + \,n + 1] pouzijeme Ve- 
tu [7.1.17| a nalezneme tak c„ e (n + 4, n + 1) splnujici 

(« + 1/ - (n + \) p = |(« + i )*" 1 + - l) C r 2 Q) • 

Vzhledem k tomu, ze 

( ” + ^ t <^< + ^ , neN , 

(n + 1 ) 2 (n + - (* + §)* “ (n + \)r +2 

plati diky Vete |2.2.47| rovnost lim n ^ t = 0. Proto mame 

lim . ( 4 - - ij = lim + _ Z. 

I'Cr / '™ \ (n + b* 8 2 

Rada J2 a n tedy konverguje pro p > 2 a diverguje pro p <2. 

Je-li p = 2, plati 


a «+i \ ( n+\) 2 ) 


(n + i) 2 4 (n + i) 2 

Polozime-li = — 4n 2+4” +1 » « € N, dostaneme omezenou posloupnost splnujici 


Podle Prikladu [7.4.5| tedy rada J] «« diverguje. 

7.5.11. Priklad. Necht; a e (0, oo). Vysetrete konvergenci rady Yln =2 a «> kde 
a n = log (l + . « e N \ {1}. 

Resent. Podle Prikladu |7.3.6| plati 

log(l +x) = x-]^x 2 + tp{x), x 6 (—1,1), 
kde (f je funkce splnujici Iim*-^ <£ ^r = 0. Polozme 
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Protoze b n e (—1,1) pro n e N \ {1}, plati 

log ( 1 + ^“) =bn+Cn ’ 

Rada konverguje prokazde a e (0, oo) podle Leibnizovakriteria (Veta |3.3.1[ ). 
Dale di'ky Vete |4.2?16| plati 


Um 4:= Um (l + ^l) = l 


Tedy die Vety |3.2.5| a rada J2 c„ konverguje prave teh dy, kdy z konverguje rada 
12 ■ To ale nastane prave tehdy, kdyz a > \ (viz Veta |3.2.1o[ ). 

Plati tedy J2 a n = Yl(b„ + c„), pricez J2 b n vzdy konverguje a J2 c n konverguje 
prave tehdy, kdyz a > Rada J2 a n tedy konverguje prave tehdy, kdyz a > |. 

* 

7.5.12. Priklad. Zjistete pro ktera CeRma funkce 

f{x) = cosx - e~^ + Cx 4 , tel, 
lokalni maximum v bode 0. 

Resent. Symbol o uvazujeme pro x —> 0. Diky|7^5|a[7^3| mame 


Tedy 

Oznacme c — . Je-li C > A, tj. c > 0, mame 

/W = *-(c + i*^ + ^ 2 )). 

Protoze linix-M) ( c + j£x 2 + o(x 2 )) = c, existuje 8 e ffi, S > 0, takove, ze 
xeP(0,S). 

Tedy f(x) > 0 pro a: e P(0, 8). Jelikoz /(0) = 0, ma v tomto pripade funkce / v 
bode 0 lokalni minimum. 

Obdobne odvodime, ze pro C < ^ ma / v 0 lokalni maximum. 

Je-li C = Y2, dostavame 


Zcela analogickou uvahou jako vyse obdrzime, ze / ma v 0 lokalni minimum. 
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7.5.13. Priklad. Zjistete, zdali je 0 inflexmm bodem funkce 
f(x) = sin a + sinhx, iel. 

Resent. Behem vypoctu budeme symbol o pouzfvat pro x —> 0. Pro funkci plat! 

f"(x) = (cos x + cosh*)' = - sin a + sinhx, jet. 

Plat9 tedy /"(0) = 0. Jelikoz sinh x = \ (e x — e~ x ), mame dfky |7.3.3| a |7.3.4| vztaby 


sinhx= ^ ((s ^ + ° cjcS) ) ■ (s ^ + 


ko(x 5 ). 


Dostavame tak 

/"(•*) = 2^y + o{x 5 ) = x 3 (2 + o(x 2 )). 

Z tohoto vztahu dostavame lim x ^o f ^ = 2, a tedy existuje 8 e R, 8 > 0, takove, 
ze > 1 pro x € P(0, 8). Pla tf tedy, ze f"(x) < 0 pro x e (-8,0) a f"(x) > 0 
pro x e (0, £). Podle Vety |5.4.19| ma / v bode 0 inflexm bod. * 




KAPITOLA 8 


Mocninne rady 


Jak vfme z kapitoly o Taylorove polynomu, je v nekterych pnpadech mozne 
vyjadrit danou funkci ve tvaru J]^= 0 a„a:", kde «« G M, n e N U {0}. Nekdyje 
vhodnejsf pracovat s uvedenym rozvojem spfse nez s puvodnfm tvarem funkce. 


8.1. Z akladni vlastnosti 

8.1.1. Definice. Mocninnou radou o stredu xo e M rozumfme symbol 

( 8 . 1 ) 

kde a„ e 1 pro kazde n e N U {0}. 

8.1.2. Pokudzajcv © dosadfme realne cfslo, dostaneme cfselnou radu, pricemz 
symbolem a 0 (x — .to) 0 rozumfme a o (vizte Umluvu M3- Mocninna rada tedy 
urcuje funkci 

a: i-)- - x 0 )", 

n =0 

jejfmz definicnfm oborem je mnozina tech x el, pro ktera prfslusna cfselna rada 
konverguje. Tato rada je konvergentnf alespon pro x = xq. Funkce tohoto tvaru 
budou nyni predmetem naseho zajmu. 

8.1.3. Veta. Uvazujme mocninnou radu ( |8.l| ). Pak existuje prave jeden nezaporny 
prvek gel* takovy, ze 

• pro kazde x e M, \x — %ol < Q, j c rada ( l8.l[ ) absolutne konvergentnf, 

• pro kazde a; e M, \x — a:o] > Q, je rada ( |8.ip divergentni. 

Prvek q splnuje 

<? = :.-( 8 - 2 ) 

limsup JJ ^ 00 y\a n \ 

kde vyrazem 1 rozumfme oo a vyrazem A rozumime 0. 


403 



404 


8. MOCNINNE RADY 


Dukaz. Pro n e N U {0} a x e M polozme b n = a n (x — xo) n . Oznacme dale y = 
limsup ^/\a„\. Predpokladejme nejprve, z eye (0, oo). Pak 

limsup = limsup l/\a^\\x - x 0 \ = y\x -x 0 |. 

Odtud vyplyva, ze 

limsup yj\bn\ < 1 

pro kazde ref splnujici \x — xq\ < q a 

limsup ’yj\b n | > 1 


pro k azde x e M splnujici \x — xq\ > g. Podlc Cauchyova odmocninoveho kriteria 
(Veta |3.4.6| (b) a (d)) je tudiz rada ( |8l[ ) absolutne konvergentni pro kazde .tel 
splnujici \x — Xo\ < q a divergentni pro kazde i eR splnujici \x - xo\ > Q- 

Je-li y = 0, pak podle ( |8.2t ) plati q = oo a obdobnym vypoctem jako vyse 
dostaneme 

limsup '\/\b n \ = 0 

pro kazde Jtel. Dana mocninna rad a je ted y absolutne konvergentni podle Cau¬ 
chyova odmocninoveho kriteria (Veta |3.2.8| (b)) pro vsechna tel. 

Je-li y = oo, pak podle ( |8.2[ ) plati q = 0 a 

lim sup y/\b„ \ = oo 


pro kazde x e 1, t ^ to. Dana m ocninn a rada je tedy divergentni podle Cauchy¬ 
ova odmocninoveho kriteria (Veta |3.2.8| (d)) pro vsechna ,teR,.i/ Xq- 

Ve vsech trech pffpadech jsme tedy overili, ze cislo q ma pozadovane vlastnosti. 
Dokazeme nyni jednoznacnost prvku Q. Predpokladejme, ze prvek q' e M* ma 
take uvedene vlastnosti, a pritom q =/= q' . Bez ujmy na obecnosti muzeme predpo- 
kladat, ze q < q' . Potom by ale pro kazde tel splnujici q < |x — xq < q' musela 
rada J2T=o a ni x ~ x o) n konvergovat a zaroven divergovat, coz neni mozne. Tim je 
dukaz dokoncen. ■ 


8.1.4. Definice. Uvazujme mocninnou radu ( |8.l| ). Jedno znac ne urceny prvek q z 
predchozi vety nazyvame polomerem konvergence rady ( |8.l[ ). 

8.1.5. Veta. Necht: YlnLo a n{x ~ x o) n je mocninna rada a necht: existuje lim . 
Potom je tato limita rovna polomeru konvergence uvedene mocninne rady. 

Dukaz. Podle Poznamky |3.2.16| plati 

lim lim 

n ^°° n ^°° \a n \ 

Tvrzeni tudiz plyne z Vety |8.1.3| a Vety |2.4.14| . ■ 

8.1.6. Priklady. Spoctete polomery konvergence mocninnych fad J2™=o > ^T=o n " 

a X „ a urcete, pro ktera x € M uvedene rady konverguji. 
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Resent. Podle Pnkladu |2.5.6| plati 


takze polomer konvergence rady YlnL o x n ] j e roven 00 a rada konverguje pro kazde 
x e I. 

Plati 

limsup ’Vn" = lim n = oo, 

a tedy polomer konvergence rady X^o j e roven 0. Rada konverguje pouze 
pro x = 0. 

Diky Pnkladu |2.2.53| vime, ze 

lim sup yj— = 1. 

takze polomer konvergence rady X^li yt j e roven 1- Rada tedy absolutne konver¬ 
guje pro kazde x e (—1,1) a diverguje pro kazde x e K spl nujici | x| > 1. Zby- 
va vysetrit konvergenci v bodech 1 a — 1. Jak vime z Prikladu |3.1.1l| a |3.3.2| , rada 
X~=i YT diverguje, zatimco rada XiXi konverguje. Mocninna rada XiXi x 
tedy konverguje pro x e [-1,1) a diverguje pro vsechna ostatni xel. * 

8.1.7. Poznamka. Necht: X«Lo a n(x ~ x o) n j e mocninna rada agel* je jeji po¬ 
lomer konvergence. Potom nastane prave jedna z nasledujicich tri moznosti: 

• bud' q = 0 a rada konverguje pouze pro x = xo, 

• nebo q = oo a rada absolutne konverguje pro kazde x el, 

• nebo q e (0, oo) a rada absolutne konverguje pro kazde x e f, |x - 
x 0 | < q, diverguje pro kazde x e M, |x - x 0 | > q, a muze nebo nemusi 
konvergovat pro x = xq + Q a pro x = xq — q. 


8.2. Derivacemocninnerady 

V dalsim textu se nam bude h odit n asledujici pomocne lemma technicke pova- 
hy. Tvrzeni je obdobne Lemmatu |6.2.l| , ktere jsme vyuzili pri odvozovani elemen- 
tarnich funkci. Zde vsak potrebujeme presnejsi odhad a obecnejsi formu vyrazu na 
prave strane nerovnosti. 

8.2.1. Lemma. Necht' xel. Potom pro kazde «eN,<5>0a/i€ (-8,8) plati 

|(x + /i)"-x n -«/ix n - 1 | <h 2 8~ 2 (\x\+8) n . (8.3) 

Dukaz. Pokud n = 1, pak tvrzeni zrejme plati, neboi na leve strane nerovnosti je 
nula a na prave je nezaporne cislo. Necht' n e N,« >2. Potom z binomicke vety 
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pro kazde h e (— 8 , <$) dostavame 

(x + /,)- - x ~- nhx -< = p 

Z nerovnosd \h\ <8, z trojuhelnfkove nerovnosti pro konecne sumy a jeste jednou 
z binomicke vety pak odvodime odhad 

\(x+h) n -x n -nhx n -'\ < £ (”)i*r fe w fe < £ (£j\xr k 8 k - 2 h 2 
= /i 2 r 2 (|x| + s)". 

Tim je dukaz dokoncen. ■ 

8.2.2. Veta (derivace mocninne rady). Necht; q je polomer konvergence mocninne 
rady Y^n=o a n( x ~ x o) n - Potom polomer konvergence rady Y^=\ na„(x — xo)” -1 
je take roven q. Pro x e M splnujici \x - xo| <6 oznacme /(x) = J2T=o a "( x ~ 
xo)”. Potom ma funkce / v kazdem takovem bode vlastni derivaci a plati /'(x) = 
Y,T=i na n( x ~ x 0 ) n ~ l . 

Dukaz. Zrejme plati limsup ?J\a n \ < limsup y/n\a„\. Dokazeme opacnou nerov- 
nost, tedy lim sup y/n\a„\ < lim sup lj/|a„|. Jestlize lim sup yj\a n \ = oo, pak tato 
nerovnost plati zrejme. Predpokladejme, ze lim sup l/\a n \ < oo. Vime,zelim 'i/n = 
1. Zvolme s > 0. K nemu nalezneme no € N takove, ze pro kazde n e N, n > no, 
plati ^/n < (1 + e). Pro tato n e N potom plati 

sup Vk\a k \ < (1 + e) sup 
k>n k>n 

a tedy lim sup y/n\a„\ < (1 + e) lim sup f/\a n \. Protoze s bylo zvoleno libovolne, 
plyne odtud, ze lim sup y/n\a„\ < lim sup yj\a n \. Celkem tedy mame lim sup %/n\a„\ 
lim sup ^J\a n \. Odtud a z definice polomeru konvergence mocninne rady vyplyva, 
ze polomer konvergence rady na n( x ~ x o) n je roven q. Rada \ na n( x ~ 

xo)” -1 je zrejme konvergentni pro x = xo- Jestlize xel splnuje 0 < |x - xo| < Q, 
potom plati 

Y^na„(x-x o )” -1 = -£ — Y^na„(x-x 0 ) n , 
n= 1 X X 0 n=Q 

a tedy je rada Y^= \ na„(x — xo)” -1 konvergentni. Obdobnou uvahou lze dokazat, 
zeprox e Msplnujici |x—xo| > pjerada na n (x— xo)” -1 divergentni. Polomer 
konvergence rady Y^=\ na„(x — xo)” -1 je tedy roven q. 

Dokazeme nyni druhou cast tvrzeni. Jestlize q = 0, pak je tvrzeni trivialni, 
neboi zadne x e M s uvedenou vlastnosti neexistuje. Predpokladejme, ze q > 0. 
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Bez ujmy na obecnosti budeme predpokladat, ze xo = 0. Zvolme x e (-Q, £>)■ K 
dukazu tvrzenf stacf dokazat, ze 


f(x + h)~ fix) 


= Y^ na n(x - XoT l - 


(8.4) 


Nalezneme S > 0 splnujfcf \x\ + 8 < q. Potom pro kazde h e (-S, 8) platf \x + h\ < 
|x| + \h\ < |x| + 8 < q, a tedyje vyraz /(x + h) dobre definovan. Z Lemmatu |8.2.1| 
tudfz plyne 


| /(x + /Q-/(x) 


= j^| ^a n (x + h) n -Y i a n x n - h Y i n an x n 1 
= |/j| | + h) n -x n -/mx” _1 )| 

- \(x + h) n - x n - hnx n ~ l \ 


<^s- 2 ±\a n \m + sy 


= \h\s- 2 Y / M(\x\ + 8) n . 

71=1 

Protoze \x\+8 < q, je podle Vety ^1.3| rada X!^=i a n(\x\+8) n konvergentnf. Odtud 
vyplyva, ze 

lim \h\8- 2 jr\aMx\+8y = 0, 

h ^° n =1 

a tedy take 

r- I f(x + h) — f(x) jl 

lim -T-> na„x" =0. 

h^O | h ^ | 

OdtudazVety ^Z25| ply ne (|8.4|). Tvrzenf je dokazano. ■ 


8.2.3. Veta (vztah mocninne rady a Taylorova polynomu). Necht' q je polomer 
konvergence mocninne rady a n( x ~ xo)". Pro x e R splnujfcf \x — xo| < Q 
oznacme /(x) = YlnL o a ni x ~ x o) n ■ Potom 

(a) pro kazde feNU{0}a kazde x e ffi, \x - x 0 \ < q, existuje vlastnf f {k Hx) 
a platf 


f {k \x) = n (n ~ 1 ) ” • (» - k + 1 )a n (x - xo) n ~ k . 
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(b) specialne platf f^ k \a) = k\a k ,k € N U {0}, 

(c) pro kazde n e N a kazde rel platf T/’ a (x ) = Ylk =o a ki x ~ x o) k - 

Dukaz. Tvrzenf (a) plyne iterovanfm Vety |8.2.2| k-krat. Tvrzenf (b) je specialnfm 
prfpadem tvrzenf (a) pro x = xq. Dokazeme tvrzenf (c). Podle jiz dokazaneho 
tvrzenf (a) ma funkce / na intervalu (xo — g, xq + q) derivace vsech radu a platf 

f (k \a ) = k\a k , k e N U {0}. 

Podle definice Taylorova polynomu tedy mame 

T/’ a (x) = J2 l f f (k \a)( X - x 0 ) k = J2 a k {x - x Q ) k . 
k =0 k =0 

Tfmje tvrzenf dokazano. ■ 

8.2.4. Pri derivovanf mocninne rady ( |8.1[ ) clen po clenu se zachovava polomer 

konvergence q. V prfpadech, kdy q e (0, oo), se vsak muze stat, ze v nekterem 
z krajnfch bodu xo + Q a xo — q rada na ni x ~ x o) nl diverguje, prestoze 

puvodnf rada (^dj) v techto bodech konverguje. Pffkladem je rada o IT’ ktera 
je konvergentnf pro i€ [-1,1), ale rada x " _1 nenf konvergentnf pro x = — 1. 

8.2.5. Veta. Necht: a ni x ~ xo)" a X!nt=o bn( x ~ x o) n jsou mocninne rady. Jestli- 

ze existuje 8 > 0 takove, ze pro kazde x e (xo — 8,x o + 8) obe rady konvergujf ke 
stejnemu souctu, potom pro kazde n e N U {0} platf a„ =b n . 

Dukaz. Pro x e (xo — 8, x o +5) oznacme 

f( x ) = 'f^a„(x-x 0 ) n . 

n= 0 

Pro x e (x 0 - 8, Xq + 8 ) potom platf /(x) = J2™=o bn(x ~ x o) n - Podle Vety |8.2.3| (a) 
je / (n) («) = n\a„ = n\b„ pro kazde n e N, a tedy a n = b n . Rovnost a 0 = b 0 plyne 
ze vztahu f(a) = a 0 = b 0 . m 

8.2.6. Veta. Necht' q je polomer konvergence rady (|8d[). Potom polomer konver¬ 
gence rady 

£;rY7<*-*>>" + ‘ < 8 - 5 ) 

je take roven q. Pro xel splnujfcf |x - x 0 | < q oznacme 

s( x ) = 'E- r ^i x - x o) n+1 . 

Potom v kazdem takovem bode ma funkce g vlastnf derivaci a platf 
g'(x) = ^a„(x-x 0 )". 
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Dukaz■ Pro iieNU {0} polozme 

0, pokud n = 0, 
ilji-, pokud n > 1. 

Potom 

EEr t(*-*o )" +1 = £^(*-*0)" = jtb n (x-x 0 ) n . 

n= 0 1 ^ n = l 7i=0 

Podle Vety iH majf rady bn( x ~ x o) n a Yfv=o a ni x ~ x o) n stejny polomer 
konvergence q a pro kazde a e TR splnujfcf \x — xo\ < Q platf 

g'(x) = ^nb n (x - xo )" -1 = y)a„_i(A-A 0 )” _1 = a „(a - a 0 )". 

n = 1 n= 1 n =0 

Tfm je tvrzenf dokazano. ■ 

8.2.7. Prfklad. Dokazte, ze pro kazde a e (-1,1) platf 

arctgA=f;^ T A 2 ” +1 . (8.6) 



Resent Polozme 

jestlize n = 21 + UeNU {0}, 

0, jestlize n e N U {0} je sude. 

Ch ceme d okazat, ze pro kazde a e (—1,1) platf arctgA = J2T=o a nX n - Z Prfkla- 
du ^T53| plyne, ze 

limsup y/\a n \ = limsup 2k f — -- = 1, 

n-H» *-►OO V 2k + 1 

takze polomer konvergence rady u n x n je rovenl. Pro a e (—1,1) polozme 
/( x ) = a nX n ■ Pak die Vety |T2 2| a Prfkladu |3.1.8| platf 

fix) = J]«a n A" _1 = Y^i n + l)a n +rx n . 



Pro n e N U {0} jest 

_ ((—l) 2fe , jestlize n = 2k, k e N U {0}, 
+ ) n+\ j Q jestlize n € N U {0} je liche. 


Tudfz 

fix) = E(-* 2 )" = 7 ^ 2 - * e (- 1 - !)■ 

Zaroven vsak pro kazde a e (—1,1) platf arctg' a = * 2 . Pro a e (—1,1) polozme 

g(x) = /(a) - arctgA. Pak podle vety o aritmetice derivacf (Veta |5.1.17[ ) platf 
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g'{x) = 0 pro kazde a e (—1,1). Protoze g ma v kazdem bode interv alu (—1,1) 
vlastni derivaci, je podle vety o vzta hu der ivace a spojitosti (Veta |5.1.15[ ) na tomto 
intervalu spojita. Tudiz podle Vety |5.2-9| existuje c e K splnujici g(x) = c, x e 
(—1,1), tedy f(x) = arctgx + c, x e (—1,1). Protoze /(0) = 0, a tedy g(0) = 
/(0) — arctgO, je c = 0 a f(x) = arctgx. * 


8.2.8. Priklad. Dokazte, ze pro kazde a e (-1,1) plati 


arc sin x 



(8.7) 


Resent. Rovnost lze dokazat obdobnejako v reseni Prikladu |8.2.7| s pouzitim vzorce 


1 





jenz vyplyva ze vztahu ( |7.13| ) pro a = — j. 


8.3. Abelovaveta 

Necht: p je polomer konvergence mocninne rady Y^T=o a n(x — xo) n . Predpokla- 
dejme, ze q e (0, oo). Oznacme f(x) = a *i x ~ x o) n pro x e (xo~ p, *o + p)- 

V tomto oddilu se budeme zabyvat souvislosti limity lim*_ j .( Jf0 + e )_ / (x) a souctu 
ra dy a n Q n • Vznika totiz prirozena otazka, zda je mozne platnost vzorcu ( |8.6| ) 

a d8.7[ ) rozsirit i na krajni body 

Nejprve si povsimneme, ze obecne zadna souvislost mezi uvedenou limitou a 
radou neexistuje. Polozime-li napriklad a n = (—1)" pro n e N U {0}, pak p = 1 a 
fix) = P ro * e (- 1 . !)• To znamena, ze f(x) = ^ pro a e (-1,1), 

a tedy lim x: _ > i_ f{x) = \. Pritom rada a nQ n — X!nt=o( — 1)" diverguje. 

Ukazuje se, ze lze obdrzet mnohem priznivejsi vysledky v pripade, kdy je rada 
a nQ n konvergentni. Tuto situaci popisuje Abelova veta, kterou nyni zformu- 
lujeme a dokazeme. Nejprve uvedeme pomocne tvrzeni. 

8.3.1. Lemma. Necht' JfZLo j e konvergentni ciselna rada. Pro n e NU{0} oznac¬ 
me s n = Y^k =o a k■ Potom jsou pro kazde x e (—1,1) rady a n x " a X!«Lo s n x " 
absolutne konvergentni a plati 

f^a n x n = (1 -x)f^s n x n . 

n =0 n=0 

Dukaz. Posloupnost je podle predpokladu konvergentni, a tedy omezena. 

Takze existuje C > 0 takove, ze pro kazde n e N plati |s„| < C. Zvolme x e (—1,1). 
Potom 
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Z Cauchyova odmocninoveho kriteria (Veta^4^(a)) tedy vyplyva, ze rada s n x 

je absolutne konvergentnf. Rada J2T=o a » j e podle predpokladu konvergentnf, a 
tedy podle Vety |3.1.15| platf lima„ = 0. Tudi'z take posloupnost {a n }™ =0 je ome- 
zena. Odtud pomocf obdobne uvahy jako vyse vyplyva, ze i rada a nX n je 

absolutne konvergentnf. Necht: N e N U {0}. Potom platf 
N N N 

= ’£*’•*" -Y, s » x ’ + ' 

n= 0 n= 0 n= 0 

N N+ 1 

= Y jSn X n - J2 S n-lX n 
71 = 0 71=1 

N 

= So + - s n-l)x n - S N X N+1 

= ^fl„x" — SnX N+1 . 

Posloupnost {sn}™ =0 je omezena a limjv^oo x^ -1-1 = 0. Podle Vety |2-2-42| tedy 
platf limjv->oo snx n+1 = 0. Odtud a z vety o aritmetice limit vyplyva, ze 
oo N 

(1 — x) y^ s n x n = lim (1 - x) Y, s n x n 

n= 0 N ^°° n= 0 

n= 0 

Tfmje tvrzenf dokazano. ■ 

8.3.2. Veta (Abel). Necht; p je polomer konvergence mocninne rady a n( x ~ 
x 0 ) n . Predpokladejme, ze p e (0, oo). 

(a) Jestlize Y^=o a nQ n konverguje, potom platf 

lim N y^anix-xoY = y'a n Q n - 

xMxo+e)-^ ^ 

(b) Jestlize J2T=o a n(—0) n konverguje, potom platf 

lim Y]a n (x- x 0 ) n = J2 a " ( _ e)"• 
x ^ (xo - e)+ ^ ^ 

Dukaz. Dokazeme tvrzenf (a). Bez ujmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze 
xo = 0. Predpokladejme nejprve, ze p = 1. Oznacme s = a n> P ro n e N U{0} 

polozme s n = J2k=o a k a P ro x e (—1, 1) polozme f(x) = Y^=a a n xn - Chceme 
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dokazat, ze lim x ^|_ /(x) = s. Zvolme s > 0. K nemu nalezneme no e N takove, 
ze pro kazde n e N, n > no, plat! |s„ — s| < e. Nynf pro tato s a no nalezneme 
8 e (0,1) takove, ze pr o kazde x e (1 — 8, 1) plat! (1 — x) o I 5 " — ■s’l < £• Potom 
podle Lemmatu |8.3.1| pro kazde x e (1 — 8, 1) plati 

I/O) - *1 = | = |(1 -x)Y^s n x n -s| 

= |(l-x)^0„x"-(l-x>^x n | < (1 - x) Y |s„ - s\x n 

n= 0 «=0 n= 0 

no oo 

= (1 -x)^ \s„ -s\x n + (1 -x) Y I Sn-s\x n 
n= 0 n=« 0 +l 

< (i -x) y i 5 ” ~ j i + (i _ x) y eX " 

n=0 n=n 0 +1 

< s + (1 — x) Y, e%n 

71 = 0 

= e + s = 2s. 


Tedy lim x _>i_ /(x) = s. Tim je tvrzem dokazano pro g m 1. 
Nynf predpokladejme, ze g e (0, oo). Potom plati 

limsup \/\a n \g n = -g = 1, 


a tedy je polomer konvergence rady Yn=o a nQ n x n rovcn 1. Z jiz dokazane casti 
tvrzem a z vety o limite slozene funkce (Veta |4.2.20| (P)) tedy plyne, ze 


lim Y^a n x n = lim Y^ a n g n {—)" = lim Y, a nQ n y n = Y, a nB n • 

^ e_ 77=0 X ^ e ~ n =0 S y 77=0 77=0 

Vetu |4.2.20| jsme mohli pouzlt dlky tomu, ze vnitrnl funkce xi-> | je rostoucl. Tim 
je dokazano tvrzenl (a). Tvrzem (b) lze dokazat obdobnym zpusobem. ■ 


8.3.3. Prlklad. Dokazte, ze pro kazde x € [—1,1] plat! 


arctgx 


_ (- 0 " 2 / 1+1 

h 2n+1 


Resent. Die ( |8.6| ) vlme, ze tvrzem plat! pro kazde x e (—1,1). Dokazeme jeho plat- 
nost pro x = 1. Rada Y1T= o 2n+i konverguje podle Leibnizovy vety (Veta [T3T| ). 
Tedy ze spojitosti funkce arctg a z Abelovy vety plyne, ze 


arctg 1 = lim arctg x = lim Y. 


(- 1 )" 


-t 


2n + f 
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Obdobnym postupem lze dokazat, ze arctg(—1) = ( 2 , nebot' rada J2T=o z 

^~2n+i ta ke konverguje podle Leibnizovy vety. * 

8.3.4. Poznamka. V Prfkladu |8.3.3| jsme dokazali nasledujfcf zajfmavy vztah 


E 


(-if 

2 n + 1 


Pro aproximaci cfsla jt vsak nenf tento vzorec vhodny, protoze rada na prave strane 
rovnosd konverguje velice pomalu. Napnklad pro urcenf hodnoty cfsla jt s pres- 
nostf, jaka byla znama jiz Archimedovi, je treba secfst vice nez 300 clenu uvedene 
rady. 

Na zaver tohoto oddflu uvedeme jeste dukaz Abelovy vety (Veta |3.6.5[ ), jejfz 
tvrzenf jsme uvedli jiz v Kapitole ||. 

8.3.5. Veta (Abel). Necht' X!^=i a n a J2m= l b m ]sou konvergentnf rady, jejichz Cau- 
chyuv soucin konverguje. Pak platf 




8.4. Teoreticke priklady na mocninne rady 

8.4.1. Prfklad (TaubcrovaQ veta). Necht; ma mocninna rada X!n^=o a nX n polomer 
konvergence 1 a necht; L e R*. Oznacme f(x) = Y^=o a nX n , x e (-1,1). Jestlize 
platf limna„ = 0 a lim x ^!_ f(x) = L , pak J2T=o a n = L. 

Re sent. Pr otoze lim na„ = 0, platf podle Vety ETZ251 take lim«|a„| = 0. Z Ve- 
ty |3.4.1l| pak vyplyva, ze i lim k J2k=o k\ a k\ = 0. 

Oznacme 

x n = 1-, n e N. 

n 

Potom lim f{x„) = L. 

Necht; nejprve Lei. Zvolme s e R, e > 0. K nemu nalezneme «o e N takove, 
ze pro kazde n > no platf 


\f(x„)-L\ < s, 

(8.8) 

- j£,k\a k \ < s 

(8.9) 

n k =0 


n\a„\ < s. 

(8.10) 


1 Alfred Tauber (1866-1942) 
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Polozme s n = J2k=o a 4> n e N U {0}. Potom pro kazde x e (0,1) a n e N U {0} platf 
S n -L = J2 a k-L = Y^ a k~L + f(x) - E a k* k 


= J2 a k(l-x k ) + f(x)-L- E a k x‘ 

4=0 k=n +1 


a tedy 


\s n -L\<J2\ a k\(l~x k )+\f(x)-L\+ J2 \ a k\x k . 

4=0 k=n+l 

Protoze pro kazde k e N U {0} mame 

(1 - x k ) = (1 - x)(l + x + • • • + x k ~ l ) < *(1 - x), 

dostavame 

E I a k\( l ~ x k ) < (1 - x) k\a k \. 

4=0 4=0 

Necht' nynf n e N je zvoleno tak, aby n > « 0 - Potom z ( |8.10[ ) plyne 

£ i 

4=n+l 4=«+l 4=n+l v y / 

Celkove dostavame pro kazde x e (0,1) a n e N, n > «o odhad 

K - L\ < (1 - x) £ + | f{x) -L\+ 

Do tohoto odhadu nynf dosadfme hodnotu x = x„. Ze ( ]8.8| ) a ( |8.9| ) pak obdrzfme 

kn - L\ < (1 - x„) J2 k\a k \ + |/(x„) -L\+ S _ x ^ 

= - E k\a k \ + | f(x„) -L\ + e<e + e + e = 3s, 
n 4=0 

a tedy lim^ = L. 

Nynf predpokladejme, ze L = oo. Potom pro kazde n e N U {0} a x e (0,1) 
platf 

S n = J2 a k + f( x ) ~ E Ukxk = E “4(1 - X k ) + f{x) - J2 a kX k 

4=0 

>/w- E 





8.5. POCETNf PRI'KLADY NA MOCNINNE RADY 


415 


Nyni nalezneme «o € N takove, aby pro kazde n e N, n > no, platilo \a n < A. Pak 
pro kazde takove n dostaneme 

E ***** E !«*!***^ E ^ 

£=n+l yfc=n+l yfc=n+l 

_ ■*" +1 ^ 1 
“ »(1-*) - n{\ — x) 

Dosadfme-lidotohotoodhaduA = x n , dostaneme X!SfcLn+i a k x>c — l.Tedycelkem 

> /(Xn) - 1 

pro kazde Tvrzeni nynf plyne z toho, ze lim f(x n ) = oo. 

Necht; L = —oo. Polozime b n = —a n , n e N U {0}, a g(x ) = 
x e (—1,1). Potom zrejmeplatflimnZi„ = 0alim x _ > i_,g-(;r) = oo. Z jiz dokazaneho 
tvrzenf tudfz plyne J2T=o b n = o o, a tedy a n = — 1 oo. * 

8.4.2. Poznamka. V Tauberove vete z Prikladu |8.4.l| lze predpoklad lim na„ = 0 
nahradit predpokladem, ze posloupnost {na„} je omezena. Dukaz tohoto tvrzenf, 
ktery podal J. E. Littlewoodn, je podstatne obtfznejsf nez dukaz puvodnf Taubero- 
vy vety a zde jej uvadet nebudeme. 


8.5. Pocetni priklady na mocninne rady 
8.5.1. Prfklad. Naleznete polomer konvergence mocninne rady fy • 

Reseni. Jedna se o mocninnou radu ve tvaru ( fklj ) se stredem x Q = 0 a koeficienty 

_ ( 0 pro n = 0, 

-4* pro n > 1. 


lim sup yj\a n \ = lim sup fj E = 1, 


a tudiz ze vzorce © dostaneme q = 1. 

Polomer konvergence q lze take vypocitat pomoci Poznamky nebot; 

plati 


8.5.2. Priklad. Naleznete polomer konvergence rady J0y. xn - 


2 John Edensor Littlewood (1885-1977) 
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Resent. Jedna se o mocninnou radu ve tvaru ( |8.1[ ) se stredem xq = 0 a koeficienty 


' (2«)! 


- pro n e N U {0}. 


Podle Poznamky |3.2.16| je tedy polomer konvergence roven q = oo. 

8.5.3. Priklad. Naleznete polomer konvergence mocninne rady TV- 

Resent. Jedna se o mocninnou radu se stredem x 0 = 0 a koeficienty 
j pokud n = k\ pro nejake k e N, 


| 0 v ostatnich pnpadech. 

Pro kazde n e N platf < yj^, a tedy podle Vety |2.4.16| a Prfkladu |2.2.53| 
mame __ __ 

lim sup kfchi < lim sup = lim — = 1. 

Podle vety o limite vybrane posloupnosti (Veta |2.2.33| ) platf 


a tedy lim sup ^fdn = 1. Odtud a ze vzorce ( |8.2| ) vyplyva, ze polomer konvergence 
je roven 1. * 

8.5.4. Priklad. Necht; 0 < a < b. Naleznete polomer konvergence mocninne rady 

+ L)*"- 

n =1 

Resent. Jedna se o mocninnou radu ve tvaru ( fOj ) se stredem xq = 0 a koeficienty 
\ 0 pro n = 0, 


a" + ^ pron > 1. 


Pro kazde n € N platf odhady 


Pomocf limity z Prfkladu |2-2.53| dostaneme 
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a proto podle vety o dvou straznicich (Veta |2.2.47[ ) plati 

n r~„ 6" . 

lim y«a" H—^ = o- 
Podle ( |8.2t ) je tedy polomer konvergence p roven £. 

8.5.5. Priklad. Necht; c > 0. Naleznete polomer konvergence mocninne rady 

n =0 C 

Resent. Pro n e N U {0} oznacme 


Potom platf 

lim a ” = lim 


- = lim - 


0, pokud c e (0,1], 


*^+i)2 " _K ’° ” + 1 ( °o, pokud c e (1, oo). 

Podle Poznamky |3.2.16| tedy pro polomer konvergence q dostavame 

_ (0, pokud c e (0,1], 
loo, pokud c e (1, oo). 


8.5.6. Priklad. Dokazte, ze funkci f(x) = x e (—1,1) lze rozvinout do 

mocninne rady se stredem v bode 0 a polomerem konvergence 1. Urcete koeficienty 
teto rady. 

Resent. Podle vzorce pro soucet geometricke rady a jednoduche upravy plati pro 

x e (-1,1) 

fix) = -(X 2 + 1) • T -^ = -(x 2 + 1) p x 2n 
= Z(-x 2n + 2 -x 2n ) = -l-f;2x 2 ". 

n =0 n = 1 

Tedy f(x) = Y^ =0 a„x n , x e (-1,1), kde 

1 -1 pro n = 0, 

0 pro n € N liche, 

-2 pro n € N sude. 
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8.5.7. Priklad. Dokazte, ze funkci /(x) = ( |+ ^ 2 )2 i x e (—1,1) lze rozvinout do 
mocninne rady se stredem v bode 0 a polomerem konvergence 1. Urcete koeficienty 
teto rady. 

Reseni Podle vzorce pro soucet geometricke rady pro kazde x e (-1,1) plati 


1 

1 + x 2 


1 

1 - (~* 2 ) 


= £(-*>r = £(-irx». 


Dostali jsme mocninnou radu se stredem v bode 0 a koeficienty 


_ ( ( -l) k , pokud n = 2k, k e N U {0}, 
jo, pokud n = 2k + 1, k € N U {0}. 

Polomer konvergence teto rady je roven 1. Podle Vety |8.1.3| konvcrguje mocninna 
rada na intervalu (—1,1) absolutne. Podle Mertensovy vety (Veta |3.6.2[ ) plati 


f(x) = 


£ (Y j a k x k a n - k x n - k \ = Y J b n x n , 

n =0 U=0 / n =0 


kde 


bn = X! a k a n -k■ 

Pro kazde n e N U {0} maji cisla k a 2n — k stejnou paritu, tj. jsou obe licha 
nebo obe suda. Pokud je navic k sude, pak plati 

a k ain-k = (-l) 2 (-l )"" 2 =(-l) n . 

Pokud je k liche, pak plati a k ci2 n -k = 0-0 = 0. Pocet sudych cisel v mnozine 
{0,1,... , 2n} je roven n + 1. Mame tedy b 2n = (— l)"(n + 1). 

Pro kazde n e N U {0} maji cisla k a 2n + 1 — k rozdilnou paritu, a proto je 
prave jedno z cisel a k a a 2n + \- k rovno 0. Odtud plyne, ze b 2n +i = 0. 

Vysledna rada ma tedy tvar 

fix) = f>!)"(» + l)x 2n , x e (-1,1). 


8.5.8. Priklad. Rozvinte funkci /(x) = sinx do mocninne rady. 

Reseni. Podle vzorce pro sin polovicniho uhlu a podle zname mocninne rady pro 
cos dostavame 

= io—2X> =\-\ E<-»" ^ • 
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8.5.9. Priklad. Sectete radu 

y- (—1)” 

^ In + 3 ' 

Resent. Zkoumejme mocninnou radu 

m = £ P^-x 2n+3 . 

^ 2n + 3 

Snadno zjistime, ze polomer konvergence je R = 1. P osloup nost monoton¬ 
ne klesa k nule, a tedy podle Leibnizova kriteria (Veta |3.3.l[ ) tato mocninna rada 
konverguje i pro a = 1. Z Abelovy vety tedy dostavame 

EIttt = 

Podle vety o derivaci mocninne rady (Veta |8.2.2[ ) plati pro vsechna x e (—1,1) 

/' W =£(- i )"^ +2 = r ^ I , 

kde jsme v posledmm kroku vyuzili vzorce pro soucet geometricke rady. Snadnou 
integraci dostaneme 


fix) 


-f YfTff dx = f dx = x — arctan x + C . 

Dosazemm x = 0 dostaneme 

T ——— 0 2 " +3 = 0 — arctan 0 + C , 

h \ 2n+3 

a tedy C = 0. Soucet zadane rady nyni dopocteme podle Abelovy vety 

E ——— = lim f (a) = lim (a — arctan a) = 1-. 

In + 3 *-►!- x-+i- 4 


8.5.10. Priklad. Sectete radu 

E(« 2 + 2n)±. 

n=0 

Resent. Zkoumejme mocninnou radu 

/« = f>* = 
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pro x e (—1,1). Pravou stra nu mu zeme snadno derivovat, a tedy podle vety o 
derivaci mocninne rady (Veta |8.2.2[ ) platf pro vsechna a e (—1,1) 


fix) = J2 nx " 1 

n =0 


(l-A ) 2 ' 


Prvnf clen rady je nulovy, a proto opetovnym pouzitfm vety o derivaci mocninne 
rady dostaneme 

Z poslednich dvou rovnosti snadno dostavame 


Y^(n 2 + 2n)x n = x 2 Y^(» 2 ~n)x" 2 + 3x'Y j nx n 1 

.^W + ^W-5^, + 5^ 


pro vsechna x e (—1,1). Dosazenim x = | dostaneme 


i> 2 + 2 „)A = ^ = 3. 

n =0 


8.5.11. Priklad. Sectete radu 

y _ 1 _ 

^ 4« 2 - i ' 

Resent Zkoumejme mocninnou radu 

m = ±sf-^ + '- 

Snadno zjistime, ze polomer konvergence teto mo cninn e rady je R = 1 a ze tato 
rada konverguje i pro x = 1. Z Abelovy vety (Veta |8.3.2| ) tedy dostaneme 

£ -/(0= Jjf./W- 

Podle vety o derivaci mocninne rady (Vcta |8.2.2[ ) plati pro vsechna x e (-1,1) 


( 8 . 11 ) 
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Poslednf radu si oznacme g(x). Tato rada ma polomer konvergence 1, a z vety o 
derivaci mocninne rady dostaneme pro vsechna (-1,1) 

« - (| drS- 1 ) -1 S’' 2 - • 

kde jsme v poslednim kroku pouzili vzorec pro soucet geometricke rady. Integraci 
spocteme 

* (I) = hhi dx = J (ifrTT) “ 20^1)) dx = \. 

Dosazenim a = 0 do rady pro g(x) lehce dopocteme C = 0. Z ( |8.1l[ ) mame 

fix) = xg{x) = ^x log(x + 1) ~x log(l - x) . 

Standardni integraci pomoci per-partes a rozkladu na parcialni zlomky, kterou zde 
nebudeme detailne rozepisovat, lze z tohoto spocitat 

f(x) = 5 (f “ T _ \ log(1 + x) + \ x2 log(1 + x) ) “ 

- \ - y + \ logd ~x)+ ^x 2 log(l - + C 2 

1 1 x + l 1 2l x+1 

= 2 % -4 log T-^ + 4 x og T^7 + C2 ' 


Dosazenim x = 0 pak snadno zjistime, ze C 2 = 0. Podle Abelovy vety dostaneme 

E m b + W'■~ » l »* rrf- 5 ■ 

kde jsme v poslednim kroku mimo jine vyuzili znamou limitu lim^-yi-jx—1) log(l— 
x) = 0. * 


8.5.12. Priklad. Rozhodnete, pro ktera k € N je limita 

lim -ft-v 


konecna a nenulova. 

Resent. Jest 

arctgx - tg x 


1 arctg x cos x — sin x 


( 8 . 12 ) 


COS A 
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Podle^a[7X5| mame 

arctg.* cos* = (x - -x 3 + o(* 3 ))(l - -x 2 + o(x 2 )) 

= x-^x 3 + o(x 3 ) - ^x 3 + ^x 5 + o(x 6 ) 

= x-^x 3 +o(x 3 ), x^O. 

Odtud a z dostaneme 

arctgx cos a — sin a x - \x 3 + o{x 3 ) - (x - ^ + 0 {x 3 )) 

lim- 5 -;- = lim-H- 

*-»-o x k x—*o x k 


Vo{x 3 ) 


Protoze lim^^o -Jj = 1, plyne z vety o aritmetice limit, ze pro volbu k = 3 je 
hledana limita konecna a nenulova, presneji 

,. arctg x cos x — sin x 2 

lim -2-- = —. 

x^o x 3 3 


Opetovnym pouzitim vety o aritmetice limit odtud ihned dostaneme, ze pro k = 1 
nebo k = 2 plati 

,. arctg x cos x — sin * 

lim -5-- = 0. 

x-s-0 X k 

Konecne pro sude cislo k, k > 3, plati 

arctg x cos a — sin x 

lim- ; = oo 

x—>-0 x k 

a pro liche cislo k, k > 3, limita ( |8.12| ) neexistuje. * 









KAPITOLA 9 


Integral 


9.1. Primitivni funkce 

9.1.1. Definice. Necht; I je otevreny interval a necht; / je funkce s realnymi hodno- 
tami definovana alespon na I. Rekneme, ze funkce F : I —> R je primitivni funkci 
k funkci / na I, pokud pro kazde x e I existuje F'{x) a plati F'{x) = fix). 

9.1.2. Poznamky. 

(a) Necht; F je primitivni funkci k nejake funkci / na otevrenem intervalu I. 
Potom F je na I spojita, nebot; ma die definice v kazdem bode I vlastni 
derivaci. 

(b) Existuji funkce, ktere na jistem intervalu nemaji primitivni funkci. Prikla- 
dem je funkce sign na intervalu R. 

(c) Primitivni funkce neni urcenajednoznacne. Necht' F je primitivni funkce 
k funkci / na otevrenem intervalu / a necht; cel. Pak funkce F + c je 
take primitivni funkci k / na I. 

(d) Hledani primitivni funkce nazyvame integraci a primitivni funkci nekdy 
oznacujeme jako neurcity integral. 

9.1.3. Oznaceni. Fakt, ze F je primitivni funkce k / na otevrenem intervalu I, 
znacime symbolem 

f f(x)dx &F(x), x e /. 

Symbol / f(x) dx oznacuje mnozinu vsech primitivnich funkci na k /na/. 

9.1.4. Definice. Necht' X je vektorovy prostor nad 1,/Jcl jsou mnoziny a c 
je realne cislo. Pak 

A + B = {a + b; a e A, b e B) a cA = {ca; a e A}. 

Pokud a; e X je vektor, x + A znaci {x} + A. 

9.1.5. Definice. Necht; / je otevreny interval. 

(a) Pak system X vsech realnych funkci na I tvori vektorovy prostor, pricemz 
operace definovany bodove. Presneji, pro / ggAaceM mame 

(/ + g)(x) = f(x) + g(x) a (cf)ix) = cf(x), x € I. 

(b) Je-li A c X, rekneme, ze A je urcena az na konstantu, pokud existuje 
f e X takove, ze A = {/ + c; c e R}. 
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9.1.6. Veta (o jednoznacnosti primitivni funkce az na konstantu). Necht; I je ote- 
vreny interval a necht; funkce / je definovana alespon na I. Necht; F a G jsou 
primitivni funkce k funkci / na I. Pak existuje c e IK. takove, ze F(x) = G(x) + c, 
x e I. 

Specialne tedy plati, ze mnozina / / (x) dx je urcena az na konstantu. 


Dukaz . Definujme funkci 


H(x) = F(x ) - G(x), x el. 

Pak 

H'ix) = f(x) - f(x) = 0, xel, 

a tedy die Vety |5.2.9| je H konstantni na I. ■ 


9.1.7. Pri hledani primitivni funkce k dane funkci na nejakem otevrenem intervalu 
pouzivame nasledujici symboliku: 

J f(x)dx^ F(x). xel. 

Na leve strane rovnosti stoji mnozina funkci (presneji mnozina vsech primitivnich 
funkci k funkci /), zatimco na prave strane stoji (libovolny) representant teto mno- 
ziny, tedy funkce F, jedna z primitivnich funkci k funkci / na I. Vztah = tedy neni 
rovnosti v obvyklem slova smyslu, cteme jej jako rovnost az na konstantu a zna- 
mena, ze vsechny primitivni funkce k funkci / na intervalu I obdrzime tak, ze k 
funkci F pficteme libovolnou konstantni funkci na I. 

Zadani ulohy nalezt primitivni funkci k funkci / symbolicky zapisujeme ve 
forme 

J f(x) d*. 

Jednotlive casti tohoto zapisu jsou tyto: 
f .. .znak integralu 

f(x) .. .integrand, tedy funkce, k niz hledame primitivni funkci 
dx .. .diferencial, symbol, jenz oznacuje jednak konec integrandu a jednak ur- 
cuje promennou, vzhledem k niz integrujeme. 


Nasledujici tvr zeni uv edeme zatim bez dukazu, podrobny dukaz bude uveden 
pozdeji (Dusledek |9.2.25| ). 

9.1.8. Veta (vztah spojitosti a existence primitivni funkce). Necht' / je spojita funk¬ 
ce na otevrenem intervalu I. Pak ma na I primitivni funkci. 


9.1.9. Veta (linearita primitivni funkce). Necht; funkce / ma na otevrenem inter¬ 
valu / primitivni funkci F, funkce g ma na / primitivni funkci G a a, /J el Pak 
funkce aF + f$G je primitivni funkci k af + f)g na I. 

Dukaz. Podle Vety |5.1.17| plati 

(oeF(x) + PG(x))’ = aF'{x) + PG\x) = af{x) + Pg(x) 
pro kazde xel. Odtud plyne tvrzeni. ■ 
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9.1.10. Veta (Darbouxova vlastnost derivace). Necht; / ma na otevrenem intervalu 
/ primitivni funkci. Pak ma / na I Darbouxovu vlastnost, tj. f(J) jc interval, 
kdykoli / C / je interval. 

Dukaz. Necht; J je interval. Predpokladejme, ze yi,y 2 G /(/), yi < yi a z e 
(yi, y 2 ). Chc eme ukazat, ze z e /(/). To nam postaci k dukazu tvrzeni die Lem- 
matu |1.6.23| . 

Necht' F je primitivni k funkci / na I . Definujme funkci 
H(x) = F(x)-zx, xel. 

Pak H je spojita na I a pro kazde xel plati 

H'(x) = f(x)-z, 

tj. H ma na I vlastni derivaci. 

Nalezneme xi,X 2 e / takova, ze f(x 1) = y 1 a /fe) = yi■ Predpokladejme, 
ze x\ < x 2 - (V opacnem pripade bychom po stupo vali obdobne.) Protoze funkce 
H nabyva na intervalu [x\,x 2 \ minima (Veta [4.3.9[ ) , muzeme ho oznacit jako xq. 
Jelikoz 

H'(xi) = f{x\) — z < 0, 
existuje S e M, 5 > 0 takove, ze 

Vx e P + (xi,5) : H(x) < H(xi). 

Tedy xq ^ x\. Obdobne odvodime z faktu H'(x 2 ) = f(x 2 ) - z > 0, ze x (l / x 2 . 

Mame tedy xo e (xi,x 2 ), a plati proto H'(x 0) = 0 (viz Veta |5.1.30[ ). Odtud 
fix 0) = z. ■ 

9.1.11. Poznamka. Necht' I je otevreny interval a necht' / je funkce definovana 
alespon na I. Potom na I plati nasledujici implikace: 

/ je spojita =y f ma primitivni funkci =y f ma Darbouxovu vlastnost. 

9.1.12. Poznamka. Z Vety ^7l.l0| plyne, ze funkce sign x nema na intervalu (—1,1) 
primitivni funkci. 

9.1.13. Veta (prvni vetao substituci). Necht; a, b,oc,P e M*, a < b,a < /}. Necht' F 
je primitivni funkce k / na (a, b). Necht; <p je funkce definovana na intervalu (a, ft) 
s hodnotami v (a, b ), ktera ma v kazdem bode (a, ft) vlastni derivaci. Pak 

J f(<p(tWit) dt = Fi<p{t)), te(a,P). 

Dukaz. Podle vety o derivaci slozene funkce (Veta [5 .1 ,23[ ) plati 

{FWit))' = FfcpitWit ) = fWWit), t e (a, P), 
cimz je tvrzeni dokazano. ■ 
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9.1.14. Priklad. Necht; (a, b ) = (a, fi) = (—oo, oo), 

f(x) = x 4 ,xe(a,b) a <p(t) = sinf, t € (a,/l). 

Pak 

J f(x)dx = ^x 5 , x e (a. b). 

Tedy die prvni vety o substituci (Veta (9.1.13[ ) plati 

J t)dt = J sin 4 !cos!df = ^ sin 5 ?, te(a,j3). 

9.1.15. Veta (druha veta o substituci). Necht; a,b,a, fi e R*, a < b, a < /?. Necht; 
<p : (a, j5) —>• (a, b) ma v kazdem bode nenulovou vlastni derivaci a ((a, /J)) = 
(a, b). Necht; / je funkce definovana na intervalu (a, b) a plati 


J f(<p(tW(t)dt = G(!), te(a,P). 

J f(x)dx = G(<p~ l (x)), x e (a, 6). 


Dukaz. Podle Vety (9.1 .1 Q| nemeni (p 1 na (a, fi) znamenko. Podle Vety |5.4.7| je <p kle- 
sajici nebo rostouci na (a, fi). Tedy existuje inverzni funkce <p _1 : (a, b ) -»■ (a, fi). 
Pro kazde ^ e (a, b) pak plati 

{G{<p-\x)))' = G\cp-\x)){<p- l {x))' 

= /w. 

Pri vypoctu jsme pouzili ve tu o de rivaci slozene funkce (Veta |5.1.23[ ) a vetu o de¬ 
rivaci inverzni funkce (Veta |5. 1. 26[ ) . ■ 

9.1.16. Priklad. Spoctete primitivni funkci k V1 — x 2 na intervalu (—1,1). 

Resent. Polozme (a,/J) = (—f, |), (a,&) = (-1,1) a 

f(x) = Vl — x 2 , x e (a,b) a ip(!) = sin!, t e (a,/5). 

Pak 

*>((<*, £)) = p((-|, -)) = (-1.1) = (a,i) 
a <p _1 (2c) = arcsine na (—1,1). Dale plati 

J f((p(t))cp'(t)dt = J Vl - sin 2 ! ■cos! d? = J cos 2 ! d? 

/■ 1 c 1 1 7t 7t 

= J -(1 +cos2!) = -t + -sin2!, ?e 
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Tedy 


/ c 1 1 

f(x) dx = - arcsin x + - sin(2arcsinx), x <E (-1,1). 


9.1.17. Symbol dx nema zadny matematicky vyznam a nelze s nfm zadnym zpu- 
sobem algebraicky manipulovat. Nesmf se tedy napnklad objevit ve jmenovateli 
zlomku, nelze jfm kratit a podobne. Tento symbol lze v nekterych prfpadech i vy- 
nechat, napnklad tvrzenf prvnf vety o substituci lze symbolicky zapsat ve tvaru 



Symbol dx vsak muze poslouzit jako uzitecna mnemotechnicka pomucka pri prak- 
tickych vypoctech, napnklad pri pouzitf jedne z vet o substituci. Hledame-li kuprf- 
kladu primitivm funkci k funkci g(t) na intervalu (a, ft) pomoci prvnf vety o substi¬ 
tuci, casto postupujeme tak, ze se snazfme nalezt funkce / a <p takove, aby platilo 
g(t) = (/ o (p)(t)<p'(t). V takovych pnpadech obvykle nejprve najdeme funkci (fi\ k 
nf pak dopocftame i p a interval (a, b). Formalne zamenfme x = <p(t) a dx = <p'(t) dt, 
zbytek integrandu by pak jiz mel byt ve forme <p(t)(p'(t). 

Vyse uvedeny vztah dx = (p\t) d t nema zadny matematicky vyznam, jdejen o 
uzitecnou pomucku pri vypoctech. 

9.1.18. Poznamka. Necht; h : (a, b) — > M je spojita a <p : (a,b) —>• M ma vlastnf ne- 
nulovou derivaci. Oznacme (a, fi) = <p ((a, b)) a necht; /: (a, fi) -> TR je definovana 
jako f(t) = /z(ip _1 (t))(^ _1 ) , (0- Je-li F primitivm funkce k / na (a,/l), je F o <p 
primitivm funkce k h na (a, b). 

Dukaz. Dfky predpokladu je <p ryze monotonnf funkce, jejfz inverze ma na intervalu 
(a, P) vlastnf derivaci. Funkce / je tak dobre definovana a spojita. Derivujeme-li 
nynf F o cp na (a, b), dostavame 

(F o <p)\x) = (/ o (p){x)(p\x) = h(x)(<p- l )\<p{x))<p(x) = h(x). 


9.1.19.Veta(integraceperpartes). Necht'/jeotevreny interval a necht; / je spojita 
funkce na I. Necht; F je primitivm funkce k funkci / na / a G je primitivm funkce 
k funkci g na /. Pak platf 


J g{x)F{x) dx = G(x)F(x) - J G(x)/(x) dx, x e I. 


Dukaz. Funkce G je spojita na / die Poznamk y [9. 1. 2| ( a), takze i funkce /G je spojita 
na I. Ma tedy primitivm funkci na I die Vety p.l.8[ lJvazujrne nejaky prvek mnozi- 
ny vpravo, tedy funkci tvaru GF — H, kde H je primitivm ke Gf. Pak z Vety [5.1 d7| 
mame 


(GF - H) f = gF + Gf — Gf = gF. 
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Tedy 

J gF = GF — H. 

Obe mnoziny tedy obsahuji funkci GF — H , a proto se rovnaji (viz Veta |9.1.6| ). 


9.1.20. Priklad. Spoctete primitivm funkci k funkci arctg na intervalu (—oo, oo). 
Resent. Polozime fix) = F(x) = arctg x, g(x) = 1 a G(x) = x. Potom / je 

spojita na M, a tedy podle Vety |9.1.19| plati 


J arctg xdx = J 1 • arctg x da: = J 

= G(x)F(x)- J G(x)f(x)dx 
= x arctgx — J Y^ dx 

1 r 2x , 

= " arct§ "- 2 i 

= x arctgx - ^ log(l + x 2 ), x e R. 


9.1.21. Priklad. Spoctete primitivm funkci k funkci xe x na (—oo, oo). 


Resent. Ve Vete |9.1.19| polozme fix) = 1, F(x) = x, g{x) = e x a g(x) = 
Dostaneme 


/ 


dx = J g(x)F(x) dx = G(x)F(x) - 
= xe x — J e x dx = e x (x - 1), 


f G(x)/(x) dx 
r e (-oo, oo). 


9.1.22. Priklad. Spoctete primitivm funkci k funkci logx na (0, oo). 

Resent. Ve Vete |9.1.19| polozme /(x) = i, F(x) = logx, g(x) = 1 a G(x) = x. 
Dostaneme 

/logxdx = / 1 -logxdx = J g(x)Fix)dx 
= G(x)F(x) — J G(x)/(x) dx 
= xlogx— / 1 dx = x(logx — 1), x e (0, oo). 


9.1.23. Lemma. Necht; / je otevreny interval a V je vektorovy prostor vsech real- 
nych funkci na /. Necht; je neprazdna A C X urcena az na konstantu a necht; C 
znaci mnozinu vsech konstantnich funkci na I. Pak plati nasledujici tvrzeni. 
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(a) Te-li c e ! \ {0}, je cA tez urcena az na konstantu. 

(b) Platf A = A + C. 

(c) Pokud a \, a 2 jsou realna cfsla, platf 

| (ai+a 2 )d, fli + a 2 ^0, 

C, fli + a 2 = 0 a ai ^ 0, 

{0}, a 1 = a 2 = 0. 

Dukaz . Tvrzenf (a) a (b) ihned plynou z definice. 

V dukazu tvrzenf (c) nejprve uvazujeme prfpad ai + a 2 ^ 0. Necht; f\, f 2 e A 
jsou dany. Jelikoz A = {/ + c: c el} pro nejake f e X, existujf ci, c 2 e splnujfcf 
fi =f + Ci ,i = 1,2. Pak 


flt/t + 02/2 = (ai + a 2 )f + flici + a 2 c 2 

= (at + 02 ) (/ + aiCl + aiC2 \ e (a 1 + a 2 )A. 

V ai+a 2 ) 

Pokud naopak g e (a\ + a 2 )A je dano, platf g = {a\ + a 2 )(f + c) pro nejake 
cel. Tedy 

g = ai(f + c) + a 2 (f + c) eaiA+a 2 A. 

Tfm je prvnf prfpad overen. 

Pokud ai + a 2 = 0 a ai ^ 0, pak pro f\, f 2 e A mame jako vyse fi = f + c,-, 
i = 1 , 2 , a tedy 

a\fi +a 2 f 2 = aici + a 2 c 2 6 C. 

Je-li c e C dana, pak f\ = f + a f 2 = f splnujf a\f\ + a 2 f 2 = c, a tedy 
pozadovany vztah platf. 

Prfpad a\ = a 2 = 0 je pak zrejmy. 


9.1.24. Prfklad. Pro n e N oznacme I n = f dx. Dokazte, ze platf reku- 

rentnf formule 


2n(l +x 2 ) n 


-I„, xe (- 00 , 00 ). 


Specialne tedy platf 


/1 = arctgx, x e (— 00 , 00 ) 


a 


arctg. 


x e (— 00 , 00 ). 
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Resent Z vety o vztahu spojitosti a existence primitivnf funkce (Veta |9.1.8|) plyne, 
ze pro kazde n e N ma funkce ( 1+ *ay> primitivnf funkci na K. Z Vety |9.1.19| dosta- 




”/ 


tW-/ 


x(-n)- 


(1 +* 2 r 


= (iTW + 2 K/<rrW“ / (rrir^ d ") 


- + 2nl n - 2 n/„ H 


(1 + * 2 )" 

Z Lemmatu |9.1.23| nym plyne nasledujfcfm zpusobem tvrzenf. 

Necht: C znacf mnozinu konstatnfch funkcf nala necht: / £i > x ^a V ob- 
drzene rovnici 

I n = f “f 2nl n — 2 

pficteme k obema stranam -/„ + 2nI n+ \ a obdrzfme 

2«/„ +1 +/„-/„=/ + 2iil n -I n - 2nl n+1 + 2nl„+i, 

tj- 

2 nl n+1 + C = f + (2n- 1 )/„ + C. 

To ale dava rovnost 

2nl n+ i = f + (2n - 1 )/„, 

z ktere jiz pozadovany zaver plyne. * 

Nasledujfcf prfklad ukazuje, ze v nekterych prfpadech pri hledanf primitivnf 
funkce metodou per partes musfme vyresit funkcionalnf rovnici. 


9.1.25. Prfklad. Spoctete primitivnf funkci k funkci e x sin x na E. 

Resent Z vety o vztahu spojitosti a existence primitivnf funkce (V eta|9.1.8| ) plyne, ze 
funkce e x sin a: ma na M primitivnf funkci. Dvojfm pouzitfm Vety p.1.19| dostaneme 

J e x sin xdx = e x sin x — J e x cos x dx 

= e x sin x — | e x cos x — J e x (— sin x) dx^ 

= e x sin x — e x cos x — J e x sin x dx. 

Lemma |9.1.23| nynf pouzijeme pro obdrzenou rovnost 


kde A = f e x sin x dx a g = e x (sin x - cos x). Prictenfm A k obema stranam rovnice 
tak obrzfme 

2 A = g + C, 
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kde C znaci mnozinu vsech konstatnich funkci na intervalu (— 00 , 00 ). Z teto rov- 
nosti jiz plyne 



9.1.26. Poznamka. Vyzkousejme metodu per partes pro vypocet primitivni funkce 
k funkci tg* na intervalu (—§>§)• Pak dostavame 



Tato rovnost by mohla svadet k odvoze ni iden tity 0 = — 1. Tento spor je vsak jen 
zdanlivy,nebol:spravnepouzite Lemma |9.1.23| dava pro ^4 = f tgx dx rovnost C = 
— 1 + C, coz je pravdiva rovnost (symbol C opet znaci mnozinu vsech konstatnich 
funkci na intervalu (—f, §))• 

9.1.27. Definice. Racionalni funkci budeme rozumet podil dvou polynomu, kde 
polynom ve jmenovateli neni identicky roven nule. Racionalni funkce R{x) = 

je definovana na libovolne podmnozine M, ktera neobsahuje zadny koren polyno¬ 
mu Q. 

9.1.28. Lemma (Eukleiduv algoritmus). Necht; p, h jsou polynomy. Pokud h ^ 0, 
existuji polynomy far takove, ze 

• p = qh + r, 

• r = 0 nebo st(r) < st(/z). 

Dukaz. Pokud p = 0 nebo st(/?) < st(/z), tvrzeni zjevne plati, nebot; staci polozit 
q = 0 a r = p. 

Predpokladejme tedy pro spor, ze tvrzeni neplati. Pak existuji nenulove poly¬ 
nomy p, h, pro ktere prislusny rozklad neexistuje a pro ktere je rozdil st(/>) — st(/i) 
minimalni. Die prvniho kroku dukazu plati n = st (p) — st(/i) > 0. Necht; c(p), 
respektive c(h), je koeficient u nejvyssi mocniny v p, respektive h. Pak 


je bud'to 0, nebo je to polynom stupne mensiho nez je stupen p. Tedy st(w)—st(h) < 
n, coz vzhledem k minimalite n implikuje existenci polynomu a, b takovych, ze 
w=ah+bab=0 nebo st(Z>) < st (h). Pak ovsem 


/ , u n c (P ), 

ah + b = w = x h - p, 


coz znamena, ze 
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To je vsakjiz pozadovana reprezentace p, coz je ve sporu s volbou pah. Tim je 
dukaz dokoncen. ■ 

9.1.29. Lemma. Necht: p, q jsou nenulove polynomy s nejvetsfm spolecnym deli- 
telem w. Pak existujf polynomy c, d takove, ze w = cp + dq. Specialne pak platf, 
ze c, d nemajf spolecneho delitele. 

Dukaz. Polozme 

S(p,q) = {ap + bq; a.b polynomy}. 

Pakje kazdy element S(p.q) delitelny w. Potrebujeme dokazat, z ewe S(p,q). 

To je zrejme, pokud je q konstantnf polynom. Vskutku, pak w = q a p = qp' 
pro nejaky polynom p'. Pak pro a = 1 a b = 1 - p' plat! 

w = q = qp' + (1 - p')q = ap + bq. 

Predpokladejme nynf, ze tvrzem neplatf pro dvojici p, q, kde q ma minimalnl 
stupen mezi vsemi takovymi pary. Z minimality platf st(</) < st(/>), takze existujf 
polynomy c,r takove, ze r = 0 nebo st(r) < st(^) a p = cq + r. Povsimneme si, 
ze ^ 0, nebot' v opacnem prfpade je p nasobek q a dokazovane tvrzenf pro dvojici 
p, q pak platf. To je vsak spor s volbou p, q. 

Dalsf uvahou jest pozorovanf, ze kazdy spolecny delitel dvojice p,q je delite- 
lem dvojice q, r a obracene. Tedy w je nejvetsf spolecny delitel paru q, r. Jelikoz 
st(r) < st(g), z minimality dokazovane tvrzenf pro dvojici q, r platf, a tedy existujf 
polynomy x, y takove, ze xq + yr = w. Pak ale platf 

w = xq + yr = xq + y(p - cq) = yp + (x - yc)q , 

coz je v sporu s volbou paru p, q. Dukaz je tak dokoncen. 

Specialnf cast jiz nynf snadno plyne. Pokud bychom totiz meli c = ac' a d = 
ad' pro nejake polynomy a, c' , d' ruzne od l,kde vedoucf koeficient u a je 1 , vfme, 
ze p = wp' a q = wq' pro nejake polynomy p'. q'. Pak ale rovnost 

w = cwp' + dwq' 

implikuje fakt 

1 = cp' + dq' = a(c'p' + d'q'). 

Z toho vsakjiz plyne a = 1, coz je spor. ■ 

9.1.30. Veta (rozklad na parcialnf zlomky). Necht' P. Q jsou polynomy s realnymi 
koeficienty takove, ze 

a) stp<ste, 

(ii) Q(x) = a n (x-x 1 yi ...(x-x k y*(x 2 + uix+&!)*' ... (x 2 + 

(iii) a„, x\ .Xfc, ai,..., cq, f}\,..., Pi ^ 0,k,l e N U {0}, 

(iv) pi . p k , qi,...,qi € N, 

(v) zadnyzmnohoclenux 2 + aiX + /3i, ... ,x 2 + a/x + /3/ nema realny koren, 

(vi) zadne dva z mnohoclenu x—x \. x—X2, ..., x—Xk, nemajf spolecny koren. 

(vii) P a Q jsou nesoudelne. 
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Pak existujf jednoznacne urcenacfsla ^4},..., A^,..., A\, ..., A* k , B\ , C/,..., B qi , 
,..., B[, C [,..., B l qi , C l qi takova, ze platf 


Q(x ) X X\ (X-X! )P1 

A\ a 

A -H-1- V t- 

X-X k (X- 

Bj x + Ci 

H-1-i-1-1- 

x 2 + «ix + )8i 

+ Cf 

H-----h • 

x 2 + aix + fii 

pro vsechna x e K splnujfd Q(x) ^ 0. 


(x 2 +«ix + )8i)?i 

K x + C L 

(x 2 + aix + Pi) q ‘ 


Dukaz. Bez ujmy na obecnosti predpokladejme, ze q je monicky, tj. ze jeho vedoucf 
koeficientje 1. 

Krok 1. V prvmm kroce ukazeme, ze tvrzenf platf pro prfpad, kdy q(x) = (x — 
xi)” nebo q{x) = (x 2 + ax + fi) n . Je-li n = 1, je vyraz ^ v pozadovanem tvaru. 

Predpokladejme nynf, ze tvrzenf platf pro kazde k e N, k < n, kde n e N \{1}. 
Necht' nynf q je tvaru q(x) = (x — Xi)". Pak existujf polynom a a cfslo r takove, ze 
p(x) = a(x)(x - xi) + r. Tedy 

P(x) = a(x) r 

(x - xi) n (x - xi)”" 1 (x - Xi) n ' 

Na prvnf clen vpravo aplikujeme indukcnf predpoklad a druhy je jiz v pozadova¬ 
nem tvaru. 

Podobne postupujeme v prfpade q(x) = (x 2 + ax + /?)”• Predpokladame-li 
platnost tvrzenf pro kazde k <n, kde n e N, pfseme p(x) = a(x)(x 2 + ax + ft)) + 
r(x), kde a(x) je polynom a r(x) je polynomm nejvyse stupne 1. Pak 

P(x) _ aix) rjx) 

q{x) (x 2 + ax + P) n ~ l ' (x 2 + ax + fi) n 

Opet lze na prvnf clen pouzft indukcnf predpoklad, zatimco druhy je v pozadova¬ 
nem tvaru. 

Tim je tvrzenf dokazano v prfpade, kdy q(x) je mocnina typu (x — Xi)" nebo 
(x 2 + ax + P) n , kde kvadraticky clen je nerozlozitelny. 

Krok 2. Dokazujme nynf tvrzenf pro prfpad, kdy q je soucinem n ruznych typu 
nerozlozitelnych prvocinitelu. Pro prfpad n = 1 bylo tvrzenf dokazano v Kroku 1. 

Predpokladejme nynf jeho platnost pro vsechna k <n, kde n e N \ {1}. Necht; 
q = gh je polynom stupne n, kde g i h jsou monicke, nesdflejf zadne netrivialnf 
spolecne delitele a st(p) < n. Tedy st(/i) < st(g-) + st (h) = n a min{st(g), st(/i )| > 1. 
Jelikoz nemajf g a h zadneho netrivialnfho spolecneho delitele, die Lemmatu |9.1.29| 
existujf polynomy cad takove, ze 1 = eg + dh. Pak c nem8 spolecny nasobek s h 
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a d nem spolecny nasobek s g. Pak mame 

p p(cg + dh) peg pdh pc pd 

q q q q h g ' 


Dostali jsme tak soucet dvou vyrazu, z nichz kazdy ma ve jmenovateli mene nez 
n ruznych nerozlozitelnych prvocinitelu. V prfpade, kdy st(/>c) < st (h) a st (pd) < 
st(g) tak lze aplikovat indukenf predpoklad a dukaz ukoncit. V prfpade, ze tomu 
tak nenf, predpokladejme naprfklad, ze st(pc) > st(/z). Pak pc = qh + r pro nejake 
polynomy q a r , kde st(r) < st (h). To implikuje, ze r nesdflf s h zadneho spolecneho 
delitele, nebot' v opacnem prfpade by spolecny delitel h a r byl tez delitelem p 
(nebot; c nema s h spolecneho delitele), coz by byl spor s podmfnkou (vii). 

Mame tak 

P _ P(cg + dh) _ {qh + r)g + dhp _ rg + (q + df )h 
q q q q 

Jako vyse dfky podmfnce (vii) vidfme, ze (q + df) nema spolecneho delitele s g. 
Pak 

st(rg) < st (h) + st (g) a st(/>) < st(A) + st(g), 


a tedy tez 


st ((q + df)h) < st (h) + st(g). 


Tedy st(^ + df) < st(g) a st(r) < st(/t). Dostavame tak 


p = rg + (q + df)h = r q + df 
q q h g 

pricemz na oba zlomky na prave strane jiz lze pouzft indukenf predpoklad. 

Dukaz je tak dokoncen. ■ 


9.1.31 (postup pri integraci racionalnf funkce). Pri integraci racionalnf funkce po- 
stupujeme podle nasledujfcf osnovy: 

1. krok: vyjadrfme funkei R(x) ve tvaru R(x) = Pfx) + P q^ , kde st P 2 < st Q 

pro vsechna x e R, Q(x) 0; 

2. krok: provedeme rozklad funkce na parcialnf zlomky podle Vety |9.1.30| 

3. krok: integrujeme jednotlive parcialnf zlomky podle nasledujfcfch formulf: 

© Je-li 

, = S^r dx - 

kde A e R a n e N, pak 


A\og\x-a\, 


k e (—oo, a) nebo x e (a, oo), je-li n > 1; 
r e (—oo, a) nebo x e (a, oo), je-li n = 1. 


(ii) Je-li 


' = /( 
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kde q e N, a, /5 e R a /3 — |a 2 > 0, pak nejprve vyjadffme / ve tvaru 


' = !/ 

Ozn 

-/ 


2x + a 


(x 2 + ax + BY 
Oznacime-li 
2x- 




(x 2 + ax + BY 


7l ^ (x 2 + ax + BY dX a 72 / (x 2 + ax + BY 


potom 


/l= x e R, je-li ^ > 1, 

| log(x 2 +ax + |6), x e R, je-li q = 1. 
Dale plati 

J ((x + %) 2 + B~4Y 




Pro vypocet posledniho integralu vyuzijeme prvni vetu o substituci. 
Polozime y = ?* +ot , takze dy =4. .,, 2 dx a obdrzime 


— I 

6 — a 2 J 


(.y 2 + 1 )« 


U-V) +i 

Vysledny integral pak spocitame podle Prikladu |9.1.24| . 
9.1.32. Priklad. Najdete primitivm funkci k * 5 ~* 3 
Resent. Standardnim postupem (delenim polynomu) spocteme 


t _^2^+^ =xi + i + 3 ^ =x , +2 + ^ 


Tedy 


na (—oo, —1), (—1,1) a na (1, oo). 


9.1.33. Priklad. Najdete primitivm funkci k • 

Resent Obecny rozklad na parcialni zlomky ma tvar 

x 2 -I - 1 A B ( Cx -I - D 

(x + l) 2 (x 2 + X + 1) “ (x + l) 2 + (x + 1) + X 2 + X + 1 ’ 
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kde A, B,C, D e R. Vynasobime obe strany vyrazem (x+ 1 ) 2 (x 2 +x + 1) aobdrzfme 
x 2 +l = x 3 (B + C) + x 2 (A + 2B + 2C + D) + x(A + 2B+2C +2D) + (A + B + D). 
Dva polynomy se rovnajf prave tehdy, kdyz se rovnajf vsechny jejich koeficienty. 
Tedy dostaneme tedy soustavu ctyr linearnfch rovnic 
0= B + C 

l=A + 2B + 2C + D 
0 = A + 2B + C+2D 
1 = A + B + D. 


Jejfm fesenfm je 
Tedy 

Mame 


A = 2, 5 = 0, C=0, 1) — 

x 2 +l 2 1 


(x + l) 2 (x 2 + X+1) (x+1) 2 x 2 + x + l' 


/(LTTP^^JTT "a <-oo,-l) a (-1, 

(t ) +1 


oo) 


Ten substitucf t = - 


icf t = - 4 = prevedeme na integral f Tedy 

V 4 

f naR ' 

Dohromady mame 

Jz " +1 


(x + l) 2 (x 2 + X + 1 ) x + l 


Mi) 


a (-oo,-l) a (-l,oo). 


9.1.34. Oznacenf. Ve zbytku teto kapitoly budeme symbolem R(x, y) znacit raci- 
onalnf funkci dvou promennych, tj. R(x,y ) = kde 

Ni N 2 

P{x,y) = Y a ij x i y j , Q(x,y) = Y MV- 

kde N lt N 2 e N, a u ,bij e 1, i, j = 0,..., Ni(N 2 ) a Q # 0. 
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Rekneme, ze R je suda v prvni soufadnici, pokud pro kazde (a, y) e £) R = 
{(a, y) e R 2 ; Q(x, y) ± 0} plati (-a:, y) e £) R a mame R(-x, y) = R(x, y). Ana- 
logicky definujeme lichost v prvni a sudost a lichost v druhe soufadnici. 

Funkce R je suda, pokud pro kazde (x,y) e £) R plati (— x,— y) e <£) R a 
R(x, y) = R(—x, —y). Analogicky definujeme lichost funkce R. 

9.1.35. Lemma. Nechf R(x, y) = je racionalni funkce dvou promennych, 

ktera je suda v prvni soufadnici. Pak lze funkci R vyjadfit ve tvaru R(x,y) = 
S(x 2 , y), kde S je racionalni funkce splnujici £)(S) = £)(R). 

Dukaz. Pfedpokladejme nejprve, ze R je polynom, tj. 

R(x,y) = a ki ix k y l , ryel. 

k,l =0 


Pak plati 

0 = R(x,y) - R(-x,y) = ^ a k j(x k - (~l) k x k )y l , t.jel. (9.1) 

Pfedpokladejme, ze existuji k e {1, ... ,«} liche a l e {0,- n} takove, ze a k ,i ^ 0. 

Necht' m je nejvyssi lichy index, pro ktery existuje / e {0splnujici a m j ^ 0. 
Necht' I znaci mnozinu takovychto l a necht: 

p(y) = Y, a ™jy l - 

lei 

Pak P je nenulovy polynom na R. 

Z ( J9. l| ) pak plyne 

0 = x m f] akjx k - m ( l-(-l)V- 

k=0,l 

Pak pro kazde y e R plati 

0= lim x m ^ a k jx k ~ m (l — (—l) k )y l = lim A m ^a mj /y z = li m x m P(y). 
k=o,l lei 

Z nenulovosti P pak plyne spor. Tedy R obsahuje pouze sude mocniny x, takze 
lze psat 

R(x,y) = S(x 2 ,y), 
kde S je polynom dvou promennych. 

Necht' nyni R je obecna racionalni funkce splnujici R(—x, y) = R(x, y), (a, y) e 
S)(R). Pisme R(x, y) = g^j , kde P. Q jsou polynomy dvou promennych. Pak 
V(a, y) e S(R): P(x,y)Q(-x,y) = P(-x,y)Q(x,y). (9.2) 

Tato rovnost vsak plati na R 2 . Vskutku, nechf (A,y) € R 2 je libovolne. Pokud 
Q(x,y) 9^0, plati ( |9.2[ ) diky sudosti funkce R v prvni soufadnici. Pokud Q(x, y) = 
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0, mame ( x, y) £)(R), a tedy take (—x, y) £)(R). Tedy Q(—x, y) = 0 a rovnost 

( Jjlj ) platf. 

Z rovnosti ( |9.2| ) nynf plyne, ze je polynom P(x, y)Q(—x, y) sudy v prvnf sou¬ 
radnici, a tedy P(x, y)Q(—x, y) = Si(x 2 , y) na M 2 pro nejaky polynom S\ die prv¬ 
nf casti dukazu. Tez polynom Q (x, y)Q{—x, y) je sudy v prvnf souradnici, a rovna 
se tak S 2 (x 2 ,y) pro nejaky polynom S 2 - Jelikoz Q(x, y) = 0 prave tehdy, kdyz 
Q(—x, y) = 0, ma racionalnf funkce S = stejny definicnf obor jako R a platf pro 
ni 


R(x,y) 


P(x,y) 

Q(x,y) 


P(x,y)Q(-x,y) 
Q(x,y)Q(-x,y ) 


Si(x 2 ,y) 
S 2 (x 2 , y) 


S(x 2 ,y). 


9.1.36. Lemma. Necht' R(x, y) je racionalnf funkce dvou promennych. Pak platf 
nasledujfcf tvrzenf. 

(a) Pokud je R licha v prvnf souradnici, existuje racionalnf funkce S takova, 
ze 

R(x, y) = S{x 2 , y)x, {x, y) € £>(R), x^O. 

(b) Pokud je R licha v druhe souradnici, existuje racionalnf funkce S takova, 

R(x,y) = S(x,y 2 )y, (x, y) e £)(R), y + 0. 

(c) Pokud je R suda, existuje racionalnf funkce S jedne promenne takova, ze 

tf(x,y) = S^,y 2 ), (x,y)eS)(R),y^0. 

Dukaz . (a) Necht; R = je racionalnf funkce licha v prvnf souradnici. Pak je funkce 
T(x, y) = (x, y) £ 3)(R), x + 0, 

racionalnf a suda v prvnf souradnici. Die Lemmatu |9.1.35| existuje racionalnf funk¬ 
ce S takova, ze T(x,y) = S(x 2 ,y), (x,y) e £)(T). Pak 

R(x, y) = xT(x, y) = S(x 2 , y)x, (x, y) e £>(R), x^O. 

Pokud(0,y) e <0(7?), platf (0, y) e 0 (S) a dfkylichosti funkce Rv prvnf souradnici 
mame 

R(0, y) = 0 = 0<S(0 2 , y). 

Tedy 

R(x, y) = S(x 2 , y)x, (x, y) e 0(1?). 

Tfm je dukaz tvrzenf (a) dokoncen. 

Tvrzenf (b) se dokaze obdobne. 

(c) Necht' R je suda. Pak pro (x, y) e 0(1?), y^O, platf 
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Racionalnf funkce 


S(a,b) = R (ab, b) 


je suda v druhe souradnici a existuje tak racionalnf funkce T takova, ze £>(S) = 
£)(T) a S(a, b) = T(a, b 2 ). Pak 



9.1.37. Poznamka (integrace trigonometrickych integralu). Pro prevod integrals 
tvaru / R(sin x, cos x) dx na integraci racionalnf funkce lze vyuzft jedne z nasledu- 
jfcfch subsdtucf: 

(i) vzdy lze uzft substituce tg(|) = t, 

(ii) pokud R{a , — b) = —R{a,b), lze uzft substituci sin x = t, 

(iii) pokud R(—a , b ) = —R(a, b), pak lze uzft substituci cos* = t, 

(iv) pokud R(—a , — b) = R(a,b), pak lze uzft tg* = t. 

Dobra rada: je-li to mozne, byva obvykle vyhodnejsf zvolit nekterou ze substituci 
(ii)-(iv) nez substituci (i). 

9.1.38. Prfklad. Spoctete 



Resent Zadana trigonometricka funkce je typu (ii) 

9.1.39. Veta. Necht; /, F jsou spojite funkce na otevrenem intervalu /, c e I 
nechf F'(x ) = /(*) pro * e / \ {c}. Pak F' = f na /. 


Dukaz. Tvrzenf ihned plyne z Vety ??. 


9.1.40. Prfklad. Spoctete / ^ 2jC d*. 

Resent Protoze R{a,b) = pouzijeme substituci t = tgx. V prvnf vete o sub¬ 
stituci (Veta £nn) je pak (p(t) = arctgf, (a,/5) = (— 00 , 00 ) a (a,b) = (-§. §)• 
Zjevne je (p'(t) = nenulova na (— 00 , 00 ) a ^>((— 00 , 00 )) = (—§, f )• 

Protoze tgx = t, mame 



Tedy 



Pocftame tedy integral 
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Z druhe vety o substituci (Veta |9.1.15[ ) tedy plyne, ze 
~dx = -^=arctg(V2tgx), . 


(9.3) 


1 + sin z x y/2 ’ 2 ’ 2 

Funkce je ale spojita na celem M, a tedy die Vety |9.1.8| ma na M primitivni 

funkci G. Tu najdeme pomoci jiz nalezene funkce F z (|9.3[). Protoze 






polozim 


l 2V2 +k V2’ 


k e (kn — ^,kn + f), 
k = f + kn. 


Pak G je spojita funkce a v kazdem bode x el\j|| kn\k e Z} plati G'(x) = 
(1 + sin 2 x) -1 . V bodech tvaru kn + \ tato rovnost plati diky Vete |9.1.39| . * 

9.1.41. Veta (Integraly tvaru / R{x,{^ Nechtig e N ,a,b,c,d e I, ad ^ 
be a 7?(x,y) je racionalni funkci dvou promennych. Necht; I je otevreny interval 
obsazeny v <D (R (x, (ffipf)*))- Polozime cp(x) = (ffipf)«, x e I. Pakje <p mono¬ 
tonnifunkce, J = (p{I) je otevreny interval a t H>- R{cp~ l {t), t){(p~ 1 )'{t) racionalni 
spojita funkce definovanana /. Je-li Fjeji primitivni funkce na i, je Focp primitivni 
funkce k R (x, (ff±£)«) na 7. 

Dukaz. Zobrazeni x i-> je ryze monotonni na kazdem otevrenem intervalu 
obsazenem v jeho definicnim oboru. Vhledem k monotonii odmocniny pak dosta- 

vame ryzi monotonii funkce x i->- ( cx+d ) “ na kazdem otevrenem intervalu ob¬ 
sazenem v definicnim oboru teto funkce. Pro to je <p ryze monotonni funkce a jeji 
obor hodnot J je otevreny interval (viz Veta |4.3.6[ ). Inverzni funkce (p~ l \ J I 
je urcena jako #> -1 (f) = ^-^7, z cehoz plyne, ze t i-> R{sp~ l {t), je racio¬ 

nalni funkce na J. Fakt, ze F o <p je primitivni k R (x, (ffqrj)'' j na 7, nyni plyne z 

Vcty ^TlSl ■ 

9.1.42. Priklad. Spoctete 


Resent. Funkce je definovana na intervalech (— 00 , —1) a (1, 00 ) a je na nich 

spojita. Na nich tedy budeme hledat primitivni funkci. Polozme t = yj Pak 
t 2 + 1 
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pricemz (p : (0,1) —» (—oo,—1) a (p : (l,oo) —» (l,oo) jsou bijekce s nenulovou 
derivaci 

,, -4 1 

9 (f) “ (t 2 - l) 2 ' 

Podle druhe vety o subsdtuci (Veta |9.1.15| ) dostaneme integral 
r ft 2 - 1 -4* , f -At 2 , 

-J t 2 + l t (t 2_ l) 2 dt - J {t 2 + X){t 2_ X) dt - 

Rozkladem na parcialni zlomky zjistime, ze 


(f 2 + l)(t 2 -l) t - 1 f + 1 t 2 + r 

Tedy 

/ = log |f + 1| — log |jf — 1| — 2arctg t, na (0,1) a (1, oo). 
Zaverem dostavame 


/ i T* 4 lo§ 


+ 1 


9.1.43. Veta (Integraly tvaru / /?(x, V^x 2 -f + c) dx). Necht; a,b,c e R, a ^ 0 
a necht; 5) R(x, s/ax 2 + bx + c) dx ^ 0. Oznacime g(x) = R(x, s/ax 2 + bx + c. 
Pak plati nasledujici tvrzeni. 

(a) Necht; ma trojclen ax 2 + bx + c dvojnasobny realny koren a. Pak plati 
ax 2 + bx + c = a(x — a) 2 a die predpokladu a > 0. Pak ale 

V ax 2 + bx + c = s/a\x — a\ 

a integral / R(x, -J ax 1 + bx + c) lze nalezt metodou popsanou v ( |9.1.3l[ ). 

(b) Necht; a > 0 a I je otevreny interval obsazeny v S) R(x, \J ax 2 + bx + c). 
Pakjefunkce 

i p(x) = yjax^x + c — s/ax, x e I, 

ryze monotonni na / a funkce (g o (p~ l ){(p~ 1 )' je racionalni funkce definovana na 
< p(I ). Pokud G znaci k ni primitivni, je G o (p primitivni funkce ke g. 

(c) Necht; a < 0. Die predpokladu ma pak polynom ax 2 + bx + c dva ruzne 
realne koreny a\,uz, ot\ < ai a plati ax 2 + bx + c = a(x - oti)(x - 0 : 2 ). Pak pro 
x e (ni, 0 : 2 ) plati 

y/ax 2 + bx + c = yj (-a)(x - q'i)(q '2 - x) 

= s/-a(x - ai)J ——-• 

V x -ai 

Zadany integral jsme tak prevedli na pripad popsany ve Vete |9.1.41| . 
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Dukaz. Tvrzenf (a) je zjevne. 

V dukazu tvrzenf (b) si nejprve uvedomfme, ze dfky prepokladu platf b 2 — 
4ac > 0. Oznacfme p(x) = ax 2 + bx + c a zderivovanfm funkce cp obdrzfme 


,, . 'lax +b . . 

v(x)= um-' r ° 


1 2 ax + b- lyfa^Jp(x) _ 

2yfp(x) 2 y/p(x) 

(2ax + b) 2 - 4ap(x) 


2 yfp(x) (2 ax + b) + 2*Jdy/ p(x) 

1 b 2 — 4ac 

2y/ p(x) (2 ax + b) + lyfa^l p(x) 

Jelikoz (2 ax + b) + p(x) = 0 pro nejake % prave tehdy, kdyz b 2 — 4ac = 0, 

je (p’(x ) ^ 0 na K. Tedy (p je ryze monotonnf na kazdem otevrenem intervalu I C 

mg)- 

Nechf / je takovy interval. Oznacfme t = cp(x). Prfmocarym vypoctem pak 
obdrzfme 

c -1 


= - 


2 s/at — b' 

z cehoz ply ne racio nalita funkce (g o (p~ l )(tp~ 1 )'. Funkce G o cp je pak primitivnf ke 
g dfky Vete |9.1.15| . 

(c) V obou prfpadech je splnena podmfnka ad ^ be, presneji, v prvnfm prfpa- 
de je ad = -a\ a be = —a 2 , zatfmeo ve druhem prfpade je ad = ai a be = a 2 . m 

9.1.44. Prfklad. Spoctete / -^-y==dx. 

Resent. Pouzijeme substituci 


<p'(t) = 


1(1 ~t 2 ) 
It 2 ' 


Pak tp : (0,1) -¥■ (0, oo) a <p : (1, oo) 
Tedy poeftame integral 


(—oo, 0) jsou bijekee s nenulovou derivaef. 

-d + f 2 ). 


2 1 2 


’-dt 


= -log|f 2 -l|. 








9.2. RIEMANNtTV INTEGRAL 


io g |(v / ^TT-*) 2 -i na (-oo,0) a (0, oo). 


9.2. Riemannuv integral 

9.2.1. Definice. Necht' a,b e R, a < b. Potom delenfm intervalu [a , b] nazveme 
kazdou konecnou posloupnost D = {x;}" =0 , pro kterou platf a = x 0 < Xi <■■■ < 
x n = b. Body delenf D nazyvame delfcfmibody D. Normou delenf D rozumfme 
cislo 

v(D ) = max{x, — x;_i : i = 1,... ,n}. 

Rekneme, ze delenf D' je jemnejsf nez D (nebo ze D' zjemnuje D), pokud vsechny 
delfcf body D jsou obsazeny v D'. Tento fakt zapisujeme jako D < D'. 

9.2.2. Definice. Necht' a,b e R, a < b, a necht; / je omezena funkce na [ a,b]. 
Necht; D = {x, }” =0 je nejake delenf intervalu [a,b\. Potom definujeme 

S(f,D) = Ti sup f(t))(xt - Xi-!) 

i=l telXi-UXi] 

a 

S(f,D) = J2( inf nmxi-Xi-t). 
telxi-uXil 

Hodnotu S(fD ) pak nazyvame hornfm Riemannovym souctem funkce / pro 
delenf D a hodnotu 5(/, D) dolnfm Riemannovym souctem funkce / pro delenf 
D. 

Dale definujeme hornf Riemannuvintegral funkce / pres interval [a, b] pred- 
pisem 

[ f(x) dx — inft?(/ D): D je d&cnt intervalu |«,6]) 
a dolnf Riemannuv integral funkce / pres interval [a, b] predpisem 
r b 

I f(x) dx = sup{5(/, D)\ D je deleni intervalu [a,b]}. 

9.2.3. Definice. Necht' a, b e R, a < b, a necht' / je omezena funkce na [a, b\. Rek- 
neme, ze funkce / ma na intervalu [a, b] Riemannuv integral, pokud f a /(x) dx = 
fa f W ^ x - Hodnota Riemannova integralu funkce / pres interval [a, b] je pak rov- 
na spolecne hodnote /(x)dx a /(x)dx aznacfmeji /* /(x) dx. Je-li a > b, 
pak definujeme /(x) dx = — /^ /(x) dx, a je-li a = b polozime /* /(x) dx = 0. 
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9.2.4. Oznaceni. Necht; a, b e R, a < b. Potom mnozinu vsech funkci, ktere maji 
Riemannuv integral na intervalu [a, b\, znacime symbolem Sl([a, b]). 

9.2.5. Poznamka. Omezenost funkce / v definici Riemannova integralu je ne- 
zbytna, protoze v opacnem pripade by hodnoty Sif D ) a S(f D ) nemusely byt 
vlastni. 

9.2.6. Priklady. (a) Necht' a, b, c e R, a < b. Potom c dx = c{b — a). 

(b) Necht;a, b eR,a < b. Necht' D jeDirichletovafunkce. Potom/* D(x) dx = 

0 a D(x) dx = 1. Riemannuv integral funkce D tedy neexistuje. 

(c) Necht' R je Riemannova funkce. Potom R e ,R([a,b]) a / a * R(x) dx = 0 
(odvodime pozdeji). 

(d) Plati / 0 x 2 dx = | (odvodime pozdeji). 

9.2.7. Poznamka. Necht' M\,M 2 C M, Mi c M 2 . Necht; / je funkce definovana 
alespon na M 2 . Potom plati 

sup / < sup / a inf / > inf /. 

Mi M 2 Ml 

9.2.8. Veta (vlastnosti deleni). Necht' a,b eR, a < b, a necht' / je omezena funkce 
na [a, b]. 

(a) Necht' D, D' jsou deleni intervalu [a, b], pricemz D' < D. Pak plati 

Mf D) < S(f D') < S(f D') < S(f D). 

(b) Necht' Di,D 2 jsou deleni intervalu [a, b\. Pak plati 

S(f D,) < S(f D 2 ). 

(c) Plati 

J f{x) dx < J f(x) dx 

Dukaz■ (a) Druha nerovnost zrejme plati z definice. Dokazme tedy prvni. Predpokladame- 
li, ze D = {xi}" =0 a D' obsahuje oproti D prave jeden bod navic, rekneme z lezici 
mezi body x 7 _i a xj pro nejake j e {1pak plati 

Sif D') - Sif D) = [ [x '^ z] fj (z - xj- 1) + ( [ inf ] f'j ixj - z) 

Protoze 

inf f > inf / a inf / > inf /, 

[-V lvZ] ~l*j ,.XjV [z.Xj] -[Xj-uXjY 

dostavame 

Sif D') - Sif D) > inf ^ fj iz - xj-i +Xj-z- xj + Xj -§ = 0. 
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Tim je dukaz prve nerovnosd proveden pro pffpad, kdy D' obsahuje oproti D jeden 
delici bod navic. Obecny pnpad prve nerovnosti pak snadno odvodime indukci. 
Dukaz treti nerovnosti je pak mozno vest obdobne jako dukaz nerovnosti prve. 

(b) Mame-li dana deleni D a D', snadno najdeme deleni D" zjemnujici D i D'. 
Die bodu (a) pak plati 

S(f, D) < S(f D") < S(f D") < S(f D'). 

(c) Je-li D deleni [a, b], pak z (b) mame 

SXf D) < inf{.S , (/, D')\ D' deleni [a, b ]} = J f(x) Ax. 

Tedy i 

J b f(x ) d;t = sup {S(f D); D deleni [a, b ]} < fix) dx. 

Tim je dukaz proveden. ■ 

9.2.9. Dusledek. Necht; a,b e M, a < b, a necht; / je omezena funkce na [a,b\. 
Necht; D\, D 2 jsou deleni intervalu [a,b], Oznacme kde m = inf[ a *] / a M = 

su P[a,6] /• Pak 

mib - a) < SffDi) < J fix) dx < J fix)dx<SifD 2 )<Mib-a). 

Dukaz. Prvni a posledni nerovnost plyne z definice horniho a dolniho souctu pro 
deleni D" = {a,b}. Druha a ctvrta nerovnost plynou z defini ce hor niho a dolniho 
Riemannova integralu. Konecne treti nerovnost plyne z Vety |9.2.8| . ■ 

9.2.10. Veta (aproximace Riemannova integralu soucty pres deleni s malou nor- 
mou). Necht; a, b e M, a < b, a necht; / je omezena funkce na [a, b]. Pak pro kazde 
s e K, e > 0, existuje S e R, S > 0, takove, ze pro kazde deleni D intervalu [a,b] 
splnujici v(D) < 8 plati 

f b fix) dx < Sif D) < j' fix) d* + £ 

a b b 

J fix) dx > Sif D)> J fix) dx - s. 

Dukaz. Dokazme nejprve tvrzeni tykajici se poslednich dvou nerovnosti. Funkce / 
je omezena, a tedy existuje kladne cislo K e M. takove, ze 
Va e [a,b] : |/(x)| < K. 

Necht; s e R, s > 0, je dano. K nemu nalezneme deleni Do = {x,}" =0 intervalu 
[a, b] takove, ze 

Sif Do) < J fix) dx + ^e. 
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Polozme 


li(D 0 ) = min{xi - x,_i; i e {1,...,«}} 


Necht; nynf D je delenf intervalu [a,b] splnujfcf v(D) < Si. Vezmeme delenf P 
sestavajfcf ze vsech delicfch bodu Do a D a oznacme X = {xo ,..., x n } mnozinu 
delicfch bodu Do- Overme nejprve, ze 


S(f D ) < S(f P) + 2 Knv(D). (9.4) 


Oznacme totiz jako D vsechny intervaly dane delenfm D a P vsechny intervaly 
dane delenfm P. Necht; dale |/| znacf delku intervalu I. Pak 

S(f,D)= Y, (sup/)|/| a S(/,P)= Wsup/)|/| 

Isfl V 1 ) IeP \ 1 ) 


Necht; interval / = [a, /3] splnuje / E <0. Je-li obsazen i v /P, prfspevek prfslusny 
tomuto intervalu je v obou hornich souctech stejny. Neni-li I v IP, protfna jeho 
vnitrek mnozinu X. Vzhledem k nerovnosti v(D) < /z(Do) existuje prave jeden 
index i e {0.... ,n} takovy, ze a < X; < p. V souctu S (/ D) se nyni vyskytuje 
vyraz 

(sup/j (P-oe), 

\[“./»] / 

zatimco v S(f P) mame soucet 


( sup / ) (xi - a) + 

Wii / 


( sup / ) (P-Xi) 

\l».« / 


Rozdil techto vyrazu odhadneme jako 


| ^sup / j ( P-a ) - ^ sup / j (x; - a) + ^ sup / j (P - x,) j | 
< K(P -a) + K(Xi — a + P — Xi) = 2K(fi -a)< 2Kv(D). 


Jelikoz je intervalu z 3) protinajicich X nejvyse n, mame 
S(f D) - S(f P) < 2Knv(D), 

tj. nerovnost (|9.4{). 

Pouzitfm teto nerovnosti pak dostavame diky volbe S\ nerovnosti 

J f(x)dx<S(fD)<S(fP) + 2Knv(D) 

— e s 

<S(fD 0 )+-<J /(x) dx + 2-. 


Tedy 5i splnuje pozadavek dany v tvrzeni druhou serif nerovnosti. 
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Analogicky bychom nasli 82 e M, 82 > 0, takove, ze pro kazde delenf D inter- 
valu [a, b] splnujfcf v(D) < 82 platf 

f f(x ) dx > S(f D) > J b f{x) dx - e. 

Kladne cfslo 8 = min{<3i, 82 } pak zjevne vyhovuje pozadovanym vlastnostem, a 
dukaz je tedy hotov. ■ 

9.2.11. Dusledek. Necht; a,b e M, a < b, a necht; / je omezena funkce na [a,b\. 
Necht; {D n }fL 1 je posloupnost delenf intervalu [a, b] splnujfcf lim v(D n ) = 0. Pak 

J fix) dA = lirn^SC/, D n ) a J fix)dx = lirn^ Sif D n ). 

Dukaz. Dokazeme pouze druhy vz tah, pr vnf by se dokazal obdobne. Mejme kladne 
cfslo s e R dano. K nemu die Vety |9.2.10| existuje kladne 3 e R takove, ze pro kazde 
delenf 8 > 0 splnujfcf v(D) < 8 platf 

SifD)< ^ fix) dx + e. 

Zvolme n 0 e N takove, ze pro n e N, n > n 0 platf v(D„) < 8 . Pak pro n e N, 
n > no platf 

J fix)dx < S if,D n )< J fix)dx + s. 

Tfmje dukaz dokoncen. ■ 

9.2.12. Dusledek. Necht; a,b € M, a < b, a necht; / je omezena funkce na [a,b\. 
Necht' existuje posloupnost delenf {D n ) ! f =] intervalu [ a,b] splnujfcf 

limv(D„) = 0 


a 

^lirn Sif D n ) = ^lirn Sif D n ). 

Potom / e 3ii[a,b]) a platf 

J b fix) d^ = Jirn S(J, D n ) = ^im Sif D n ). 

Dukaz. Die Dusledku |9.2.11| a predpokladu platf 

J fix) da; = lim SifD n )= lim <S(/, D n ) = J fix) dx. 

Jelikoz /* fix) dx = /* fix) dx, je funkce riemannovsky integrovatelna a platf 
pozadovany vztah. ■ 

9.2.13. Prfklad. Ukazte podle definice Riemannova integralu, ze funkce fix) = 
x 2 splnuje / e ^?([0,1]) a spoctete /q fix)dx. 
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Resent Pro n e N definujme tzv. ekvidistantnf delenf D n = {^}" =0 intervalu [0,1]. 
Pak lim v(D n ) = 1 = 0 a platf 

S(/. D n ) = £ (ff') l = 1)n<2 " " 1) ' 

S(/. D.) = ± (0 2 I = A ±f = T„(„ + 1)(2„ + 1). 

Tedy 

lim S(/, D„) = lim SC/ D n ) = i. 

Die Dusledku |9.2.12| pak mame / e ^?([0,1]) a /„* x 2 djc = |. * 

9.2.14. Veta (kriterium existence Riemannova integralu). Necht' a, b e R, a < b, a 
necht' / je omezena funkce na [a, &]. Pak jsou nasledujfcf vyroky ekvivalentnf: 

(i )fema,b]), 

(ii) pro kazde e e 1, s > 0, existuje delenf D intervalu [a, b] takove, ze 
S(f,D)-S(f,D)<e. 

Dukaz. (i) => (ii) Necht; / e R([a,b]). Zvolme s e K, £ > 0. Pak existujf delenf 
Di,D 2 intervalu [a, b] takova, ze 

*/.*)</ f(x)Ax+ S - a S(fD 2 )> J f(x) dx - ®. 

Necht' Dje delenf intervalu [a, b\ zjemnujfcf D\ i D 2 . Pak dostaneme dfky Vete |9.2.8| 
nerovnosti 

Sif D ) - S(f D) < S(f Df> - S(f D 2 ) 

<j'f( x )dx+ E --f a b f(x)dx+ S - 

Tedy (ii) platf. 

(ii) =>■ (i) Zvolme £ e M, £ > 0 libovolne. K nemu nalezneme delenf D intervalu 
[a, b\ takove, ze S ( f D) — S_if D) < s. Pak ale mame 

0 < J b f(x) dx - J' fix ) dx < Sif D) - Sif D ) < £. 

Tedy /J fix) dx = /* fix) dra / e 3t([a, b]). m 

9.2.15. Definice. Necht; I C M je interval a necht; / je funkce definovana alespon 
na I. Rekneme, ze / je stejnomerne spojita na I, jestlize platf 

Ve e R, £ > 0 E<5 e > 0 Vx,y e I : i\x - y| < 8 =>■ \ fix) - fiy)\ < e). 
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9.2.16. Poznamka. Je-li funkce / na intervalu I stejnomerne spojita, pak je na I 
spojita. 

Dukaz. Necht; xo e /. Zvolme e e R, e > 0. K nemu nalezneme 8 e M, 8 > 0 z 
definice stejnomerne spojitosti pro e. Tedyjsou-li x, y e I body splnujici \x—y\ < 8 , 
je | f(x) - f(y) | < s. Je-li nyni y e /, |* 0 -y\< 8 , je | f(y) - f(x 0 )\ < s. Funkce / 
je proto spojita v bode xq , respektive je spojita zleva ci zprava v xq v zavislosti na 
poloze xo v I. m 

9.2.17. Priklad. Necht; / = (0,1) a f(x) = i, x e I. Dokazte, ze / je spojita na 
I, ale neni stejnomerne spojita na I. 

Dukaz. Pro n e N polozme x„ = \ a y n = Pak \x n - y n I < ale | f(x„) - 
f(y n )I = 1. Pro e e (0,1) tedy nenajdeme 8 e R, 8 > 0, pozadovane v definici 
stejnomerne spojitosti. ■ 

9.2.18. Veta (vztah spojitosti a stejnomerne spojitosti). Necht' a,b e M, a < b. 
Necht; / je spojita funkce na [a, b\. Potom / je stejnomerne spojita na [a, b\. 

Dukaz. Necht; / neni stejnomerne spojita na [a, b\. Potom plati 

Ee e M,e > 0 V<5 € > 0 Bx, y e [a, b] : (\x - y\ < 8 ) & (I/O) - f(y)\ > e)- 

Mejme tedy kladne s e R z tohoto vyroku. Pak pro kazde n e N existuji x n ,y n e 
[a, b] takove, ze 

\x n -y„ I < ^ a |/0n) - /On)| > B. 

Posloupnost 0„} je omezena, a proto z ni lze diky Bolzanove-Weierstrassove ve- 
te |2.4.8| vybrat podp osloupn ost \x nk konvergujici k bodu x e M. Ten je pak 
obsazen v [a,b\ (Veta |2.2.45| ). Protoze 

\x-yn k \ < \x-Xn k \ + \x nk -y„ k \ < \x ~ X n J + , 

n k 

konverguje i posloupnost {y nk } k x. 

Ukazme, ze v bod e x neni / spojita. Kdyby tomu tak nebylo, z Heineovy 
podminky (Veta |4.2 .1 8| ) bychom vedeli vztahy 

/O) = /On*) = ^lim^ /On*)- 

Tedy by platilo 

lim |/0n*)-/0n*)| < Hm |/0n*)~/0)|+ lim |/0) “ /On*)| = 0. 

k —>-cxd k —>-oo k-> oo 

Ale e < |/On*) — /On*)| pro kazde A; e N, coz by byl spor. ■ 

9.2.19. Veta (vztah spojitosti a riemannovske integrovatelnosti). Necht; a.b e M, 
a < b. Necht; / je spojita funkce na [a, b\. Potom / e b]). 
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Dukaz■ Necht; e g I, e > 0, j e dano Funkce / je omezena na [a, b] (Dusledck |4.3.1l[ ) 
a stejnomerne spojita (Veta [9~2.18[ ). Najdeme tedy S e R, S > 0, takove, ze 
Vx,y g [a,b] : (\x - y| < 8 \f(x)~ f(y)\ < s). 

Zvolme nynf delenf D = {x;}” =0 intervalu [a, b\ takove, ze v(D) < S. Pak pro 
i 6 {1,... ,ri) mame dfky stejnomerne spojitosti 

sup / < inf / + e, 

[Xi-UXi] \-Xi-l’Xi\ 

a tedy 

B{f D) - Sif D) = ( sup /- r inf ./) (Xi -Xi-i} 

< ^ e(xi — Xi- 1) = e(b - a). 
i = 1 

Veta ^214| tedy rfka, ze / je riemannovsky integrovatelna na [a. b], ■ 

9.2.20. Veta (vztah monotonie a riemannovske integrovatelnosti). Necht; a,iel, 
a < b. Necht; / je monotonnf funkce na [a, b\. Potom / e tR([a, b\). 

Dukaz. Predpokladejme, ze / je neklesajici. Pak je omezena, nebot' 

[a,b] : f(a) < f{x) < f(b). 

Opet pouzijeme Vetu |9.2.14| . Necht; s g R, e > 0, je dano. Nalezneme n g N 
takove, ze 

Ub-a)(f(b)-f(a))< E} 

a zvolime delenf D = {x,}" =0 , kde xi = a + i = 0,... ,n. Pak platf 

S(f,D)-S(fD) = J2( /)(*|-Xi-O-EC inf /)(*,-*,- x ) 

<=i i=i 

= J](/te) - /(xi-1))— 

= - /(«)) < e. 

Tedy i v tomto prfpade je / g ^?([a, &]). ■ 

9.2.21. Umluva. Necht; a, b e M, a < b, a necht; / je funkce definovana na mnozine 
M splnujfcf [ a,b\ C M. Potom symbolem / e !R([a,b\) znacfme fakt, ze f\[ a b] e 

ma,b]). 

9.2.22. Veta (vlastnosti Riemannova integralu). Necht; a, b g R, a < b. 
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(a) Necht; fge !R([a,b\) a a G R. Pak / + g G !R{[a,b]), af G Si([a,b\) a 
plati 

+ g(x» dx = £ f(x) dx + f b g(x) dx, 
f «/(*)d* = « /: /(x) dx. 

(b) Necht; /,g g fl([a,6]) a /(x) < g(x), x G [a.b]. Pak ft fix) dx < 
ft Six) dx. 

(c) Necht; c G (a, ft) a necht; / je funkce definovana na [a, 6]. Pak platf 

/ G ([fl, 6]) ^ (/ G c]) & / G flflc, 6])). 

Je-li / G b]), pak platf 

J fix) dx = J fix) dx + fix) dx. 

(d) Necht; / G ft([a,i]). Pak |/| G *([«, 6]) a platf 

|jf*/(*)dx| < jf*|/(*)l dx- 

Dukaz. (a) Nejprve si povsimneme, ze funkce f, g, jakozto riemannovsky integro- 
vatelne funkce na [a, b\, jsou na tomto intervalu omezene. Tedy i / + g je omezena 
na [a.b]. 

Je-li I C [a, b] neprazdny interval, plati 

sup(/ + g) < sup/ + supg a inf(/ + g) > inf/ -finfg. 

I I I 1 11 

Proto pro libovolne delenf D intervalu [a, b] mame 

$(f D) + Sig, D) < S(f + g,D)< Sif +g,D)< Sif D) + S(g, D). (9.5) 

Zvolme poslo upnost deleni { D n \ intervalu [a, b\, jejichz norma konverguje k 0. Pak 
die Dusledku |9.2.1l| plati 

Hm iSif D n ) + Sig, D n )) = fix) dx + j b gix) dx, 

\vraiS_if D n ) + S(g, D n )) = J fix) dx + J gix) dx. 

Ze @ tedy mame 

+ g,D n ) = Xm^Sif + g,D n ) = j /(x)dx + y gix) dx. 

Z Dusledku $11% plyne / + g G #([a, b]) a /*(/(x) + g(x)) dx = ft fix) dx + 
ft gix) dx. 
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Je-li nyni / e !R([a, b\) a a > 0, je funkce af omezena na [a, b\. Dale pro kazdy 
interval / C [ a,b] plati 


sup af = a sup f inf af = a inf /. 

i i 1 1 


i i 


Tedy pro posloupnost {D n } deleni intervalu [a, b] takovou, ze v(D n ) -> 0, mame 



Z Dusledku tedy plyne af 6 ^([a, i]) a «/(*) dv = a /* /(jc) dx. 

K dokonceni dukazu (a) nyni staci overit pozadovane tvrzeni pro a = — 1. Pak 
mame pro kazdy interval / C [a,b] 


sup (-/) = - inf f inf (-/) = - sup f 
I 11 I 


a tedy pro posloupnost deleni {D n } intervalu [a, b ] splnujici v(D„) -*■ 0 dostavame 



Jakovyse proto plati—/ eJR([a,b]) a — f(x) dx = — f(x) dx. 

(b) Necht; {D n } je posloupnost deleni a v(D n ) 0. Pak diky predpokladu 
mame sup 7 / < sup 7 g, a tedy 



(c) Necht' {£P J, {D„} jsou posloupnosti deleni intervalu [a, c ], respektive [c, b\, 
pricemz jejich normy konverguji k 0. Necht; { D n } je deleni sestavajici z delicich 
bodu deleni D\ a D„. Pak tez v{D n ) ->• 0. 

Predpokladejme nejprve, ze / je riemannovsky integrovatelna jak na [a, c], tak 
na [c,b\. Pak plati 
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Tedy mame 

Km S(f D n ) = Km (S(f D l n ) + S(f D 2 n )) = J° f(x) dx + £ fix) dx, 

Km S(f D„) = Km (£(/, D l n ) + S(f D 2 )) = £ /(x) dx + £ /(x) dx. 

Die Dusledku |9.2.12| plati / e <K([a, b\) a 

J /(x) dx = J f(x) dx + J f{x) dx. 

Obracene, necht; / e £>]). Pak plati 
0 < S(/, D*) - 5(/, D*) 

< (5(/, D*) - 5(/, £)i)) + ( S(f D 2 ) - S(f D 2 )) 

= S(fD n )-S(fD n )^ 0. 

Proto i 

^lim Sif D l n ) - S(f D l n ) = 0. 

Odtud jiz plyne riemannovska integrovatelnost / na [a,c\. Pnpad intervalu [b, c] 
se dokaze obdobne. Rovnost integrals pak plyne z prvni casti dukazu. 

(d) Je-li / e !R([a,b]), je omezena, a tedy i |/| je omezena. Pro libovolny 
interval / C [a,b] plati 

sup |/| -inf |/| < sup /-inf/. (9.6) 

i 1 i 1 

Pro libovolne e e M, s > 0 totiz nalezneme x,y e I takova, ze 
\f(y)\ < inf I/I +e a |/(x)| > sup |/| - e. 

1 i 

Pak mame 

sup |/| — inf |/| < |/(x)| + £ — |/(y)| + £ 

I 1 

= \m\-\f(y)\ + 2s 

< \f(x)-f(y)\+2e 

< sup / - inf / + 2 s. 

I 1 

Tim je (|9.6t) overena. 

Ze ( j9.6[ ) plyne pro libovolne deleni D intervalu [a,b], ze 
${\fl D) - 5(|/|, D) < S(f D ) - Sif D ). 
PodleVety ^2T4| je |/| e #([a,Z>]). 

Dale mame pro libovolne deleni D odhad 
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Tedy i /* /(x) d < |/(x)| dx. Dosadfme-li do tohoto odhadu —f a pouzijeme-li 

(a), dostaneme konecne 

- J fix) dx = J -f{x) dx< J | - fix) | dx = J 1/001 dx. 

Proto |/* /(x)dx| < /* |/(x)| dx. ■ 

9.2.23. Poznamka. Pro libovolna a,i,csl platf 

f a fix) dx + f‘ fix) + J“ fix) dx = 0, 

pokud alespon dva integraly ve vyrazu existujf. To plyne z Vety |9.2.22| (c) a kon- 
vencc /* / = - /j /. 

9.2.24. Veta (o derivaci funkce hornf meze Riemannova integralu). Necht; J C 
M je nedegenerovany interval a necht; / je funkce definovana na J splnujfcf / e 

b ]) pro kazde a,b e J. Necht; c e J. Definujeme funkci Fna7 predpisem 

Fix) = j X fit)dt, x e J. 

Potom platf: 

(a) F je spojita na /, 

(b) jestlize xo je vnitfnfm bodem intervalu J a funkce / je spojita v xo, pak 
F'ixo) = /(x 0 ). 


Dukaz. (a) Necht; yo e J nenf pravy krajnf bod J. Dokazeme, ze 

lim Fiy) = Fiy 0 ). 

y-*y o+ 

Nalezneme S e R, S > 0, takove, ze [yo. Jo + <5] C J. Protoze je / riemannovsky 
integrovatelna na [yo, yo + 5], je / na tomto intervalu omezena. Necht' K je kladne 
cfslo splnujfcf 

Vx € [y 0 , yo + 5] : |/(x)| < K. 

Pro y e [yo, yo + <5] pak mame 

|T(y) - T(y 0 )| = fix) dx - fix) dx| = | J fix) dx| 

< f |/(x)| dx < f Kdx = Kiy -y 0 ). 

Jy 0 Jy 0 

Odtud plyne 

lim \Fiy) - T(y 0 )| = 0, 
y-*y o + 


neboli 


lim Fiy) = T(y 0 ). 
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Spojitost zleva v bodech J, ktere nejsou levym krajnim bodem J, se dokaze 
obdobne. 

(b) Necht; xq e J je bodem spojitosti / a necht; s e M, e > 0 je dano. K nemu 
nalezneme S e M, 8 > 0 takove, ze 

Va e (*o - 8, x 0 + 8) : \f(x) - f(x 0 )\ < e. 

Pak pro kazde x e P(xo, 8) plati 

— - — f f(t)dt - f(x 0 )\ 

X — Xo J Xo 

=^l£ (/,o - /w)d 'l 

- | x ^ 0 | |/ l/(0-/(*o)l d*| 

<r- l —\[ X edt\=z. 

\X-Xo\ \Jx 0 I 

Tedy F'(xo) = f(xo) a tvrzeni je dokazano. ■ 

9.2.25. Dusledek (vztah spojitosti a existence primitivni funkce). 

(a) Necht; a,b e M*, a < b, a necht; / je spojita funkce na intervalu ( a,b ). 
Potom / ma na (a, b ) primitivni funkci. 

(b) Necht; a,b e W, a < b a necht; / je spojita funkce na intervalu [a,b] a 
F je primitivni funkce k funkci / na (a, b). Potom existuji vlastni limity 
lim^^. a+ F(x) a lim x ^^_ F(x) a plati 

b 

/(f) d? = lim F(x) — lim F(x). 

Dukaz. (a) Zvolme c e (a,b) a polozme 

F{x) = J* f(t) df, xe(a,b). 

Podle vety o vztahu spojitosti a riemannovske integrovatelnosti (Veta |9.2.19| je 
funkce / riemannovsky integrovatelnana kazdem intervalu [o', /3] C (a, b), a proto 
je F dobre definovana funkce. Veta |9.2.24| pak zarucuje platnost vztahu F' = f na 
(i a,b ), tj. F je primitivni k /. 

(b) Definujme funkci 

|/(a), ! e (a - \,a\, 
fit) m | f{t), teia,b), 

(fib), te[b,b + l). 

Pak je / spojita na (a - 1, b + 1). Polozme 

Fix) = J fit) df, *6 (a —1,6+1). 


I Fix) - Fix 0 ) 


-f(x 0 )\ = 
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Pak je F primitivm funkce k / na {a — 1, b + 1), a tedy je na tomto intervalu spojita 
(viz Veta |5.1.15| ). Protoze je F\( a ,b) primitivm funkce k funkci /, existuje podle 
Vety |9.1 .6] c el takove, ze 



9.2.26. Veta (charakterizace riemannovske integrovatelnosti). Necht: a, b e R, a < 
b, a necht; / je funkce definovana na intervalu [a,b], Pak jsou nasledujici vyroky 
ekvivalentni: 

(i) femia,b]y, 

(ii) existuje I e M. takove, ze pro kazde e e M, e > 0, existuje 8 e M, S > 0, 

splnujici: je-li D = {xt }" =0 deleni intervalu [a,b] takove, ze v(D) <8, a 
ti e [xi-\,Xi\, i = pak 




Dukaz. (i) =>■ (ii) Zvolme s e R, e > 0. K nemu die Vety |9.2.14| existuje 8 e M, 
8 > 0, takove, ze pro kazde deleni D splnujici v(D) < 8 plati 



Je-li tedy D = {x/}"_ 0 deleni, v(D) < 8 , a f; e [x,_i,Xj], 1.n, pak 



Tedy / splnuje podminku (ii), polozime-li I = f(x) da;. 

(ii)=t> (i) Nejprve ukazeme, ze z platnosti (ii) plyne omezenost /. Zvolime-li 
totiz e = 1 a 8 e M, 8 > 0, je dane podminkou (ii), pak pro deleni D = {*,•}"_„ 
splnujici v(D ) < 8 mame 


f(ti)(xi - Xi- t ) - l\ < e 


pro kazdou volbu bodu U e [x/-i,Xj], i = 1,... ,n. 

Uvazujme jedno takove pevne deleni D = {x,}" =0 a oznacme 

rj = min{x, - x t - } : i = 1. n}, K = max{/(xi),..., f{x n )}. 
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Mejme t e [a, b] dano libovolne. Necht: j e {1,...,«} je takove, ze t e [xy_i,x 7 ]. 
Uvazujme body 

U = xui £ \0'}. tj = t. 


Pak 


\f{t)(Xj -Xj-i)\ = 


E - x i- x) ~ 7 + 7 ~ E /(**)(*< “ x '-i) 

i=i My 


E /(*)(** - x <-o - 7 + i 7 i + E i/(**x*i - *-oi 


< l + i/i + E^-xi-o 

= 1 + |/| +K(b-a). 


Tedy |/(f)| < 7 (1 + l 7 l + K{b - a)) a / je omezena. 

K dukazu faktu / e SI ([a, b]) pouzijeme Vety F2d4| - Zvolme e e I, £ > 0, 
a nalezneme 5 e R, 8 > 0, die (ii). Necht; D = {x;}" =0 je libovolne deleni [a, b] 
splnujici v(D) < 8. Pro kazde i = 1__ n najdeme f; e [x,_i, x,] takove, ze 

sup / < f(ti) + e. 

Ui-UXi] 


Pak mame 

s(j,°) = e( ( su P ] / j - x ‘-i) 

< E(/fe) + s)(Xi - Xi -0 

= J2f(t i )(x i -x i - l ) + s(b-a) 

< I + s + e(b — a). 


Obdobne odvodime 

S_(f D) > I — s — s(b — a). 

Tedy dostavame 

S(f D) - S{f D)<2(l+b- d)s. 

Tedy / je riemannovsky integrovatelna na [a,b\. 

Plati-li nyni (i), v prubehu dukazu jsme odvodili / = f a /(x) dx. Plati-li (ii), 
mame z dukazu implikace (ii) =>■ (i) pro kladne £ e I, kladne i e I z podminky 
(ii) a deleni D, v(D) < 8 odvozenou nerovnost 


S(J,D) < I + e(l +b-a). 
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Tedy 

j b fix) dx < S(f D) < I + e(l + b - a). 

Tedy /J f(x) dx < I. Obdobne odvodi'me /* /(x) dx > /, a tedy I = /* f(x) dx. 

■ 

9.2.27. Poznamky. (i) Z dukazu Vety |9.2.26| vyplyva, ze 

• plati-li podmmka (i), pak plati take podmfnka (ii), a to s hodnotou / = 

fa f( x ) dx > 

• plati-li podmmka (ii) s nejakou hodnotou/, pak nutne platf I = f (x) dx. 

(ii) Podmmka (ii) Vety |9.2.2^ je puvodni Riemannovou definici Riemannova inte- 
gralu. Nas vyklad sledoval alternativni pristup, ktery nalezi Darbouxovi. 


9.3. Newtonuv integral 

9.3.1. Definice. Nechia, b e M*, a < b. Necht; / je funkce definovana na intervalu 
(a, b). Rekneme, ze funkce / ma na intervalu (a,b) Newtonuv integral, pripadne 
ze Newtonuv integral z funkce / na intervalu (a,b) existuje, jestlize 

• / ma na ( a , b) primitivni funkci F, 

• existuji limity \im x ^. a+ F(x) a lim x _ > ^_ F(x) (nikoli nutne vlastni); 

• rozdil techto dvou limit je definovan jako prvek mnoziny R*. 

Hodnotou Newtonova integralu z funkce / na intervalu (a,b) nazyvame prvek 
mnoziny R* urceny vyrazem 

lim F(x)~ Km Fix). 


Tuto hodnotu pak znacime symbolem f (jc) dx. Pokud a > b, polozime f(x) dx 

~ fb f (*) d- 1 '- Jestlize j a f (x) dx e R, pak rikame, ze Newtonuv integral z funkce 
/ na intervalu (a, b) konverguje, v opacnem pripade rikame, ze diverguje. 

9.3.2. Oznaceni. Jestlize je potreba rozlisit mezi Newtonovym a Riemannovym 
integralem z funkce / na intervalu s krajnimi body a a b, kde a,b e R, a < b, 
budeme pouzivat oznaceni 

(N) J fix) dx a (R) J fix) dx. 

9.3.3. Poznamky. (a) Hodnota Newtonova integralu neza visi na pouzite primitiv¬ 
ni funkci. To plyne z vety o rovnosti az na konstantu (Veta |9.1.6| ). 
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(b) Necht; a,b e M*, a < b,a necht; / je funkce definovana na intervalu (a, b ). 
Pak nastava prave jedna z nasledujicich moznosti: 

b ( j a je roven realnemu cislu, tedy konverguje, 

(N) / / (x) dx < C StU ^ C / aje roven oo nebo-oo, tedy diverguje, 


neexistuje. 


9.3.4. Oznaceni. Necht; a,b e R*, a < b. Mnozinu vsech funkci / : ( a,b ) -y M, 
ktere majf na intervalu (a, b) konvergentni Newtonuv integral, znacime symbolem 
M(a,b). 

Je-li ( a,b ) C <£)(/), pak symbol / e M{a,b) znamena f\( a ,b) e eV( a,b). 

Necht; funkce F je definovana na (a, b) a existuji (vlastni nebo nevlastni) jed- 
nostranne limity \\m x ^ a+ F(x) a lim*-^- F(x). Potom budeme znacit F(a+) = 
lim x _ >a+ F{x), F(b—) = lim x ->b- F(x) a [F] b a = F(b—) — F(a+), pokud ma rozdil 
smysl. 

9.3.5. Priklad. (a) Je-li f(x) = x a , x € (0,1), (tel, pak 



(b) Obdobne, 



9.3.6. Priklady. (a) Z predchoziho prikladu vidime, ze funkce f(x) = je na 
intervalu (0,1) newtonovsky integrovatelna ale neni na [0,1] pri libovolnem dode- 
finovani v krajnich bodech riemannovsky integrovalna, nebot' na (0,1) neni ome- 
zena. 

(b) F unkce / (x) = signx je intervalu [—1,1] monotonni, a tedy podle Ve- 
ty |9.2.20| take riemannovsky integrovatelna, neni vsak na (—1 .1) newtonovsky in¬ 
tegrovatelna, protoze na (—1,1) nema / die Poznamky |9.1.12| primitivni funkci. 

9.3.7. Poznamka. Necht' a,b e M, a < b, a necht' / je spojita funkce na [a,b]. 
Potom / e M{a,b). 

9.3.8. Veta (vlastnosti Newtonova integralu). 

(a) Necht; a,b e K*, a < b, a necht' f g e N(a,b) a a e M. Pak / + g e 
M(a, b), af e M{a, b ) a plati 


J fix) + g(x) dx = J f(x) dx + J g(x) dx, 
J af(x) dx = a J fix) dx. 
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(b) Necht; a, Z> e M*, a < b, a necht; f g e Necht; platf f(x ) < gix), 

x e (a, b). Pak /* f(x) dx < /* g(x) dx. 

(c) Necht; a,b eR*, a < b, necht' / e <V(a, Z>) a necht; / je spojita na ( a , 6). 
Pak fa l/(*)l d * existuje a |/* /(x) dx| < /* |/(x)| dx. 

(d) Necht; a,c e M*, a < c, a necht; 6 e (a,c). Pokud / e M{a,c), pak 
/ e ^(a, Z>) fl M{b, c ) a platf 

J f{x) dx = J a /(*) d * + J b /(•*) dx - (9-7) 

(e) Necht; a, c e ffi*, a < c, a necht; b e (a, c). Pokud / e <V(a, Z>) n <V(Z>, c) a 
/ je spojita v b, pak / e Mia, c) a platf (|9.7[). 

Dukaz. (a) Necht; F a G jsou primitivnf funkce k /, respektive ke c_na intervalu 
(a, b). Pak je F + G primitivnf k/ + ga dfky aritmetice limit (Veta |4.2.2[ ) mame 

[F + G] b a = [F] b a + [G] b a e R. 


Tedy 


f fix) + gix) dx = [F + G] b = [F] b + [G] b a = j b fix) dx + j b gix) dx. 
Obdobne odvodfme 

J' afix) dx = [ccF] b = a[F] b = a £ fix) dx. 

(b) Necht; T a G jsou primitivnf funkce k /, respektive ke g na intervalu (a, b). 
Pak platf 

(G - F)'ix) = gix) - fix) >0, x e (a, b), 
a tedy G — Z 7 je neklesajfcf na (a.b) (viz Veta [5. 4. 7| ). Proto 

f b igix)-fix))dx = [G-F] b > 0. 

Tedy die (a) mame 

J gix) dx = J fix) dx + J igix) - fix)) dx > J fix) dx. 

( c) Fu nkce |/| ma jakozto spojita funkce na intervalu funkei p rimitiv nf die 
Vety |9.1.8| . Oznacme ji F. Protoze |/| > 0, je F neklesajfcf (viz Veta |5.4.7| ). Tedy 
existujf limity v krajnfch bodech intervalu (a, b) a rozdfl 

lim Fix) — lim F(x) 


je definovan. 
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Je-li tento rozdfl roven oo, pozadovana nerovnost zjevne platf. Pokud |/| e 
J^(a,b), muzeme pouzft tvrzenf (b), jelikoz platf —/ < |/| i / < |/|, a tedy 

f(x) dx| = max{J f(x)dx, — J /(x)dx} 

= max {f fix) dx,f b -f(x) dx} 
dx. 

(d) Necht; F je primitivnf funkce k / na intervalu (a,c). Pak je F primitivnf 
k / i na intervalech (a, b) a (b, c). Navfc ma v bode b, jakozto spojita funkce na 
(a, c), vlastnf jednostranne limity. Tedy platf 

f a fix ) d* = [F] c a = I Ft + [F\l = f fix) dx + jf fix) dx. 

(e) Necht; F je primitivnf k / na (a, b) a G na (b, c). Prictenfm vhodne kon- 
stanty k jedne z funkcf muzeme zarfdit, aby 

lim F(x) = lim G(x). 

Definujme 

I F(x), x e (a, b), 

lim*-^ F(x), x = b, 

G(x), xe(b,c). 

Pakje H spojita na ( a , c) a H'(x) = f(x) pro a e ( a, b) U ( b, c). Vbode b toto platf 
dfky Vete pdO] 

H'(b) = lirn H'(x) = lim f(x) = f(b), 

nebot; / je spojita v b. Funkce H je tedy primitivnf k / na (a, c) a ma vlastnf limity 
v krajnfch bodech (a, c), protoze je v prfslusnych bodech majf funkce FaG. Tedy 
/ e JV(a, c). ■ 

9.3.9. Poznamka. Necht; a,b e M*, a < b, a necht; F a G jsou funkce definovane 
na ( a , b). Necht; existujf (vlastnf nebo nevlastnf) jednostranne limity F(a+), F(b—), 
G(a+) a G(b—). Potom platf 

[F-G] b a = [F] b a -[G] b a , 
jestlize ma prava strana smysl. 

9.3.10. Veta (per partes pro Newtonuv integral). Necht; a, b eM.*, a < b, a necht; 
/ a g jsou funkce definovane na (a. b). Necht; F je primitivnf funkce k funkci / na 
(a, b) a G je primitivnf funkce k funkci gna(a, b). Potom platf 

J b F(x)g(x) dx = [FG] b - J b f(x)G(x) dx, 
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jestlize ma prava strana smysl. 


Dukaz. Jelikoz je prava strana pozadovane rovnosti dobre definovana, existuje pri¬ 
mitivni funkce k funkci fG na (a, b). Oznacme ji pismenem H. Potom plati 

(GF - H)' = gF + Gf — fG = gF, 

tj. GF — H je primitivni funkci k funkci gF. Rozdil vy razu \ GF\ b , G(x) fix) dx 

je definovan, stejne jako vyrazy samotne. Z Poznamky |9.3.9| plyne, ze 

rb 

J F{x)g{x) dx = [FG - ll\ b a = [FG] b a - [H) b a 

rb 

= [FG] b a -J f{x)G{x)dx. 

Tim je dukaz dokoncen. ■ 


9.3.11. Veta (substituce pro Newtonuv integral). Necht; a, b, a, f3 e R*, a < b a 
a < p. Necht; / je funkce definovana na (a, b ) a necht; <p je funkce definovana na 
(a, P). Necht; (p ma vlastni nenulovou derivaci na (a, ft) a necht; plati /?)) = 
(i a,b ). Potom 

J f{x) dx = j f{<pit))\<p'it)\dt, 
jestlize ma alespon jedna strana smysl. 


Dukaz. Funkce (p zrejme ma na intervalu (a, /?) vlastni derivaci (funkci ip r ). Z Dar- 
bouxovy vlastnosti derivace (Veta |9.1.10[ ) tedy plyne, ze obraz intervalu (a, ft) pri 
zobrazeni ip', tedy mnozina <p'((a, /?)), je interval. Z predpokladu vime, ze bod 0 
neni prvkem tohoto intervalu. Z toho vyplyva, ze funkce <p' nemeni na (a, f) zna- 
menko. Predpokladejme, ze <p' je zaporna na (a, fi). 

Existuje-li f a fix) dv,ma / na ja, b) primitivni funkci F a existuji limity Fib—) 
a Fia+). Z vety o derivaci slozene funkce (Veta |5.1.23[ ) plyne, ze take funkce 
if o (p)i~(p') ma na intervalu (a, f) primitivni funkci, a to funkci —F o <p. Mame 


azVetypJI 


lim <p(t) = a. 


lim F(<p(f)) = lim Fix), 
t->-a + x->b- 


lim (pit ) = b 

t-HX+ 


lim Fi(pit)) = lim Fix). 


Odtud dostavame 

f f(<P(t)W(t)\ dt = fi<pit))i-<p'it)) dt = [-F o (pt 
= — lim F (x) + lim Fix) 

= J fix) dx. 
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Predpokladame-li existenci integralu d t, oznacm e G pr imi- 

tivni funkci k (/ o <p)\(p'\ = —(/ o (p)<p'. Z druhe vety o substituci (Veta |9. 1. 15| pak 
plyne, ze —G o <p~ ] je primitivm funkce k /. Plati 

lim £> -1 (X) = P, lim <p~ l (x ) = a, 

a tedy 

lim G{<p~ l {x )) = lim G{t), lim G(^ _1 (x)) = lim G(t). 

x-m+ t-yfi- x^-b- t^><x+ 

Odtud mame 

J f(x) d* = [— G o q>] b a = J f(<p(t))\<p'(t)\ d t. 

■ 

9.3.12. Veta (Bolzanova-Cauchyova podminka pro funkce). Necht; ael’a necht; 
i$o e R, So > 0. Necht; funkce F je definovana alespon na P(a,8o)- Potom existu- 
je vlastni lim*_>. a F(x) prave tehdy, kdyz je splnena nasledujici (tzv. Bolzanova- 
Cauchyova) podminka: 

V£ g R, £ > 0 E<5 G R, 5 > 0 Wx, y e P(a,8): |F(*)-F00| < e. 

Dukaz. =>■ Predpokladejme nejprve, ze lim*-*, F(x) = A a A e R. Necht; e G M, 
£ > 0 je dano. K nemu nalezneme 8 G R kladne, ze 

Vx € P(a,S) : \F(x)-A\ < s. 

Pak pro kazdou dvojici x, y G P(a, 8 ) mame 

I F(x) - F(y)l < | F(x) -A\ + \A- F(y )| <s + s = 2e. 

4= Necht' plati podminka vety. Necht; je funkce F definovana na prstencovem 
okoli P(a,8o)- Je-li \x n ) posloupnost obsazena v P(a,8o ) takova, ze lim x„ = a , 
splnuje posloupnost { F(x n )} Bolzanovu-Cauchyovu podminku (viz Veta P~27l ). 
Zvolime-li totiz £ e M, £ > 0, necht; kladne 8 G R je dano Bolzanovou-Cauchyovou 
podminkou. K 8 nalezneme no^N takove, ze pro n G N, n > no, plati \x n —a\ <8. 
Pak pro n, m G N ,n,m> no, plati 

\F(x n )-F(x m )\<s. 

Zvol me jedn u takovou posloupnost \x n } a polozme A = lim F(x n ) (ta existuje 
diky Vete |2.4.27[ ). Pak limx-* a F(x) = A. Vezmeme totiz libovolnou posloupnost 
{y n } v P{a,8o) konvergujici k a. Necht; £ G R, £ > 0. K nemu nalezneme 8 G R, 
8 > 0 z Bolzanovy-Cauchyovy podminky. Necht; n\ G N je takove, ze 
Vn gN,« >m : x„,y n e P(a,8). 

Najdeme jeste «2 e N takove, ze 

Vn G N.n >n 2 : \F(x„)-A\ < s. 

Pak pro prirozene cislo n > max{«], /12! plati 

\F(y„) -A\< | F(y n ) - F(x n )\ + \F(x n ) - A\ < s + s = 2s. 
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Z Heineovy vety |4.2.16| mame proto lim x ^ a F(x) = A. 


9.3.13. Poznamka. Tvrzeni Vety |9.3.12| plati obdobne i pro jednostranne limity. 

9.3.14. Veta. Necht; a, b e M, a < b, a necht; / je omezena spojita funkce na (a, b). 
Potom / e <M(a,b). 

Dukaz. Podle Vety |9.1.8| ma / na (a, b ) primitivnf funkci F. Ukazeme za pomoci 
Bolzanovo-Caychyovy podmmky pro funkce, ze limity F v krajnich bodech exis- 
tuji vlastni. Necht' K e M je kladne takove, ze 


Wxe(a,b):\f(x)\<K. 

Zvolmee e M, s > 0 a polozme S = Pak pro x,y e (a, a + 8), x < y, plati z 
Vety |9.3.8|(c) 



9.3.15. Poznamka. Pro neomezeny interval tvrzeni Vety |9.3.14| neplati. Napriklad 
funkce f(x) = 1, x e (0, oo), je spojita a omezena na (0, oo), ale / ^ «V(0, oo). 
Funkce f(x) = arctg(x), a: e R, je na intervalu M take spojita a omezena, integral 
JZ f(x) dx vsak dokonce ani neexistuje. 

9.3.16. Veta (vztah Riemannova a Newtonova integralu). Necht; a, b e M, a < b, 
a necht' / je omezena funkce na [a, b\. Je-li / e !R{[a, b ]) n «Af (a, b), pak 


(R) J f{x) dx = (N) J f(x) dx. 


Dukaz. Zvolme s e M, e > 0. Protoze funkce / je riemannovsky integrovatelnana 
[a,b\, existuje podle charakterisace riemannovske integrovatelnosti (Veta |9.2.26[ ) 
8 e M, 8 > 0, takove, ze pro libovolne deleni D = \xi }" =0 o norme mens! nez 8 a 
libovolnou volbu bodu U e [xt — x;_i], i = plati 



Mejme tedy s e (0, oo) dano a 8 e (0, oo) nalezeno tak, ze splnuje tuto podminku. 
Vezmeme deleni D = {%;}" =0 o norme mensi nez 8 . 

Necht; F je primitivni funkce k / na (a, b). Definujme 


Hix) = 


Fix), x e (a, b) 

lim x ->b_Fix), x = b 
lim^-^a,,. Fix), x = a. 



9.4. KONVERGENCE NEWTONOVAINTEGRALU 


465 


Po vsimn eme si, ze H je dobre definovana spojita funkce na [a, b] die Poznam- 
ky |9.1.2| (a) a faktu / e ,N{a, b). N avic H' = f na ( a,b). Pro kazde i = 1 
pouzijeme Lagrangeovu vetu [5.2.4| k nalczcni bodu U e (x,_i, x,), ktery splnuje 

H(Xi) - H (x;_i) = H'(ti)(Xi - X ( _, ) = f(ti)(Xi - Xi-i). 

Pak 

(N) J f{x) dx = lim F(x) - ^lim F(x) = H(b) - H(a) 

= tf(x„) - tf(x 0 ) = £ (//(x f ) - //(x,-0) 

= fGOto - x i- 0 - 
1=1 

Tedy 

|(N) J fix) dx - iR) J fix) dx| = fiu)ixi - x,_i) - iR) J fix) dx| < s 

Tim je dukaz dokoncen. ■ 

9.3.17. Dusledek (vztah spojitosti a existence Riemannova a Newtonova integra- 
lu). Necht: a,b e R, a < b, a necht: / je spojita funkce na [a, ft]. Potom / e 
^([a,Z?]) n Mia,b) a 

(R) J f (x) dx = (!V) J fix) dx. 

Dukaz. Tvrzeni plyne z Vety ^2T9j Vety pT4| a Vety ■ 


9.4. Konvergence Newtonova integralu 

9.4.1. Veta (srovnavaci kriterium pro konvergenci Newtonova integralu). Necht; 
ael.kR'a necht' a < b. Necht' funkce f g : [a, b) R splnuji 0 < /(x) < 
gix), x e [a,b). Necht' dale je / spojita na [a, b) a plati g e Mia.b). Potom / e 

Dukaz. Zvolme c e ia,b) a oznacme G a F primitivni funkce ke g a k /. Po eventu- 
alnim pricteni vhodne konstanty muzeme predpokladat, ze T(c) = G(c). Funkce 
G — F ma na (c, Z>) nezapornou derivaci g — f, tedy je na (c, b) neklesajici. Proto- 
ze (G — F)ic) = 0, G(x) > F(x) na ic.b). Dale jsou obe funkce G, F nek lesajici , 
jelikoz jejich derivace jsou nezaporne. Tedy maji v b limitu zleva (viz Veta |4.2.25[ ) 
a plati 

lim Fix) < lim G(x). 
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Protoze g e <A/’(a,&),jeposlednflimita vlastnf. Protozeje F neklesajfcf, je i F(x) 

vlastnf. 

Obe funkce majf vlastnf limitu v c, jelikoz jsou v tomto bode spojit e. Tedy 
/ e ,N(c, b). Protoze / je spojita na [a,c], platf / e V(a,c) podle Vety |9.3.14| . 

Veta |9. 3.81 (e) nynf dava / e J^(a,b). m 

9.4.2. Poznamka. Tvrzenf Vety |9.4.l| platf s prfslusnymi upravami i pro intervaly 
typu ( a,b]. Presneji, jestlize a e M*, b e R, a < b, funkce f,g : (a,b] —» R splnujf 
0 < /(x) < g(x), x e ( a,b \, f je spojita na (a,b] a platf g e M{a,b), potom take 
fe#(a,b). 


9.4.3. Prfklad. Dokazte, ze f^° dx konverguje. 

Reseni Zkoumejme konvergenci / 0 ' 2 sin 2 dx. Mame totiz pomocf per partes 

/ I 1 f 1-1 

cos - dx = x cos-/ x(— sin —)— dx, x e (0, oo). 

Tedy 

f 1 . 1 , If 1 . 

I — sin — dx = x cos-1 cos —, x e (0, oo). 

Protoze /g 1 cos A konverguje (Veta |f0.14| ), konverguje i 

r 1 1 . 1 , r i ] 1 r 1 i , 

1 — sin — dx = x cos — — 1 cos — dx. 

Jo x x l xj 0 Jo x 

Substitucf \ = t mame konvergenci integralu 

f°° — dx= Ft (sin-) \dt = f -sin-df 

J 1 * Jo \ tj t 2 Jo t t 

(viz Veta |9. 3.11 [ ) . 

9.4.4. Prfklad. Dokazte, ze / 0 °° x ^ x konverguje. 


Reseni Funkce j e spojita na intervalu [0,1], a tedy die Vety MM konver¬ 
guje [q ^j-j- d x. Dale platf 0 < ^g-j- < ^ na [1, oo). Protoze x~ 4 e «V(l,oo) 
(Pffklad pj(b)), je podle Vety [fiy] i J +x 6 -V(l. oo). Pouzitfm Vety |9.3.8| (e) 
dostavame Jbi - € «V(0, oo). * 


9.4.5. Veta (limitnf srovnavacf kriterium pro konvergenci Newtonova integralu). 
Necht' a e R, b e R* a necht: a < b. Necht: /, g jsou spojite nezaporne funkce 
na [a, b). Jestlize lim^ 6 _ AW e (0, oo), pak / e M{a,b) prave tehdy, kdyz g e 
-V («./>). 


Dukaz . Oznacme c = lim, 
xq £ (a, b) takove, ze 


^b- fgy a necht' / 6 ,M(a.b). Z Vety existuje 


Vxe[x 0 ,i): 


/w>I c 

*(*) - 2 ’ 
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Platf tedy 

V^[ % i):0<gW< 2 /(4 

c 

Jelikoz f e .N(a , b), je tez |/ e M{a,b). Proto / e J^(xo,b) die Vety |9.3.8| (c), 
a tedy Veta |9.4.l| dava g e Jf (xo, b). Protoze g je sp ojita na omezenem intervalu 
[a, xo], je zde Newtonovsky integrovatelna. Die Vety |9.3.8| (d) je g e Jsf(a, xo). 

Obracenou implikaci lze dokazat obdobne za pomocf odhadu < 2c na 
vhodnem intervalu (xq, b). ■ 


9.4.6. Prfklad. Dokazte, ze 1 dx konverguje. 

Resent. Polozme pro x € [1, oo) 

/W = ^±XpT_ gM = x -i 
Obe funkce jsou spojite nezaporne funkce na [1, oo) a platf 

■pf y Vx + Vx+1 

lim 4) = lim ^±5^ 

* _i ' 00 g(x) 


x^r 

yfx{yfx + -V 


Podl e Vet y m dostavame / e <V(l,oo), nebot; jiz vfme, ze g e <V(l,oo) (Prf- 
klad |9.3.5|(b)). * 


9.4.7. Lemma (odhady Newtonova integralu soucinu dvou funkcf). Necht; a,b e 
R a necht; a < b. Necht; / je spojita funkce na [a, b] a g : [a, b] —>■ R je nerostoucf, 
nezaporna a spojita. Potom 

g(a) inf f fit) dt < f f(t)g(t) d t < g{a) sup [ f(t) dt. 
xz[a,b] Ja Ja *e[a,6] -/a 


Specialne platf 


|/ f(t)g(t)dt\< g(a) sup |/ f(t) df |. 


Dukaz. Dokazme nejprve druhou nerovn ost. Zv olme e e R, s > 0. Dfky stejno- 
merne spojitosti funkcf / a fg (viz Veta |9.2.18[ ) existuje 8 e R, 8 > 0 takove, ze 
platf 

Vx, y e [a, b\ :|x - y| < 8 =>> 

(l/(x)f(x) - fiy)giy) | < e) & (|/(x) - /GOI < e) . (9 - 8) 


Oznacme 


F W = f /(Odb xe[a,fe], 
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a zvolme delenf D = {x;}" =0 s normou mensf nez S. Pak mame ze ( ]9.8| ) pro kazde 
i 6 

Vt e [xi-uXi] : f(t ) > /(xi-i) - e, 

a tedy 

f(xi-\)(xi - xi- 1) - e(xi - Xi- 1) < J f(t ) df. 

Obdobnou uvahou dostavame pomocf ( |9.8| ) 

J ) df < /(*i-i)gC*i-i)(*i - Xi_i) + e(x ; - Xi- 1) 

< s(*i-i) ^ /(0 df + e(xj - Xi_i) j + e(xj - x;_i) 

< g(*;-i) J fit) df + (g(a) + l)e(x,- - Xi- 1). 


Oznacme 

Pak 


e = eigia) + l)ib - a). 


J f(t)git) d t = fif)gif) dt 

< Y^giXi-l) J fit) df + ^£(x« -Xi-iKg^) + 1) 

= X! f fit) df + eigia ) + 1)(6 - a) 

, = 1 * x i—\ 


= Y^gix i - l )iFixi)-Fix i - l )) + e 
= J] F(x,)fe(Ti-l) - giXi)) + g(x„_i)F(x„) + £ 


< sup Fit) ^(g-(Xi-i) - giXi j) + gix n - i)j + £ 

= gia) sup Fit) + eigia) + \)ib-a). 
tzla,b] 


Jelikoz £ bylo libovolne, plyne odtud pozadovana nerovnost. 

Prvnf nerovnost lze dokazat obdobne. ■ 


9.4.8. Veta (Abelovo-Dirichletovo kriterium konvergence Newtonova integralu). 
Necht: a e M, b e M* a necht: a <b. Necht: / : [a, b) -»• IL je spojita a F je primitivm 
funkce k funkci / na (a, b). Dale necht; g : [a,b ) —> M je na [a, b) monotonm a 
spojita. Pak plati: 
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(a) Jestlize / e Ff{a,b) a g je omezena, pak fg e FI(a,b). 

(b) Je-li F omezena na (a, b ) a g(x) = 0, je fg e FI(a, b). 

Dukaz. V obou prfpadech ma funkce fg na {a, b) funkci primitivni, oznacme ji H. 
Bez ujmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze g je nerostouci. V opacnem pri- 
pade bychom mohli pracovat s funkci —g, nebot; zmena znamenka u g konvergenci 
integralu f a f(x)g(x) dx neovlivnf. 

(a) Muzeme predpokladat, ze g je nezaporna, protoze jinak bychom uvazovali 
funkci g(x) + K, kde K je cislo splnujfci 

Vx e [a,b) : |g(x)| < K. 

Pak totiz konvergence integralu 

f f(x)g(x) dx = j\f(x)(g(x) + K)~ f{x)K) dx 

plyne z dokazaneho tvrzeni pro nezapornou funkci a Vety |9.3.8| (a). 

Mejme tedy g nezapornou a necht' C e (0, oo) splnuje 
V*6[fl,i):|g(x)|<C. 

Podle predpokladu existuje lim^.^*_ F(x) vlastni. Mejme e e M, s > 0 dan o. K ne - 
mu nalezneme pomoci Bolzanovy-Cauchyovy podminky pro funkce (Veta ^3.12[ ) 
kladne takove, ze 

Vjc, y e P-(b, 8) : -e < F(y) - F(x) < e. 

Potom pro x, y z okoli P~(b, 8), x < y, plati podle Lemmatu |9.4.7| 

H(y) — H(x)= f f(t)g(t) dt < g(x) sup f f(t)dt 
Jx ze[x,y] Jx 

= g(x) sup (F(z) - F(x)) < g(x)e <Cs 
zelx,y] 
a 

H(y) - H(x) = [ f(t)g(t) dx > g(x) inf [ f(t) dt 
Jx ze[x,y] J x 

>g(x) inf (F(z) - F(x)) > -g(x)s > -Ce. 
xe[x,y] 

Tedy pro tato a, y plati 

\H(x)-H(y)\ <Ce. 

Tedy FI splnuje Bolzanovu-Cauchyovu podmmku v bode b zleva, ma v nem vlastni 
limitu zleva. 

Snadnou uvahou pak obdrzime fg e JF(a,b ) (viz zaver dukazu Vety ra >- 
Podrobneji, z volme c e ( a,b ). Ze spojitosti funkce fg na [a , c] odvodime fg e 
FI(a, c ) (Veta |9.3.14|). D ale H je spojita v c, a tedy ma zde vlastni limitu. Proto 
fg e FI (a, c). Veta p.3.8| (e) pak zavrsi argumentaci. 

(b) Z predpokladu plyne, ze g(x) > 0 pro vsechna x e [ a,b ). Necht' K e M, 
K > 0, je takove, ze 


Va € (a,b) : |F(x)| < K. 
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Pro dane s e M, s > 0 najdeme 8 e M, 8 > 0, takove, ze 
Vx € P-(b,S) : |g(x)| < e. 

Pak pro x,y e P~(b, 8), x < y mame 

H(y) - H(x) = J y f(t)g(t)dt 

<g(x) sup (F(z)~F(x)) 

Z€[x,y] 

< £ sup (T(z) - T(x)) 

M[«^] 

< 2 Ke 
a 

//(>•)-//(*) = J y f(t)g(t)dt 

> g(x) inf (F(z)-F(x)) 

ze[x,y] 

>s inf (F(z)-F(x)) 

ze[x,y] 

> -2 Ke, 

a tedy pro tato x, y plati 

\H(x) — H(y)\ < 2Ks. 

Tedy Veta |9.3.12| ffka, ze H ma vlastni limitu v b zleva. Jako vyse pak dukaz uza- 
vreme pozorovamm, ze fg e Ji(a, b). ■ 

9.4.9. Priklad. Dokazte, ze dx konverguje. 

Resent. Polozime ve Vete |9.4.8| (b) pro x e [1, oo) 

f{x) = cosx a g(x) = 

Pak primitivm funkce k /, totiz sinx, je omezena na (l,oo) a g(x) je na [l,oo) 
nezaporna monotonni funkce majicf v oo limitu 0. A obe funkce jsou zjevne spojite 
na [1, oo). Tedy die vyse zminene vety zadany integral konverguje. * 

9.4.10. Priklad. Dokazte, ze /j 30 arctgx 5 ^ dx konverguje. 

Resent. Ve Vete |9.4.8| (a) polozime pro x G [1, oo) 

f(x) = a g(x) = arctgx. 

Obe funkce jsou spojite na [1, oo), g je omezena neklesajici a / e eV(l, oo). Tedy 
integral konverguje podle Vete |9.4.8| (a). * 

9.4.11. Priklad. Dokazte, ze dx diverguje. 
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Resent Protoze plati 

I sin a | > sin 2 a 

X ~ X 

staci die Vety |9.4.l| overit divergenci integralu 


e [1, oo). 


j°° sin 2 x 


Pisme 

Jest 



1 - cos 2x 1 cos 2x 


2x 2x 2x 


cos2 a , 1 f 00 cosy , 

—— dx = - / - dy 

2x 4J 2 y 


a z predchoziho prikladu vime, ze e <V(1, oo). Tim spise 
tedy i € JV(1, oo). Mame tudiz 


€ JV(2, oo), a 


1 _ cos 2a sin 2 a 
2a “ 2a + a ’ 

pricemz ^ £ <V(l,oo) a 6 JV(l,oo). Kdyby S1 ° * e JV(l,oo), pak by podle 
VetypJ(a) platilo i i € <V(l,oo), coz by byl spor. Odtud plyne, ze £ 

<V (1,00), a tedy i (1,00). * 


9.4.12. Veta (prvni veta o stredni hodnote). Necht: a,kla necht: a < b. Necht: 
/ je spojita funkce na [a,b], g je nezaporna na [ a,b ], g e J^{a,b) a fg e M{a,b). 
Potom existuje c e [a, b] takove, ze 

f * f(x)g(x) dA = /(C) j " g(x) dx. 

Dukaz. Funkce /, jako zto fu nkce na [a, b\ spojita, nabyva na nem sveho minima in 
a maxima M (viz Veta |4.3.9| ). Pak pro a e [ a , b] plati 

mg( a) < f(x)g(x) < Mg{ a). (9.9) 

Pokud /* g{x) dA = 0, pak g = 0, nebot'je nezaporna. Za bod c muzeme zvolit 
libovolny bod z [a, b\. 

Predpokladejme tedy, ze /* g(x) dx > 0. Potom ze ( p~9[ ) plati 
^ fa f(x)g(x) dx 

m < ——t -< M. 

fa S( x ) dx 

Protoze f([a,b]) = [m,M] die Vety |4.3.6| , existuje c e [a. b] splnujici 
, _ fa f(x)g(x) dx 

fa S(X) dx 


Tim je dukaz dokoncen. 






472 


9. INTEGRAL 


9.4.13. Veta (druha veta o strednf hodnote). Necht: a.kla necht: a < b. Necht: 
/ je spojita funkce na [a, b], g je monotonnf a spojita na [a, b\. Potom existuje 
c £ [a, b] takove, ze 

J f(x)g(x) dx = g(a) J f(x)dx + g(b)J f(x) dx. (9.10) 


Dukaz. Predpokladejme opet, ze g je nezaporna a nero stou cf. Nalezneme-li totiz 
bod c pro funkci —g ci g + C, pak takove c vyhovuje i ( CT ). 

Definujme 

= g(a ) J fit) dt + g(b) J fit ) dr, y £ [a, b], 

Potom lze funkci (p vyjadrit jako 

<Piy) = igia ) - gib)) J fit) dr + gib) J fit) dr, y £ [a, b\. 

Pak je funkce cp spojita na [a,b] (Veta a tedy existuji body y\, y 2 e [a, b] 

takove, ze 

^CVi) = max <p(y) a <piy 2 ) = min <p(y). 
ys[a,b] y*[aM 

Uvazujme spojitou nezapornou nerostouci funkci 


tit) = git) - gib), t £ [a, b]. 

Lemma |9.4.7| pak dava 

J fit)git)dt - gib) J fit) dt = J fit)fit)dt 

< ti a ) SU P / fi s )ds 

tz[a,b] Ja 

= igia) - gib)) max / /(j) ds, 

te[a,b] J a 

z cehoz dostavame 

J fit)git) dr < igia) - gib)) max J f(s) ds + gib) J fit) dr 

= max ^(g(a) - gib)) J fis) ds + gib) J fit) dr j 
= <piyi)- 

Obdobne obdrzime z Lemmatu 

J f(t)git) dr > tpiyf). 
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Spoji ta fun kcc <p tedy musi v ncjakcm bode c e [a, b] nabyvat hodnoty /* f(t)git) dt 
(Veta |4.3.6| ) , a tedy 

J f(t)g(t) d t = 93(c) = g(a) J f(t ) d t + g{b) J fit) d t. 

■ 

9.4.14. Poznamka. Veta |9.4.13|na bizi alternativnf dukaz Vety |9.4.8| . Mejme totiz 
f, g, F, FI jako v dukazu Vety |9.4.8[ V prfpade tvrzeni (a) najdeme pro dane eel, 
e > 0, kladne 8 e M takove, ze 

Vx,y e P-ib, 8) : |F(jc) - F(y)| < s. 

Necht: g je omezena konstantou C. Vezmeme x, y e P-ib, 8), x < y. At; c e [x, y] 
splnuje 

J f(t)g(t)dt = g(x) j fit)dt+giy)J fit) At. (9.11) 

Pak pro tato x, y mame 

\Hix)-Hiy)\ = |£7(0g(0| = \gi*) j* f(f)dt + g(y) j" fit)dt\ 

<c|£/(0dt| + c|^/(0dr| 

= C\Fic)-Fix)\ + C\Fiy)-F(c)\ 

<2 Cs. 

Tedy H ma v b zleva vlastni li mitu a fg e «V(a, b). 

V Pffpade tvrzeni (b) Vety |9.4.8| (b), necht; C omezuje F a ]g(a:)| < e pr o x e 
P-ib, 8). Necht: x, y e P-ib, 8), x < y. Najdeme bod c e [x, y] splnujici ( |9.1l| ). Pak 
mame odhad 

| H ix) Hiy)\ - |/ fit)git)\^ = \gix) j f(t)dt+g(y) J' /(f)d?| 

< e |jT e /(0df|+ s |^ J /(0dt| 

— ® |F(c) — F(jc)| + e |F(y) — F(c)| 

< 4Ce. 

Dukaz pak dokoncime jako vyse. 


9.5. Aplikace urciteho integralu 

9.5.1. Veta (Integralnikriterium). Necht; /je nezaporna nerostouci spojita funkce 
na [no, 00), kde no e N. Necht: pro posloupnost { a n } plati a n = fin), n > no- Pak 
\ a n konverguje prave tehdy, kdyz fix) da: konverguje. 
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Dukaz. Uvazujme n\ e N, n\ >«oa delenf D = {no ,«o +1,... 
[no, m]. Funkce / je nerostouci, a tedy 

nj —1 

S(fD) = a„ 0 H-ha^-i = ^ a«, 

i=n 0 

S_(/D) =a no +i +■ ■■ + a ni = a%. 

i=n 0 +1 


Protozeje / spojita na [«o,«i], plati 


— l,ni}intervalu 


£ a t =S(fD)<(R) f(x)dx 

i=n 0 +l Jn ° 

= (N) J " 1 f(x) dx = (R) f " 1 fix) dx (9.12) 

<SifD)= £ at- 


Predpokladejme nynf, ze fix) da; konverguje. Pak je funkce 

Fix) = f fit) dr, t € [n 0 . oo) 

Jn 0 

primitivm k / na (no. oo), a tedy pro kazde «i > «o mame z ( |9.12| ) 
J fix) da: = lim Fix) — F{no) = lim F(x) 

= lim f fit) At > lim £ a, 

X ~*°° •'Ho n ^°° i = no +1 

= £ ^ 

i=n 0 +l 


Proto i ai konverguje, a tedy i a i konverguje. 

Obracene, jestlize J2i^=i °i konverguje, pak pro ( |9.12[ ) dava 

£ at = lim £ a i — sup J f it) At 

i=n o !=«o «->-oo no 

= lim sup Fix). 


(9.13) 


Protozeje / nezaporna, je F neklesajici. Tedy limita F v nekonecnu existuje a 
podle ( |9.13[ ) je vlastni. Tedy fit) dr konverguje. ■ 

9.5.2. Priklad. Ukazte, ze rada 2 n diverguje. 
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Resent Polozme / (x) = x ^ gx , x € [2, oo). Pak / je nezaporna spojita a nerostouci 
na [2, oo). Protoze 


( f(x)dxm£ ,'dl l l-, gMiX i '' * x • 




diverguje podle Vety |9.5.i| . 


9.5.3. Veta (Zbytek Taylorova polynomu v integral nun tvaru). Necht; a,x e M, 
a < x a funkce / ma v kazdem bode intervalu [a, x] vlastnf (n + l)-ni derivaci. Pak 

fix ) - T/’ a (x) = f I f n+1 (t)(x - 0" df. (9.14) 

Dukaz. Budeme postupovat matematickou indukei podle n e N. 

Pro n = 0 mame 

fix) - T 0 f ’ a ix) = fix) - fia) = J* fit) At, 
tedy ( |9.14| ) pro n = 0 platf. 

Predpokladejme nyni platnost tvrzeni pro n e N a dokazme ho pro n + 1. Mej- 
me tedy (n + 2)-krat diferencovatelnou funkei / na intervalu [a,x], Pak je funkce 
/l" +1 l(f)(^ — t) n spojita na [a,x\, a proto muzeme pomoci per partes (Veta pB.10| ) 
pocitat 

foTFoi S'"*™-?"* _ 

- jf (^TT)i /( " +1)(0( ” + 1)( * ~ °" (_1) dt 

= - f {n+l \a)ix - a) n + J* ^ f n+1 \t)ix - t) n dt 

= - a)n + f(x) - T f a(x) 

= fix) - T n f f(x). 

Tim je dukaz proveden. ■ 


9.5.4. Definice. Krivkou budeme rozumet zobrazeni <p : [a, b] —> M" (n e N, 
a,b e M, a < b) takove, z e cp = i<pi,... ,cp n ) je tridy C 1 , tj. < p- jsou spojite na [a,b], 
pricemz v krajnich bodech [a, b] uvazujeme prislusnou jednostrannou derivaci. Ge- 
ometrickym obrazem krivky (p rozumime mnozinu (< p) = <p([a. b]) C M". 
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9.5.5. Priklady. (a) Jednotkovou kruznici v rovine lze vyjadrit krivkou (pit) = 
(cos f, sin t), t e [0,2 n]. 

(b) Graf funkce / naintervaluje krivkou popsanou zobrazenim ^(t) = [t,f(t)\, 
te[a,b]. 

(c) Geometricky obraz krivky lze casto parametrizovat ruznymi zobrazenimi 
<p, napriklad graf funkce f(x) = x3,x e [-1,1] lze popsat take jako (p(t) = (t 3 , t 2 ), 

te\~ 141- 

9.5.6. Definice. Necht: (p : [a, b] —> R" ke krivka. Jeji delkou rozumime hodnotu 

L(<p) = sup{L(<p, D)\ D deleni intervalu [a, b]}, 
kde pro deleni D = {t ;}" =0 definujeme 

L((p, D) = J2 \W(xi-i) - <p(xi )|| . 

! = 1 

9.5.7. Definice. Necht' /: [a, b] —> M” je takove zobrazeni, ze vsechnyjeji slozky 

jsou riemannovsky (respektive newtonovsky) intrgrovatelne. Pak definu- 


jeme 

6 / 




f(t)dt= f(/?)j 

I Mt)dt,...,(R) J fn(t)dt\ , 


respektive 





b f(t) dt = 

f" j' f n (t)dty 


9.5.8. Lemma. Necht; a,b e R, a < 

b,z f = (/!,...,f n ): [a,b]^W 

1 je spojita. 

Pak 




II r b II 

II r b 

„b II „b 


U /(0df 


■■■■J fn(t)dt)\<j 11/(011 dt. 

(9.15) 


Dukaz. Funkce t t-» ||/(t)|| je spojita na [a,b\, a proto /* ||/(f)ll dt konverguje. 
Polozme 

y = \j /i(0df . J /„(0di]eM". 

Pak mame z Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti 
\\yf = T,yi = T,yi [ m)dt 

= j a IIjII 11/(011 dt = Wy\\f 


11/(011 dr. 
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Poku d y = 0, ( |9.15[ ) zjevne plati. Pokud ||y|| > 0, prave provedeny vypocet dava 

( Fl5b - ■ 

9.5.9. Veta. Necht: (p = {(pi ,..., <p n ) : [a, b] ->■ M" je krivka. Pak plati 
L{<p) = j" y (<Pi(t)) 2 + • • • + ifPnit)) 2 dt. 

Dukaz. Mejme libovolne deleni D = {xj } k =0 dano. Pak platf dfky Lemmatu |9.5.8| 

I- <P(xj- 1)]| - Xj | / dr | 


<xj/ wm*=f ikw!U f - 


Odtud plyne L(cp) < ||<js'(f)|| dt. 

Abychom dokazali obracenou nerov nost, zv olme s e R, s > 0. Ponevadz jsou 
<p[ stejnomerne spojite na [a,b] (viz Veta |9.2.18| ), existuje 8 e M, S > 0, takove, ze 
pro kazde i e {1,..., n} platf 

Vs, t e [a,b LIs — 1\ < 8 : WAt) — i».'(,s)| < —!=• 

Necht'nynf D = {xj} k =Q je delenf [a, b] splnujfcf v(D) < 8. Potom pro t e [xj-\,Xj] 
plati || <p'{t)\\ < | <p'(xj) | + s. Dostavame tedy 

J |<p'(0| dt - e(xj - xj- 1) < ||«s'(x/)|| (Xj - xj-i) 

= || J (p'(0 + <p'(Xj)-<p'(t)) dt|| 

< jj J <p'(t ) dt | + | J ( (p'{xj ) - <p'(t)) dt | 

< ||^(jcy) - + s(xj - xj- 1). 

Dostavame tedy 

pb k 

/ | cp'(t) I dt < ]| #i*t) - td-V-i)] + 2e ( b -a) < L{v) + 2 e(b - a). 

7 = 1 

Protoze e bylo voleno libovolne, dostavame ||<p'(t)|| d t < L(cp). m 

9.5.10. Prfklad. (a) Je-liy> (t) = [cost, sin t], t e [0,27r], pak 


)=r ^\ 

Jo 


it) 2 + (cos t) 2 dt 


-c 


1 dt = 2n. 
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(b) Je-li / spojite diferencovatelna funkce na [a, b\, pak parametrizace jejiho 
grafu pomoci (pit) = [t, fit)], t e [a, b], dava, ze delka grafu funkce / je 
rovna /* y/l + (f'(t)) 2 d t. 


9.6. Teoreticke priklady na integral 
9.6.1. Priklad. Definujme funkci / : [0,1] -> [0,1] 


0, pokud x je iracionalnf, 

pokud x = nesoudelne. 


Ukazte,ze / nema primitivnf funkci nazadnemintervalu (a, b) e [0, 1 ] a (/?) /j' fix) dx 
0. 

Resent Je-li (a, b) C [0,1] libovolny interval, vezmeme racionalni cislo tvaru ^, p, q 
nesoudelne, lezici v intervalu (a, b). Pak funkce / nenabyva na (a, b) zadnych ira- 
cionalnich hodnot v intervalu (0, |), a tedy nema na (a, b ) Darbouxovu vlastnost. 
Proto die Vety |9.1.To| nema na (a, b) primitivni funkci. 

Ukazme nyni, ze (R) J g f (^:) d^: = 0. K tomuto ucelu postaci ukazat, ze pro 
dane e e M, e > 0, existuje deleni D intervalu [0,1] splnujici S (/, D) < e. Pak totiz 

0 < S(f D) < S(f D) < e 

a (R) f f(x) dx = 0 die Vety ^2d4| . 

Najdeme nyni takove deleni. Mnozina 


M = {x e [0,1]; f(x) > e} 


je konecna. Lze proto najit navzajem se neprotinajici intervaly takove, 

ze \Ii\ < e a M c U;e/ k- Necht; D sestava z koncovych bodu intervalu /;, 
i = 1s eventualne pridanymi body 01 a 1. Pak pro interval I z D ruzny od 
Ij,... /„ plati sup 7 / < b. Tedy 



±X>i + e E i ; i 

i = 1 Hi h In) 


Hih . In) 


< 2 s. 


* 


9.6.2. Priklad. Necht; / je spojita funkce na otevrenem omezenem intervalu (a, b). 
Ukazte, ze / je stejnomerne spojita na (a, b) prave tehdy, kdyz existuji vlastni limity 
v krajnich bodech (a, b). 




9.6. TEORETICKE PRIKLADY NA INTEGRAL 


479 


Resent Ma-li / vlastnf limity v krajnfch bodech intervalu ( a, b), muzeme definovat 
F : [a, b] -+ R jako 

| lim y ^ a+ f(y), x = a, 
f{x), xe(a,b), 

\\m y ^ b _ f(y), x = b. 

Pak F je na [a, b] spojita, a tedy i stejnomerne spojita (vizte Vetu |9.2.18[ ). Tedy / 
je stejnomerne spojita na (a, b). 

Obracene, je-li / stejnomerne spojita na ja,b ), splnuje v obou krajnfch bodech 
Bolzanovu-Cauchyovu podmfnku (Vet a |9.3.12[ ). To overfme takto. Necht; tel, 
e > 0, je dano. Najdeme S e M, S > 0, die definice stejnomerne spojitosti, tj. 

Vx,y e I : (|x-y| < 8 =*■ \f(x) - f(y)\ < e). 

Tedy pro x, v e P+(a, 8) mamc \ f (x) — f(y)\ < e, cozjsme potrebovali dokazat. * 
9.6.3. Prfklad. Necht; f,ge !R{[a,b\). Pak funkce 

* f(x)g(x), x max{/(jc), g(x)} am min{/(x), g(x)} 

lezf v tR{[a,b\). 

Resent Jelikoz maximum i minimum dvou omezenych funkcf je funkce omezena a 
maxf/M.sM) = 

jsou funkce mmax fix), gix), x m min{/(x), g(x)} riemannovsky integrovatel- 
ne die Vety |9.2.22| (a). 

Obrat'me nynf nasi pozornost k soucinu fg. Protoze fg = \ (if + g) 2 — f 2 ), 
stacf dokazat integrovatelnost / 2 pro/ e .R([a,b]). Mcjme tedy funkci / e R([a,b]). 
Pak / 2 je omezena funkce dfky omezenosti /. Je-li c konstanta, platf / 2 = (/ + 
c) 2 —c 2 —2cf, a tedy stacf uvazovat nezapornou funkci /. Necht; tedy / je nezapor- 
na a omezena cfslem M. Pro e e ffi, £ > 0, n ajdeme delenf D intervalu [a, b ] takove, 
ze S(f D) — S_if D) < £ (viz Veta |9.2.14| ). Necht' £> znacf mnozinu intervalu v 
delenf D. 

Protoze pro mnozinu A nezapornych cfsel platf 

supT 2 = sup{x 2 ; x e A} = (supT) 2 a infT 2 = (infT) 2 , 
mame pro mnozinu A sestavajfcf z nezapornych cfsel a omezenou cfslem M odhad 
sup A 2 — inf A 2 = (sup A) 2 — (inf A) 2 

= (sup A — inf T)(sup A + inf A) 

< 2A/(sup A — inf A) 


(9.16) 
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Pouzitim ( |9.16[ ) dostavame 



IeSD \ 


- l] 2 M ( su p^ _i ? f ^) l 7 l 

le£> \ 1 ) 


I e£> 

<2 Me. 


Tedy f 2 je riemannovsky integrovatelna die Vety |9.2.14[ 


* 


9.6.4. Priklad. Necht' / : [a, b] Mje riemannovsky integrovatelna kladna funk- 
ce na [a,b]. Pak ( R ) /* f(x) dx > 0. 

Resent Dukaz provedeme sporem. Predpokladejme, ze f{x) > 0 pro kazde x e 
[a, b\ a pritom (R) f a f(x) dx = 0. Predpokladejme navic, ze / je omezena cfslem 
1 na [a, b]. Induktivne zkonstruujeme intervaly [a n ,b n ] C [a, b], n e N, takove, ze 
pro vsechna n e N plat! 

• [a«+i A+i] C [a„,b n \, 

• 0 < b n -a n < 


• su P[ a „,fc„] f -l- 


V prvnim kroku konstrukce polozime [a\,b\] = [a, b] a povsimneme si, ze jsou 
pozadovane vlastnosd splneny. 

Predpokladejme nyni, ze pro nejake n e N mame nedegenerovane interva¬ 
ly [a\,b\\ D ■■■ D [a n ,b n \ splnujici sup [ an b n ]f — «• Protoze plati podle Ve- 


typ^(c) 



a cleny na prave strane jsou nezaporne (viz Veta |9.2.22| (b)), mame 



Vezmeme deleni D intervalu [a n ,b n ] takove, ze S(f D ) < s-iy, Protoze S{f D ) > 
S{f D') pro kazde jemnejsi deleni D', muzeme predpokladat, ze norma D je mens! 
nez ^k_. Z definice S{f, D) plyne, ze alespon najednom intervalu urcenem delenim 
D je supremum funkce / mensinez Tento intervaloznacime jako [a n+ i,b n+ i], 

cimz je indukcni krok dokoncen. 

Priklad ?? nyni dava, ze existuje bod x e fj^Li [ a n>b n \. Pro nej pak plati 


Wn e N : f{x) < sup / < —, 

[a n ,b„] n 

a tedy f(x) = 0. To je vsak spor s predpokladem. 
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9.6.5. Priklad. Ukazte, ze 


/ o T s,„-,dx = / o T cos“xd,= |n 

J sin 2 " +1 xdx = J cos 2 " +1 x dx = |~[ 


2k 

2k + 1' 


Resent'. Odvodime rekurentni formuli pro / 0 T sin" x dx. Integraci per partes totiz 
dostavame pro n >2 


J sin" x dx = J sin" 1 x sin a dx 


= — sin x cos. 


: + J (n - 1) sin" 2 x cos 2 a da: 

: + fin-1) sin" -2 x(l — sin 2 x) dx. 


Tedy 




xdx = — sin" 1 x cos x 




f\^ xAx = n -Z±f\^ x i. 

Protoze 

j 1 dx = — a j sin x dx = 1 

Jo 2 Jo 

mame 

£ -n£.. 

Zaverem pouzijeme substituci t = § — x k odvozeni 

f sin" a: da: = f cos" xdx. 

9.6.6. Priklad (Wallisova formule). Ukazte, ze 

— = lim FT —-—. 

2 „^oo A 1 2k — 1 2k + 1 
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Resem. Diky Prikladu |9.6.5| mame 

5, = / f si 

C n = [ sm 2n+l xdx = Ff 

Jo 2k + 1 


„ n . 2n , 7T A 2k- 1 

S„=l sm xix= -JJ 


Tedy dostavame 


_ n rr _ S„ t r 2k 2k 

2 ~ " 1 1 2k - 1 ~~ C„ 2A: - 1 2k + 1' 


(9.17) 


0 < sin 2 " +2 ;t < sin 2 " +1 x < sin 2 " x < sin 2 " 1 x, x e (0, y). 


Povsimneme si, ze pro « e N plati 
0 < sin 2 ” +2 a: < 
a tedy die Prikladu |9.6.4| 

0 < S n+ 1 <C n <S n < Cn-!. 

Tim padem mame 

2n + 1 _ C„_i 5„+i _ n 

2 n C n ~ C n ~ S n n + 1 ' 

Limitnim prechodem v ( j9.17| ) mame pozadovanou rovnost 
2k 2k 


TV , . T-r 2k 2k 

— = lim- 

2 n^oo 1 1 2k - 1 2k + 1 


9.6.7. Priklad (Stirlinguv vzorec). Ukazte, ze 


Resent. Oznacme 


Pak plati pro n e P 


lim -' = 1. 

\/2v:n (-) 

„ a b n = log a n . n e P* 


^(i) ; 


— ft„+i = -(n + 1) log -—-1. 


(9.18) 


Protoze die Prikladu |7.3.8| plati 





9.6. TEORETICKE PRIKLADY NA INTEGRAL 


483 


mame 



Dosazem'm do ( |9.18[ ) dostaneme 


b„-b n +1 = -(n + 1) log - 



Tedy je posloupnost \b n J klesajicf. 
Dale dostavame odhad 



1 1 
(2» + D 2 i—(2^ 


1 1 
4n(n + l) 


Tim padem obdrzime 

b\-b n = ( b\ - b 2 ) + (b 2 - b 3 ) -\ -f (6„-i - b„) 


s E 


*(* + 1 ) 




Tedy je posloupnost {&„}, jakozto klesajicf a zdola omezena, konvergentm k neja- 
kemu clslu b. Z toho mame konvergenci posloupnosti {a„}, nebot; 

lim a n = lim e bn = e b . 

Oznaclme C = e b a spocteme jejl hodnotu. Protoze vlme z Pnkladu |9.6.6| , ze 
2k 


1-ss.n^i 


2k 

2k + 1 = 


lim 


2 4n (n!) 4 

0 ((2n)\) 2 (2n + 1) ’ 


mame pouzitlm lim a„ = C rovnost 


2 4 ”C 4 (2n) 2 (|) 4 ” 

0 C 2 4n (^) 4 " (2n + 1) 
2 4n Ati 2 n 4n 

^ An(2n + l)(2«) 4n " 


o 7i (2n + 1) 


C 2 

~T' 
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Protoze C > 0, dostavame 

C = Vn 

a Sdrlingova formule je odvozena. 

9.6.8. Priklad (Laplaceuv-Gaussuv integral). Ukazte, ze 

Resent. Pro kazde n e N plati po substituci x = sint 


j\l-x 2 ) n Ax = = 


2 • 4 • • • 2« 


■ ■ ( 2 « + 1 ) < 919 > 
podle Priklad u |9.6.5| . Dale pro n e N, n > 1, plati diky substituci x = tgt a opet 
diky Prikladu |9.6.5| 


[ — —~ ~z — = [ cos 2 " t cos 2 1 dt = f cos 2 " 2 1 d? 

Jo (1+T 2 )" Jo Jo 


Dale plati 


1 ■ 3 • - - (2n — 3) ?r 
= 2-4---(2n-2) 2' 


1 


1 — y < e y < Yq-—, y e [0,oo). 


(9.20) 


(9.21) 


Oznacime-li totiz 

<Pi(y) = e~ y - 1 + y, <p 2 (y) = 1 - (1 + y)e~ y , y e [0, oo), 

pak 

^i(O) = <Pi(0) = o 
a 

<p[(y) = 1 - e~ y > 0, <p' 2 {y) = ye~ y > o, y e (0, oo). 

Obe funkce jsou tedy r ostou ci na [0, oo) (viz Veta |5.2.6[ ), a proto nezapome na 
(0, oo). Odt ud jiz plyne ( |9.2l[ ). 

Z ( |9.2l[ ) mame 

- x 2 ) n < e~ nx2 , x e (0,1), 


Tedy 


f (1 - x 2 ) n dx< f e nx2 dx < f e nx2 dx < f 1 dx. 

Jo Jo Jo Jo (1 + x 2 ) n 

Substituci t = Xyfn dostaneme 

*r d, i [ e -' 2 d< i vsf d,. 
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Z rovnostf ( |9.19| ) a ( j9.20[ ) obdrzime 
2 ■ 4 • • • 2n 






1 • 3 - - - (2n + 1) ~ f 0 
Spocteme nyni limity krajnfch vyrazu v ( |9.22[ ). Pouzitfm Stirlingovy formule |9.6.7| 
mame 

V^2 2 "(«!) 2 


,, r 2- 4---2n .. 

+ = is, (in + 1)! 

= lim -~ j—r 

“ ^ri)(^r +i 

27inifn2 2n n 2n e 

= lim - - 

y/2jr(2n + 1)(2 n + l) 2n + l 

2jiny/nn 2n e 

= lim -j 

V27T e 

_ 2V2 ( e l)2 


Z tohoto vzorce pak dostavame 


lim n/n- 


1 • 3 • • • (2« - 3) jt 

2 - 4 - - - (2n — 2) 2 
1 • 3 ■ • ■ (2u — 3)(2n — 1)(2« + 1) 


= lim ~Jn- 
= lim 
= lim 


2 • 4- • • (2n — 2)(2n) 
-Jnn (2 n + 1)! 


2(2n + 1) 


2(2n + 1) 2 2 "(n!) 2 

«7T ( 2 « + 1 )! 

o2(2« + 1) *Jn2 2n (n !) 2 


•v/ir 4 
= V* 

2 ' 

Tedy z Vety |2.2.47| mame limitmm prechodem v ( |9.22[ ) 


9.6.9. Priklad. Ukazte, ze cislo 7r je iracionalni. 

















Dukaz. Predpokladejme, ze 
polynomy 
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7i = | pro nejaka a,b e N. Pro n e N definujme 


f(x) = ^ x n (a - bxf = Cl) 0 " kx " bkxk • 

Fix) = fix ) - / (2) W + / (4) (x) - ••• + (-1 ) n f {2n \x). 

Vsimneme si, ze n\ fix) macele koeficenty acleny u x maji stupen alespon n. Proto 
/(0), / (1) (0),..., / (2n) (0) 6 Z. (9.23) 

Protoze fix)= fif — x) = fin—x), plati tez 

(9-24) 

Protoze /( 2n+2 )(;t) = 0, odvodime 

(F'ix)sinx - Fix) cos x)' = F'\x) sinx + F(x)sinx = fix) sinx. 

Tedy 

f fix) sin x dx = \F’ (x) sin x - Fix) cos x] = Fin) + F(0). 

Jo 

Diky (H|) a @ plati 

J fix) sin xdx = Fin) + F(0) e Z. 

Ale mame 

0< fix) sin x < — in n a n ), 
a tedy die Prikladu |9.6.4| plati 

0 < f fix)s\nxdx < n — in n a n ). 

Jo n\ 

Pro dostatecne velke n e N je tedy 

f fix) sinx G M PI (0,1), 

Jo 

coz je spor. ■ 

9.6.10. Priklad. Necht: / je suda funkce a [—a, a] C <£>(/)• Pokud / e <??([— a, a]) 
(resp. / e Mi~a,a)), pak 

iR) J fix)dx = 2iR)J fix) dx (resp. (A) f f(x)dx = 2(A) j fix) dx). 

Necht; / je licha funkce a [-a,a] C <£>(/)• Pokud / e ^?([-a,a]) (resp. / e 
Mi—a, a)), pak 

iR) J fix) dx = 0 (resp. (A) J fix) dx = 0). 
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Resent Pro ne wtonovsky integrovatelne funkce tvrzenf snadno plyne z Vety o sub- 
stituci |9.3.11| , nebot; substitucf x = — t dostaneme pro sudou funkci rovnost 

(AO fix) dx = (AO f°_ fix) d* + (AO f fix) d* 

= (AO J“ fi-t) dt + (N) J“ fit) dt 

= (N) [“ fit) dt + (N) P fit) dt 

Jo Jo 

= 2(A0 f fix) dx, 


pro lichou pak 

(AO J“ fix) dx = (AT) J° fix) dx + (AO J“ fix) dx 

= iN) j“ fi-t) dt + iN) j“ fit) dt 

=(ao r - m dt+iN) r At) dt 

Jo Jo 

= 0. 

Necht; / je nynf suda funkce riemannovsky integrovatelna na [—a, a]. Pro n e N 
uvazujme delenf Df = {^)" =0 a D~ = {—a + ^}" =0 . Di'ky Dusledku |9.2.11| plati 

J fix)dx= lim SifD~) a J fix) dx = lim S{fD+). 

Vzhledem k sudosti funkce / platf Sif D~) = Sif D+) pro kazde n e N, a tedy 
dostavame 


iR) J fix) dx = iR) J fix) dx + iR) J fix) d* 
= J fix) dx + J fix) dx 

= lim S(/, D~) + lim Sif D+) 

= 2 Krn SifD+) 

= 2 f“ fix) dx = 2- iR) f“ fix) d*. 
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Je-lifunkce / licha, platf pro vyse uvazovana delenf D n a Df vztah S( f, Df) = 
—Sff D~). Tim padem mame 

( R ) J fix) dx = ( R) J f(x) dx + iR) J fix) dx 
= J f(x) dx + J fix) dx 

= hrn S(f D~) + Urn Sif D+) 

= - lim Sif D+) + lim S(f D+) 

= 0 . 

Tfm je dukaz dokoncen. * 


9.6.11. Prfklad. Necht' p e R a / je p-pcriodicka funkce. 

(a) Necht; jsou intervaly [a, b] a [a + p, b + p] obsazeny v <£)(/) a / je rieman- 
novsky integrovatelna funkce na [a, b\. Pak je riemannovsky integrovatel¬ 
na na (a + p, b + p) a platf iR) /*+/ fix) dx = iR) /* fix) dx. 

(b) Necht; jsou intervaly (a, b) a (a + p. b + p) obsazeny v £>(f) a / je new- 
tonovsky integrovatelna funkce na (a, b). Pak je newtonovsky integrova¬ 
telna na ia + p, b + p) a platf (TV) f b +£ fix) dx = (N) f b fix) dx. 

Resent, (a) Necht' {D n } je posloupnost delenf intervalu [a, b\ takova, ze v(D n ) —> 0. 
Pro kazde n e N uvazujme delenf D' n intervalu [a + p,b + p\, ktere vznikne 
z D n pfictenfm p k delfcfm bodum delenf D„. Jelikoz je / /i-periodicka, platf 

5(0/. D' n ) = 5(0/ D n ) a 5(0/ D' n ) = 5(0/ D n ). Tedy existuje iR) fix) dx 
a platf pro nej 

rb+p _ _ pb 

iR) J fix) dx = ^lirn^ 5(/. D' n ) = ^lirn $(/. D n ) = iR) J fix) dx. 

(b) Necht; F je primitivnf funkce k / na (a,b). Pakje funkce 
G(x) = Fix -p), x € ia + p,b + p), 
primitivnf k / na (a + p, b + p). Vskutku, pro x e (a + p, b + p) platf 
G'(x) = F\x -p) = fix -p) = fix). 


Jelikoz mame 


[Gix)] b f p = lim G(x) — lim G(x) 

p x-*(b+D)~ x^-(a+D)j- 


= lim Fix — p)— 

x^b+p)- 


lim Fix - p) 
x-*{a+p)+ 


= lim Fix) - Jim F(x) = [F(x)]£, 
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platf 


rb+p pb 

(N) J a+P fto dx = w J a /« d *- 


9.6.12. Prfklad. Ukazte, ze soucin dvou riemannovsky integrovatelnych fun kef na 
omezenem uzavrenem intervaly je opet riemannovsky integrovatelna funkce. Dale 
najdete prfklad newtonovsky integrovatelne funkce na otevrenem intervalu, jejfz 
druha mocnina nenf newtonovsky integrovatelna. 

Resent Mejme f,g€ Jt([a,b]). Protoze 

fs = \ (if + g ) 2 -f 2 - g 2 ) - 

stacf dokazat, ze f 2 e Si([a,b]) pro / e tR([a, Zi]). Jelikoz je riemannovsky intergo- 
vatelna funkce omezena, lze pfictenfm vhodne konstanty cel zarfdit, ze / + c je 
nezaporna. Pak ale 


f 2 = (/ + cf - c 2 - 2c/ 


je v R([a, b]), pokud / + c e St{[a, b\). Lze tedy predpokladat, ze / je nezaporna 
riemannovsky integrovatelna funcke na [ a,b ]. Nasfm cflem je dokazat, ze / 2 e 

Nejprve si rozmysleme, ze pro omezenou A C [0, oo) platf 

(sup^4) 2 = sup{a 2 ; a e A} a (inf^) 2 = inf{a 2 ; a e A}. (9.25) 

Z nerovnosti (supzl) 2 > a 2 , a e A, je totiz patme, ze (sup^) 2 > sup{a 2 ; a e A}. 
Mame-li e(0, oo) dano, najdeme a e A takove, ze a > sup A — s. Pak 


sup{a 2 ; a e A} > (a) 2 > (sup ^l) 2 - e(2sup A - s). 

Tedy dostavame i opacnou nerovnost pro prvnf tvrzenf . Druh e se dokaze obdobne. 

Mejme nynf s e R, e > 0, libovolne. Podle Vcty |9.2.14| najdeme delenf D = 
{xi}" = o intervalu [a,b] takove, ze 


S(f,D)-S(f,D)<s. 
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Necht; M e R omezuje / na [a, b]. Pak mame z ( |9.25[ ) 

S(f 2 ,D)~ S_(f 2 ,D) = ( sup / 2 - inf / 2 j (x; - Xj-i) 

= X! (( su p /) 2 _ C inf , ^ ) ( Xt ~ Xi ~^ 

i=l \ 1] [Xi ’ Xi ~ l] ) 

= E ( SU P /“ inf ,/)( SU P / + r inf ,/)) (*i 

i=l V [Xi.Xi-,1 [ ^^-' ] / 

- 2M E ^ SU P ^ / - [x inf ^ f j M - Xi- 1 ) 

<2M <2M (S(f D) - S(f D)) < 2Me. 

Veta|TT|nka, ze / 2 e #([«,£>]). 

Pro dukaz druhe casti tvrzenf staci uvazovat funkci /(x) = M , x e (0,1). Pak 
/ e JV(0,1), ale f 2 £ JV(0,1). * 

9.6.13. Priklad. Najdete priklad funkce /, ktera ma primitivm funkci na intervalu 
(— 1 , 1 ), ale |/| ani / 2 primitivm funkci na (— 1 , 1 ) nema. 

Resent Uvazujme funkci 

x 2 cos(^j), x e (— 1 , 1 ) \ { 0 }, 

0 , x = 0 . 



Pak 

F’(x) = 

Protoze je funkce 


2 x cos(^j) + 3^2 sin(^j), 
0 , 


xe(-l,l)\{ 0 }, 
x = 0 . 


( 2 xcos(i), x £ (- 1 , 1 ) \ { 0 }, 
10 , x = 0 . 


spojita na (—1,1), ma zde primitivm funkci. Tedy i funkce 

f( x \ _ i ^2 s i n (^j)> x e (—1,1) \ {0}, 
nX) ~{0, x = 0 . 

ma primitivm funkci na (—1,1). Ukazeme, ze 

( Js | sin (^)| ’ * 6 (-1, 1) \ {0}, 

( 0 , x = 0 . 


I/Ml = 
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primitivm funkci na (— 1,1) nema. Predpokladejme, ze G je primitivm funkce k |/| 
na (— 1,1). Polozme 


H{X) = 


wjTW 


x e (—1,0). 


Pak podle Vcty [9.2.24| jc H dobre definovana funkce na (—1,0) a jeji derivace je 
zde rovna |/|. Veta |9.1.6| tedy dava existenci konstanty cel takove, ze H(x) = 
G(x) + c, x e (—1,0). Pak tedy 


lim H(x) = G(0) + c 


je vl astnf. U kazeme, ze tento fakt vede ke sporu. Pocitejme pomoci Vety o substi- 
tuci |9.1.f3| 


lim H(x ) = lim ( R ) J 

r'l 

sin(—) 

x-*-0— x-*-0— J 

-l t 2 

1 1 

= lim (N) ^ 

Cb 
r - 1 

h ( p> 

= lim (N) j 

j sinr 3 dr 

f X 

= lim (N) 

j sinr 3 dr 


= (N)J |sinr 3 | dr 
= (N)P^dt 


dr 

dr 


(posledni rovnost plyne z Prlkladu |9.4.11[ ). Tim jsme dostali kyzeny spor. 
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Pro funkci f 2 postupujeme obdobne pomoci vypoctu 

/_./»(,) dr'-Jim (iV)j 

d< 

=JinJ N) J 

f I 2 (sin I 3 ) 2 df 

= lim (N) i 
x-X) + J 

f f 2 (sin f 3 ) 2 d? 

l 

= (N) f°°t 2 

(sin I 3 ) 2 df 

=w: 

sin 2 1 d? df 


n(2/)j = oo. 


A 

9.6.14. Priklad. Necht' /: (0,1] —> E je monotonni spojita funkce a nccbt' konvcr- 
guje (AO /q f{x) dx. Pak 


/(x) dx. 

Resent'. Bez ujmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze / je nerostouci a neza- 
porna. Oznacime a n = £ Jfk= l /(|)> n e N. Pak 

—ti/b-iL 



f 1 fix) dx, 

'o 

a tedy 


lim sup < / /(x)dx;. 

Na druhou stranu mame odhady 


£ /« dx = £ fix) dx = jj fix) dx + f] ji, A*) dx 


1 < f fix) dx + - ]T /(-) 
i0 " *=! " 

= a„+ f fix) dx. 
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Jelikoz integral /J f{x)dx konverguje, plati lim/j-^oo / 0 " /(a) da: = 0. (Vskutku, 
je-li F primitivni funkce k / na (0,1), pak 

lim f f(x) dx = lim [F(a)]^ = 0.) 

" _>0 ° Jo n_K ’° 

Dostavame tak ^ 

/ / (a) da: < lim inf a n . 

Jo ”- >0 ° 

Plati tak /J /(a) da: = lim,,-^ a n . a 

9.6.15. Priklad. Ukazte, ze 

Resent. Pro a„ = plati 

loga„ = - log —, n € N. 

n k= 1 ” 

Pouzijeme-li predesly Priklad |9.6.14| na funkci /(a:) = log x, dostaneme 

lim loga„ = / log a: dx = [a: logx]J — / 1 da: = — 1. 
n_>0 ° Jo ao 

Ze spojitosti funkce exp tak mame 

lim a„ = exp(-l). 


9.7. Pocetni priklady na integral 


9.7.1. Priklad. Naleznete primitivni funkci 
f (1 ~ x) 3 [ 

J xtfx 

Resent. Diky Vete |9.1.9| plati 

J xf/x J t/x 4 




ifi _ 

_J_ 9\Zx* 3-^x« 

3 ^ 2 ~ + ~5 8 ’ 


a: e (-oo,0) U (0, oo). 
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9.7.2. Prfklad. Naleznete primitivnf funkci 

J (2x — 3) 10 dx 

Resent. Mame 

J(2x - 3) 10 dx=^J(2x- 3) 10 2dx. 

Polozfme-li ve Vete |9.1.13| <p(x) = 2x — 3 a /(f) = f 10 , mame / /(f) df = yrf 11 
(eR. Tedy platf 


f(2x-3) 10 ± ^(2x-3) n , xel 


9.7.3. Prfklad. Naleznete primitivnf funkci 


Resent. Funkce h(x) = 1+ ^ sjc je spojita na intervalech (—it + 2kn, n + 2kn), k e Z, 
a na techto intervalech tedy budeme hledat jeji primitivnf funkci. Platf 

f 1 d x = [ 'dx- f ^dx. 

i 1+cosr J sin x J sin x J sin * 

Pro prvnf clen platf 

f —4— da: = cotg x , tel) (kit, ( k + 1)tt). 

J sin x kez 

V druhem clenu pouzijeme Vctu |9.1.13| pro funkci cp(x) = sin a: a /(f) = ^.Jelikoz 
/ fif) = —j, t € (-oo, 0) U (0, oo), platf 

r COST dx= f /(^y ( x ) dx = —4 , X e\J (kit, ik + 1 )tt). 

J sin 2 x J sin x ^ 

Polozfme-li nynf 

dostaneme spojitou funkci na (— it, it), kteraje die predchozfchvypoctua Vety |9.1.39| 
primitivnf k h na (—71, 7t). Rozsfffme-li g 27r-periodicky na M \ {(2k + l)zr; k e 
Z}, z periodicity uvazovanych fun kci ply ne, ze g je primitivnf k h na mnozine 
M \ {(2k + \)i r; k e Z} (viz Prfklad [9.6.1 1[ ). * 

9.7.4. Prfklad. Naleznete primitivnf funkce 

——-7 dx, f — . dx, [ — --— -dx, f tsrxdx. 

4 + x 4 J xs / x i _ i J xlogxloglogx J 
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Resent U prvniho prikladu polozime cp(x) = x 2 , xel.a f(t) — -^hs, t e M. Pak 

i m *=i ,eR - 

Jelikoz 

/ 4T^ dX = U 4T^ dX= U f ^ X )W(x) dx ’ 

mame die Vety |9.1.13| rovnost 

f x i 1 x 2 

/ -j da: = - arctg —, * e R. 

J 4 + x 4 4 8 2 

Vdruhemprfkladuje funkce h(x) = definovananamnozine (—oo, —1)U 

(1, oo). Nejprve uvazujeme x e (1, oo) a pfseme 



Pak pro <p(x ) = j, x £ (l,oo), a f(t) = -^==, * € (—1,1), platf 
h(x) = -f(<p{x))<p'{x), x e (1, 00 ). 


Jelikoz / f(t ) df = arcsint, t £ (-1,1), platf 

J h{x) da: = — arcsin ^ , x£(l,oo). 

Podobne odvodfme, ze 

J h(x)dx = arcsin , x £ (— 00 ,—1). 

V prfpade funkce h(x) = xlogx iogi ogx hledame primitivni funkci na intervalech 
(1, e ) a (e, 00 ). Uvazujeme-li na teechto intervalech funkci (p(x) = log log a: a funkci 
/(?)=}, dostavame 

J h(x) dx = J f{<p(x))(p'(x) dx. 

Jelikoz f f{i)= log \t\,t £ (- 00 ,0) U (0, 00 ), mame 

J h(x) dx = log \<p(x)\ = log |loglogx|, x € (l,e) U (e,oo). 

Je-li h(x) = tgx = pro funkce <p{x) = cosx, x £ R, a f(t) = j,t £ R\{0}, 
mame 

J h(x)dx = -J fi<p{x))(p\x) dx. 


Tedy 
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9.7.5. Priklad. Naleznete primitivni funkci 

f — - 1 -dx. 

J sin x + 2 cos 2 x 

Resent. Funkce h{x) = sin 2 x _} 2cos 2 x splnuje 

1 


h(x) = - 


eR\{- + kx;keZ) 


(tg 2 x + 2) cos 2 . 

Polozime tp{x) = tgx, x e (~j, §), a f(t) = > t e Pak 


Jelikoz 


/ /(,)d ' = j/77jT|** i 7J arc,s (7j)' ,e 


mame pro funkci 

" w = ^ arcts (vf)' x€ ^Vi > - 

rovnost 

Jh(x) = H(x ), 

Necht; nyni H je 7r-periodicky dodefin ovana n a M \ {§ + kjr; k e Z}. Pak tez 
H'(x) = h(x) na teto mnozine (viz Priklad [9.6.1l[ ). Jelikoz 


je funkce 




[ H(x ) + £-7=, x € (-f + f + kn),k e Z, 
F(x) = < V 2 z z 

\m +k & x = j + k ^ k ^ z > 


diky Vete |9.1.39| primitivni k /z na celem R. 

9.7.6. Priklad. Naleznete primitivni funkce 

f —dx a [ —dx. 
J smx J cosx 

Resent. Pro funkci h(x) = plati 

h(x) = ——!- 3c 

2 sin | cos | 

1 1 

tg | 2 cos 2 | ’ 


e {—it, 0) U (0, 7 r). 
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Polozime-li < p(x) = tg| a fit) — mame rovnost 

h{x) = fi(p{x))<p'{x), x e (—? x, 0) U (0, n). 


Proto 

J h(x) dx = log |tg||, X € (-7T, 0) U (0, 7t). 

Diky periodicite vsak tato rovnost plati i pro vsechna x e M \ [kit; k € Z}. 

Pro vypocet druhe primitivni funkce uvazujme rovnos t cosx = sin(| + x ), 
x e I, a substitucnf funkci <p(x) = § + x. Diky Vete |9.1.13| a predeslemu vypoctu 
pak platf 

f — dx = f -y dx 

J COSX J sin(f + x) 

* 1 °g| t g(f + f)|. xeR\^ + kjr, iezj. 


9.7.7. Priklad. Naleznete primitivnf funkci 


/ 


2*3* 
9*-4* 


dx. 


Resent. Funkce A(x) = je spojita funkce na 1 \ 0, kde tedy budeme hledat 

funkci k ni primitivnf. Platf 

h(x) = . x e ffi \ {0}. 

(2) 1 

Polozime-li < p(x) = (§)*, xel,a fit) = t eR \ {-1,1}, platf 
hix) = -4/(?WVW. 

log I 


Jelikoz 



dostavame 


/ h(x) dx = 2(Jog 3!_ l 0 g 2) lo ^ 


I 3* - 2* I 
| 3* + 2* | ’ 


xel\{ 0 }. 


9.7.8. Priklad. Naleznete primitivni funkci 
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Resent Primitivni funkci k h(x) = x«j2 — 5x budeme hledat na intervalu (—00, |). 
Uvazujme substituci (p{x) = 2—5x,x e (—00, |). Pak<j5 _1 (f) = SyS, (<p _1 )'(Y) = —| 
a 

+ ^ti,t e (0,oo). 

Jelikoz 

+ its'*’ ,6<0 ' oo) ’ 

die Poznamky |9.1.18| plati 

J h(x)dx = *®i(2-5x)i + ^(2-5x)z, x e \)- 


9.7.9. Priklad. Naleznete primitivni funkci 

J sin 4 xdx. 

Resent Jelikoz 

.4 / 1 — cos 2a: \ 2 1 1 


1 1 „ 1 1 „ 3 i „ 1 

= - — - cos 2a: + - + - cos 4x = - — - cos 2a: + - cos Ax , 

4 2 8 8 8 2 8 


4 , c 3 1 . 1 . 

a da: = -a: - - sin 2a: + — sin Ax, x el 


9.7.10. Priklad. Naleznete primitivni funkci 

f 2 1 -j- dx. 

J sinh xcosh x 

Resent Mame 


f 2 1 -j- dx = f 

J sinh xcosh x J 


sinh 2 x cosh 2 ; 
= — cotgh 2 x — tgh 2 


- d x = f ——^— dx — f -d v 

J sinh x J cosh x 

X, X6l\{0}. 


9.7.11. Priklad. Naleznete primitivni funkci 
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Resent. Primitivm funkci k h(x) = cos 5 xVsinx budeme hledat na intervalech (2k n. (2k+ 
1)t r), k e Z. Pisme 

h(x) = cos 4 xVsin x cos x = (1 — sin 2 x) 2 Vsinx cos x. 

Polozime-li i p(x) = sin a a f(t) = (1 — t 2 ) 2 ^/t, t e (0, oo), plati 

J f(t) d? = J +t df = 2 - ~ti + ? e (0,00). 

Pomoci Vety |9.1.13| dostavame 

f h(x) = 7 sin j! — - sinx2 + — sinx” , x e (2kn, (2k + l)7r). 

' ^ 7 11 


9.7.12. Priklad. Naleznete primidvni funkci 

[ 1 dx, 

J fa 2 + x 2 

kde a je kladne realne cislo. 

Resent. Polozime /(x) = jJ +x2 » * e R, a 99(7 ) = a sinh t, t e M. Pak 


Tedy 


a Vl + sinh 2 1 acosht 

(p'(t) = a cosh t. 


J d7 = jldt = t, t e R. 

Proto 

J f(x )dx = <p _1 (^) = log + + —j , xel. 

(Posledni rovnost snadno odvodime ze vzorce | = —.) 

9.7.13. Priklad. Naleznete primitivni funkci 

/W- 

Resent. Pomoci Vety |9.1.19| postupne odvodime 

= — (log 2 x + 2 log x + 2^ , x e (0,00). 
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9.7.14. Priklad. Naleznete primitivm funkci 

I x 2 arccos x dx. 


Resent. Dvojnasobbnym pouzitim Vety |9.1.19| dostavame 
x 3 arccos x 1 

‘"I 


x 2 arccos x dx = - 


dx 


x arccos x 


x 3 arccos a; x 2 VI —x 1 


/vfet 

II )'* 

II wr ^' 


Pomoci substituce t = 1 — x 2 prevedeme posledni integral na hledani primitivm 
funkce f — ~Jt dt . Tedy 

J 2xVT^*dx = -^(l-x 2 )?, *€(- 1 , 1 ), 

z cehoz plyne zaver 


/ 


x 2 arccos xdx = - 


re (-1,1). 


9.7.15. Priklad. Naleznete primitivm funkce 

J sin (log t) da; a J cos (log a:) da;. 

Resent. Oznacime-li /, = / sin(logx) dx a f 2 = f cos(log.>c) dx, pomoci Vety [9.1.19| 
dostavame pro .* e (0, oo) rovnosti 

1 1 = x sin (log x) — h a 7 2 = x cos(log x) + h. 

Mnoziny 7i a7 2 jsou urcene az nakonstantu. Pouzitim Lemmatu |9.1.23| mame po 
dosazeni druhe rovnice do prvni a pfictem 7i rovnost 

27i = 7i+7i = a:sin(loga;)—a;cos(loga:) —7i + 7i = x sin (log *) — x cos (log x) + C 
(C znaci mnozinu vsech konstantnich funkci na (0, oo)). Tedy 

h = ^ (x sin (log x) - x cos(loga:)), x e (0, oo). 

Obdobne odvodime vztah 

7 2 = - (x sin(loga:) + x cos(logT)) , x e (0,00). 
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9.7.16. Priklad. Naleznete primitivni funkci 


J x 2 + x-2 

Resent. Standardmm postupem zjistfme, ze 


—-=a 8 - a ' + 3a 6 - 5a 5 + 1 1a 4 - 21a 3 + 43a 2 - 85a + 171 

+ trrr * 

Dale plat! a 2 + a — 2 = (a + 2)(a — 1), a tedy die Vety MM existujl A, B e R 
splnujici 

Upravou dostavame vztah 

- 341a + 342 = A{x - 1) + B{x + 2), a e R \ {-2,1}. (9.26) 


Ze spojitosti polynomu na obou stranach teto rovnosti plyne, ze m ust p latit pro 
vsechna a e R, specialne tedy i pro a e {—2,1}. Dosadime-li tak do ( ]9.26| ) a = — 2 
a a = 1, dostaneme A = a B = \. 

Proto 


+ 17lA + -log| ( A + 2)1024 | 


21 r 4 , « 3 _ 85 r 2 
4 + 3 2 

a e R\{-2,1}. 


9.7.17. Priklad. Naleznete primitivni funkci 
f x 2 + l 


J (a + 1) 2 (a - 1) ' 

Resent. Die Vety |9.1.30| existuji cisla A, B,C el takova, ze plati 


(A + 1) 2 (a - 1) 


A 

= tTT " 


A €R\{-1,1}. 


Pak plati 

A 2 + 1 = A(x + 1)(a - 1) + B(X - 1) + C(X + l) 2 , A e R \ (-1,1}. 

Ze spojitosti obou stran teto rovnosti pak plyne, ze je splnena pro vsechna a € R. 
Porovname-li koeficienty polynomy na leve strane s koeficenty polynomu na strane 
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prave, obdrzfme A = B = — 1 a C Proto 

/ d * = 5‘°s + 11 + \>°s - 1 1 

pricemz uvedeny vztah platf nal\ {—1,1}. 

9.7.18. Prfklad. Naleznete primitivnf funkci 


h 


+ x 4 - 2x 3 - 2x 2 + x + 1 


Resent Polynom ve jmenovateli lze rozlozit jako 

x 5 + x 4 -2x 3 -2x 2 + x + l= x 4 (x + 1) - 2x 2 (x + 1) + (x + 1 ) 

= (x + l)(x 4 - 2x 2 + 1) = (x - l) 2 (x + l) 3 . 

Die Vety |9.1.30| existujf realna cfsla A, B,C, D, E takova, ze platf 

1 A B C D E , 

fr-i«x +1)3 - JTT+^Tl)i+JTT + (JTi? + fr + T' * e 

Vynasobfme rovnost jmenovatelem prave strany, cfmz dostaneme rovnost 
1 = A(x - l)(x + l) 3 + B(x + l) 3 + C(x + l) 2 (x -1) 2 + D(x + l)(x -1) 2 + E(x - 1) 2 
platnou na celem R. Porovnanfm koeficientu na obou stranach dospfvame k syste- 
mu rovnic 

A + C =0 


2A + B + D =0 
3B-2C-D + E= 0 


-2 A + 3B — D — 2E = 0 
-A+ B + C + D + E = l. 


Resenf tohoto systemu je 


x s + x 4 - 2x 3 - 2x 2 + x + 1 


= -r|logk-l|- 


8(x - 1) 


+ —loglx + il- 


4(x + 1) 8(x + l) 2 ’ 


pficemz tato rovnost platf pro x € R \ {—1,1}. 
9.7.19. Prfklad. Naleznete primitivnf funkci 
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Resent Jelikoz 

x 4 - 1 = (x - 1 )(jc + l)(x 2 + 1), 
hledame die Vety |9.1.30| rozklad ve tvaru 

+ j + *s r \{-1 .1}. 

kde A, B, C, D jsou realna cisla. Upravou dostavame rovnost 
1 = A(x + l)(x 2 +1) + B(x - l)(x 2 + 1) + (Cx + D)(x - l)(x + 1), x e M\{-1,1}. 
Standardnim postupem vypocteme 


1 


A = - 


3 = C = 0, D = 


1 


Dostavame tak 


J ^4~[ dx= ^ log |x - 11 - ^ log |x + 11 - i arctgx, xeR\{-l,l}. 


9.7.20. Priklad. Naleznete primitivni funkci 
1 


Resent Jelikoz polynom x 4 +1 nema realne koreny, lze ho vyjadrit jako soucin dvou 
nerozlozitelnych kvadratickych polynomu. Ty nalezneme bud za pomoci metody 
neuurcitych koeficientu nebo pomoci rozkladu 

x 4 + 1 = (x 2 + l) 2 - 2x 2 = (x 2 - V2x + l)(x 2 + s/2x + 1). 

Rozklad na parcialni vzorky tedy bude mit tvar 

1 Ax + B Cx + D 

,—t" = -p-+ —-7=-, x e R, 

x 4 + 1 x 2 + sf2x + 1 x 2 - V2x + 1 

kde A, B,C, D e M. Upravou obrzime rovnost 

1 = (Ax + B)(x 2 - sflx + 1) + (Cx + D)(x 2 - s/2x + 1) 

= x 3 (A + C)+ x 2 (- V2 A + B + VlC + D) + x(A - sflB + C + sflD) + (B + D). 

Resenim prislusne soustavy linearnich rovnic dostavame 


A = 


2sfl 
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f <fa= dx+ [ 

J X 2 + y/lx + 1 J X 2 + s/lx + 1 J 


k 2 + V2x+1 


= J_ io g( ^ + ^ + i ) + / 


V2x+ 1 

= - log(x 2 + V2x + 1) + ^ f — 7=--- dx 

4^2 & 2 J {s/2x + 1) 2 + 1 

= -^-J= log(x 2 + Vlx + 1 ) + ~^J= arctg(\/2x + 1). 
Obdobne postupujeme i u druheho clenu, coz vede k vysledku 
2 + V2x + 1 


f ~^—r dx=-^log- 

J x* + 1 4 V 2 6 a 


H- . arctg(\/2x - 1) 


H-arctg(V2x + 1) 

2V2 


V2x + 1 2V2 

e R. 


9.7.21. Priklad. Naleznete primitivni funkci 


f — 

J (X- 1 )!« 


Resent. Pouzijeme subsdtuci y = x — 1, cirnz se problem prevede na vypocet 

/ dj = / ( y ~ 91 + 3y ~ 9S + 3y ~" + J_100) dj 

I --^" 96 - —y~ 91 - —y~ 9S - -y~", yeR\ {0}. 
96 7 97 7 98 7 99 7 7 

Tedy 

/ d * 4 - - l) ~ x ~^ (x ~ V™ - Vs (x - ir ’ 8 


r e M \ {1}. 


9.7.22. Priklad. Naleznete primitivni funkci 


(x 10 +2x 5 +2) 2 


Resent. Jelikoz 


(x 10 + 2x 5 + 2) 2 


'H/ 


x s 5x 4 

(x 10 + 2x 5 + 2) 2 
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substituci y = x 5 prevedeme ulohu na hledani primitivni funkce 

[ _ L _dy 

J ( y 2 + 2y + 2) 2 
Diky Prikladu |9.1.24| pak mame 


/ 


(y 2 + 2 y+ 2)'- 


1 


iy= \S{ 

-fl 


2y + 2 


(y 2 + 2y + 2) 2 (y 2 + 2y + 2) 2 / 


1 


2 d y 


2(y 2 + 2y + 2) J ((y +1)2+ 1)2 
_ 2(y 2 + 2y + 2) “ 2(y 2 + 2y + 2) “ 2 arCtg(j + 1)- 


Zaver jest tedy nasledujici: 


1 

10(x 10 + 2a 5 + 2) _ K) 


- TZ arct g^ 5 + !)• 


J ( a 10 + 2x 5 + 2) 2 

pricemz rovnost plati na R. * 

9.7.23. Priklad. Naleznete primitivni funkci 

Resent. Polynom x 2 + x + 1 je kladny na cele realne ose, a tedy bud eme hle dat 
primitivni funkci na celem R. Pouzijeme Eulerovu substituci (viz Veta |9.1.43| ), tj. 
polozime <p(x) = s/x 2 + x + 1 - a. Pak 


* = L— 

1—2? Y 


' 7(0 = - 2-7 


-t + 1 


(1 - 2 f ) 2 ' 

Ulohu jsme tak prevedli na hledani primitivni funkce 

f (1 — 2t)(t 2 — ? + 1) f 1 

J (-t 2 + t - 2)(1 - 2?) 2 d J 1-2 


Proto plati 

lm 


(—i 2 + t — 2)(1 - 

= — I«g11 — 2/1. t e R \ j^J 


1-2(Vx 2 + t + 1-a)|, 


9.7.24. Priklad. Naleznete primitivni funkci 
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Reseni Pouzijeme Vetu |9.1.41| , takze polozfme cp(x) = ZJx + 1. Pak (<p 1 )(0 = 
t 6 — 1 a (<p- ] )'(t) = 6 1 5 . Ulohu jsme tak prevedli na hledanf primitivnf funkce 


f (1 — ? 3 ) 6 i 

J 1 +t 2 


Standardnfm postupem odvodfme identitu 

Jelikoz 

/ d ‘ = /?TT d '-/;4T i arc «' - 5 >°s0 + < s >. 

mame vysledek 

f (1 — t 3 )6t 5 , c 6 7 6 5 3 4 3 „ 2 , 

I dr = + 5 r‘ - 2,3 - 3,3 + 6, 

+ 3log(l + t 2 ) - 6arctgt, 

kde i e R. Nynf jen stacf dosadit t =4 x a obdrzfme tak hledanou primitivnf 

funkci pro t e (—1, oo). * 

9.7.25. Prfklad. Naleznete primitivnf funkci 

[ 4 

y Vx +1 + Vx -1 

Reseni. Jelikoz 

7if-i 

+ ySf + i' 

zvolfme substituci ? = (p(x) = ^(viz Vcta [9.1.4l[ ). Pak (p~ { (t) = a 

(?>“ l y(o = 


(i_;2)2 ■ Ulohu tak prevedeme na hledanf primitivnf funkce 
4f 




(i + 0 3 (i-0 ' 

Standardnfm postupem obdrzfme rozklad na parcialnf zlomky 


(i + 0 3 (i-0 2(1-0 2(1 + 0 (l + o 2 (1 + o 3: 


coz znamena, ze 


/(i+0 3 (i-0 d? 2 log |i-t| i + t + (i + o 2 ’ feMV{ 1,1} - 
Dosazenfm t = J dostaneme hledanou primitivnf funkci na intervalu (1, oo). 
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9.7.26. Prfklad. Naleznete primitivnf funkci 

f ^ v dx. 

J \/x + V.i:+ X 

Resent. Substitucf t = cp(x) = *fx -f- Vl + x dostavame 


'- x (0 = 


a ((P 1 )'(0 = 


o t 2 - m 2 + 1) 


2 1 ) r ' w 2t 3 

Tim jsme uohu prevedli na hledanf primitivnf funkce 


/«§ 


1 (f 2 + l)(f 2 - 1) , 1 f t 3 - t 2 + t - 1 , 

2 P - d '=2 J -"- d ‘ 


If- 

\(t-log\t \-j + ^), f e R\ {-!,( 


Dosazenfm I = ^/x + V1 + x obdrzfme hledanou primitivnf funkci na intervalu 
(0, oo). * 

9.7.27. Prfklad. Naleznete primitivnf funkci 

/ 

Resent. Zvolfme substituci f = <p(x) = e x , cfmz uohu prevedeme na vypozet 

J Y^7 df = / ( : - 7^7) df = r — log | i + t\, (eR\{-1 }. 

Proto 

r e 2 * 

J - -- dx = e x - log(l + e x ), xei 


9.7.28. Prfklad. Naleznete primitivnf funkci 

/: 


xj-\og 2 x + 4 log-3 
Resent. Substitucf t = logx prevedeme ulohu na hledanf primitivnf funkce 




Jelikoz 


t e(l,3), 
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polozfme y = <p(t) = Pak <p 1 (y) = 3j£±i, (<p l )'(y) = (y 2+ ])2 a 3 - t = 

Tim obdrzfme 




y ( y 2 


-dy = J —j—- dy = 2 arctgy, yel. 


Proto platf 

/ 


Xyj~\og X + A\og-?> 


da: = 2 arctg 


h ogx -1 
V 3-logx 


c e ( e,e 3 ). 


9.7.29. Prfklad. Naleznete primitivnf funkci 

dx. 

Resent. Primitivnf funkci budeme hldat na intervalu (—oo,0). Vypocet zapocneme 
upravou 

/TTi* 


/uTe* +Vi 1 


= dx 


-(!-«*) 


_ r 

~ J (l+e*) 


dx 


(9.27) 


Podfvejme se nejprve na prvnf clen. V nem provedeme substituci t = <p(x) = 
Vl + e*, x e (- 00 ,0). Pak = log (t 2 - 1) a ( <p~ l )'{t) = Ulohu jsme tak 

prevedli na vypocet primitivnf funkce 




(t 2 - l ) 2 

Die Vety |9.1.30| existujf cfsla A, B,C. D el splnujfcf 


reR\{-l,l}. 


(f 2 -D 2 t-l (t-l ) 2 t + l (t + l) 2 ' 

Upravou a pouzitfm spojitosti dostavame rovnost 

t 2 = ^4(f 3 + f 2 — f — 1) + fi(t 2 +2? + 1) + C(f 3 — f 2 — t + 1) + D(f 2 — 2t + 1), tel 
System rovnic 

d + C =0 
A + B-C + D = 1 
-d + 2B - C - 2D = 0 
-A + B + C + D = 0 


ma resem 


1 


1 


1 
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Proto platf 


f {2 i 1 U ~ 1 I 1 1 

J (t 2 - l) 2 dt ~ 4 l0g 1 1 + 11 4 (t - 1) 4(f + 1) 


V druhem vyrazu z ( |9.27[ ) provedeme substituci t = <p(x) = -J\ — e 
= log(l - t 2 ) a (<p _1 )'(0 = -7372- Dostaneme tak integral 

/+.* 

Pouzitfm prvnf casti vypoctu obdrzime 
[ 1 - dx = — log 


z lo s 


1 1 - 11 1 1 
h +1 p 4(*i -1) _ 4(?i+1) 
t 2 -11 1 1 


*2 + l| 4(f 2 — 1) 4(t 2 + 1) ’ 


kde t\ = Vl + e x a f 2 = s/\-e x . Vypocet pritom platf na intervalu (-oo, 0). 
9.7.30. Prfklad. Naleznete primitivnf funkci 


(2 + cos x ) sin x 


Resent. Primitivnf funkci budeme hledat na intervalech (k: r, (k + 1 ) 7 r), k e Z. Jeli- 
koz 

1 sin x sin x 


(2 + cos x) sin a (2 + cos a) (sin 2 a (2 + cos a) (1 - cos 2 a) ’ 

substituci t = <p(x) = cos a prevedeme ulohu na hledanf primtivnf funkce 

/ (2 + t)(l — t 2 ) dt ' 

Snadnym rozkladem na parcialnf zlomky obdrzime 


Tedy 


(2 + 0(l-f 2 ) 3(2 + t) 6(1-/) 2(1+0' 


df = a log(2 + 0 + 7 lo g(l - 0 - x logfl + 0 


J (2 + 0(1 — t 2 ) 

pro t e R. \ {— 2 , — 1 , 1 }, z cehoz plyne 


/ ^ = \ J °S (2 + C ° S X ^ + l l °S( l ~ COS X )~\ 1 °S( 1 + COS 


(2 + cos a) sin 
pricemz a e UifceZ^ 7 *'’ + l) 71 ')- 
9.7.31. Prfklad. Naleznete primitivnf funkci 
a cos A 


I" sin ac 
J 1 + sii 
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Resent Jelikoz 


rsin^cos* di= 1/2 
J 1 + sin 4 x 2 J 
/cdcmc dai 

Ith 


substituci t = ( p(x) = sin 2 x prevedeme dany integral na ulohu nalezt primitivm 
funkci 


Tedy 


!\ 


9.7.32. Priklad. Naleznete primitivm funkci 

f — - 1 - dx. 

J sin x + 2 cos 2 x 

Resent Pouzijeme substituci t = <p(x) = tgx, x e (— f-, f). Stejne jako ve Vete ?? 
mame <p _1 (t ) = arctgt, (ip _1 )'(0 = sin 2 a; = acos 2 x = Dostava- 
me tak ulohu 

Prvni integral vyjde 

/( I T2 d ' i 7! arcts (7l)’ ,€ *’ 

zatimco druhyje die rekurzivniho vzorcc (9.1.24| roven 

/ W+W 4 4^ arCtg Tt. + 4 ( 2(1 + C-^) 2 )) ’ ?eM - 

Dohromady dostavame 

r t 2 + 1 , c 3 ( t \ t 

J (t 2 + 2) 2 4^2 8 VV 2 / 4(2 + t 2 ) 

Dosazenim tak ziskavame rovnost 

f 1 , c 3 / tgXT \ tgX 7T 7T 

J sin 2 x + 2 cos 2 x 4^2 °\\f2j 4(tg 2 x- 


k 2) ’ 


2 ’ 2 


sin 2 x + 2 ci 
Oznacme 

tg* 

'4V2“^ 5 W2; 4(tg 2 x + 2) 

Z periodicity uvazovanych funkci plyne, ze F je primitivm' k zadane funkci 
take na kazdem intervalu tvaru (— J + kit, ^ + kit), k e Z. Jelikoz 


F W =-J-arctg 


3n 


3it 


«lif_ FW = W! a ~ i+ FW = -i7T 
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H(x) = 


= j^)+^ 


xe(- 
x = t 


+ kit, \ 
- kn, 


kit), 


l 1% +k W2’ 

je sp ojita n a E a mimo body § + kn, k e Z, je primitivnf k funkci zadane. Die 
Vety |9.1.39| se tedy jedna o hledanou primitivnf funkci na celem E. * 

9.7.33. Priklad. Naleznete primitivnf funkci 

f 1 


- dx. 


J 2 sin x - cos x + 5 
Resent. Pouzijeme substituci t = <p(x) = tg|,x e (— jt,n). Pak<p _1 (r) = 2arctgf, 
{tp~ x )'{t) = j^2, sinx = a cosx = . Dosazenfm zfskavame integral 


1 


J 3t 2 + 2t + 2 
Pak je funkce 


"§/: 


1 




, c 1 /3f + l\ 

d ' = vi arctg (^r) 


t e I 


FW = ^arctg(^i 


Vs T Vs J 

primitivnf k zadane funkci / = g^^cosx+s na lntcrva ^ u (—Jt.jr). Z periodicity 
uvazovanych funkci je F primitivnf k / i na intervalech (—it + 2kit, n + 2kn), 
k e Z. Jelikoz 


lim F(x) = —= 

2V5 


lim F(x) =-= 

2V5 


( F(x) + kA=, x € (—71 + 2kn, n + 2kn), 
H(x) = V5 


( 2 Vs +k Vs’ 

je sp ojita na E a mimo body jv + 2k n, k e Z, je primitivm k funkci zadane. Die 
Vety |9.1.39| se tedy jedna o hledanou primitivnf funkci na celem E. * 


I- 2kn, 


keZ, 


9.7.34. Priklad. Naleznete limitu 



Resent. Jelikoz 



stacf die Vety |2-2.47| urcit limitu vyrazu 
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Uvazime-li vsak funkci f(x) = 2 X , x € [0,1], obdrzi me riem annovsky integrovatel- 
nou funkci na [0,1] (viz Veta |9.2.19| ) a die Dusledku |9.2.12| mame 

= ra* = mf o 2 ' dl = “^2' 


9.7.35. Priklad. Naleznete derivaci funkce 

f(x) = f 1 At, iel. 
Jx 2 v l + d 


Resent. Oznacme 


g(t) = 


1 


F(x) = f g(t) d t = f *—_ At, 

Jo io vi + d 

DleVety ^Z24| plati 


Tedy 


F'(x) = g(x), 

f(x) = ( F(x 3 ) - F{x 2 ))' = g(x 3 )3x 2 - g{x 2 )2x 
3x 2 2x 

= 7fr^ _ 7r+^’ ’ 


9.7.36. Priklad. Naleznete limitu 

]im /.'(arctgO 2 ^ 
J x 2 + 1 

Resent. Pomoci l’Hospitalova pravidla odvodime 


= (arctgx) 2 = 

c^oo X^oo \ 2 ) 


9.7.37. Priklad. Vypoctete integral 
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Resent. Pouzitim Vety |9.3.11| a Pnkladu |9.6.11| dostaneme 

/» IOOjt i /»2007T />2 jt 

J V 1 - cos 2 a dx = - J yj 1 - cos y dy = 50 J 7l - cos y dy 
= 50 (/ ^ 1 — cos y dy + J y/l — cos y dy^ 


= 100 f y/\ — cos v dy = 100 f ^ = d 

Jo Jo VI + cosy 

= 100 jT _L d? = 200 [Vf]^ = 200V2. 


9.7.38. Priklad. Spoctete integral 

r , 1 dx. 

Jo 1 + £ COS X 

kde £ e [0,1). 

Resent. Pouzitfm substituce cotg | = f, kde cosx = |pgfy, dostavame 


f 2 (l +e) + 1 -s 

=^~ r ——— — d ? 

1 -£ Jo 


1 + NS 




2 y(i - e )(i + s) vr^v' 


9.7.39. Priklad. Spoctete integral 


x arctgx dx. 
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Resent. Pomoci Vety |9.3.10| dostavame 

/•V3 r x 2 -|V3 ! rV3 x 2 

1 * arc w^ = [y^J 0 -- 2 Jo 


3 TV 1 ( [^ x 2 + \ - 1 , \ 
*23 -?rr d "J 

27r \/3 

= 1 F' 


9.7.40. Priklad. Spoctete integral 


J |log jc| dx. 

Ji | log x | dx = (— log x) dx + ^ log x dx 

= [-x log x + x]*_ t + [x log x - x]* 


9.7.41. Priklad. Vysetrete konvergenci integrals 

J\ a dx, |°°x“ dx, 

kde a je realny parametr. 

Resent. Jelikoz 

[\“dx = j [«■']!• 

,/o ([logjc] 0 , a = -1 

integral / 0 ' x“ dx konverguje prave tehdy, kdyz a > — 1. 

Podobne odvodime, ze /j 30 x“ dx konverguje prave tehdy, kdyz a < — 1. 

9.7.42. Priklad. Vysetrete konvergenci integrals 

J x“ |logx |^ dx, x“ |logx|^ dx, 

kde a a fl jsou realne parametry. 
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Resent Uvazujme nejprve prvni integral. Integrovana funkce ma v bode \ vlastni 
limitu a na intervalu (0, je spojita. Je tedy treba vysetrit jeji integrovatelnost u 
bodu 0. 

Pokud a > —1, zvolime a' e (— l,a) a diky platnosti vztahu 

lim x“~“ lloerxl^ = 0 
*^o+ 1 8 1 


odvodime odhad 

x a | log x | ^ < x 01 ', 

ktery plati ne nejake m ok oli (0, S). Jelikoz fg x a ' konverguje (viz Priklad |9.7.4l| ), 
konverguje die Vety |9.4.l| i integral puvodni. 

Pokud a = — 1, plati 




(_ r x-ipg^+' i 2 

j L^Ft Jo; 

(-[log(-logx)] 0 3 , 




p = -i. 


Tedy intergral konverguje pro fi < —\. 

Je-li konecne a < —1, zvolime a 1 e (a, —1) a diky platnosti vztahu 


lim x a a ’ |logx|^ = oo 


odvodime odhad 

x a | log x | ^ > x 01 ', 

ktery plati na nejakem okoli (0, S). Z divergence integralu fg x 01 ' pak plyne diver¬ 
gence integralu zadaneho. 

Zaverem tedy lze rici, ze integral konverguje prave tehdy, kdyz a > — 1 nebo 
kdyz a = — 1 a f> < —1. 

Druhy integral bychom vysetrili obdobnym zpusobem, pricemz by nam vyslo, 
ze konverguje prave tehdy, kdyz a < — 1 nebo kdyz a = — la/5<— 1. * 

9.7.43. Priklad. Dokazte, ze 

log(sin x)dx = -|log2. 

Resent Snadno oveffme, ze integral konverguje. Vskutku, 

log(sinx) log(^)+logx 

nm —-- = lim --- = 1, 

*-►0+ logx j->o + logx 

a logx je funkce integrovatelna u 0 (viz Priklad |9.7.42[ ). 
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Nyni pomoci substituce x = 21 mame 
I log(sin x) dx = J log (2 sin t cos t) dt 

Jo Jo 

= 2 (/~log2di + / log(sin t) df + J log(cosf)^- 

Jelikoz substituci t = § — u v posledmm integralu ziskavame 
J log(cosf)d? = J log(sin u) du, 

plat i 

log(sin x) dx = +2 ^ log(sin x) dx. 

Tim je pozadovana rovnost dokazana. 

9.7.44. Priklad. Vypoctete integraly 

ft x f' l°g* a 

Jo tg x Jo Vl — x 2 Jo X 

Resent. Prvni integral prevedeme pomoci per partes na 

1 2 ^ dX = [ xl °g( sinjc )]| -fj log(sinx)dx = ■ 

V druhem provedeme substituci x = sin t a dostaneme 

= IJ ios<s,n,)d '= 

Treti pak opet pomoci per partes vycislime jako 

arcsinx r • i T f 1 l°g* , ?rlog 2 

Jo — -[“"‘o«*]»-;„ 77x7> ix= —' 


9.7.45. Priklad. Vysetrete konvergenci integralu 

c^Lix. 

J 0 1-t 2 Jo 1+x 2 


Resent. Integrandyjsou spojite funkce, takze staci vysetrit existenci integralu v kraj- 
nich bodech danych intervals. Podivejme se nejprve na funkci f(x) = . Pak 

pro g(x) = — logx plati lim Jc ^o + jjjJj = 1- Jelikoz ma g(x) u 0 konvergentni in¬ 
tegral, die Vety |9.4.5| ma u 0 i f(x) konvergentni integral. Tedy i —f(x) (coz je 
zadana funkce) ma u 0 konvergentni integral. 
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lim 


U bodu 1 plati 

= lim 1 °^ • —— = -I, 

►l-l-x 2 *-*- 1-1 -x 1 + x 2 

a tedy je zadana funkce u 1 jakozto omezena funkce integrovatelna. 

Zaver tedy je, ze prvni integral konverguje. 

Druhy integrand u 0 srovname s funkci logic, co je funkce u 0 integrovatelna. 
U nekonecna se integrand chova jako (tj. pro f(x) = a S( x ) = 

plati lim^-xx, = i, co je integrovatelna funkce. Tedy i / je integrovatelna u 
nekonecna. Dohromady mame, ze i druhy integral je konvergentni. 


9.7.46. Priklad. Vysetrete konvergenci integralu 



kde a je realny parametr. 


Resent Integrand / (a) je nezaporna spojita funkce na (0, oo), budeme tak vysetro- 
vat integrovatelnost v krajnich bodech tohoto intervalu. Polozime g(x) = x 3 ~ a . 
Pak 


*^o+ g(x) *^o+ x 3 6' 

Die Vety |9.4.5| konverguje / u 0 prave thedy, kdyz u 0konverguje g. To vsak nastava 
prave pro 3 — a > —1, tj. a < 4. 

U nekonecna uvazime funkci g(x) = . Pak 


lim M. _ lim : 
g(x) X^oo 


a tedy / ma u nekonecna konvergentni integral prave thedy, kdyz g je integrova¬ 
telna u nekonecna. To vsak nastava prave pro a — 1 > 1. 

Dohramdy tak mame, ze integral konverguje prave thedy, kdyz a € (2,4). 


9.7.47. Priklad. Vysetrete konvergenci integralu 

pirn (i) am ,gx ^ 
Jo X 


Resent Dana funkce f(x) je integrovatelna u 0, nebot' zde je omezena (Hm x -»-o + drct ^ x 
1 a sin (i) je omezena). U nekonecna / srovname s funkci g(x) = nebot; pak 
mame 


lim 


fix) 

g(x) 




TV 

2 ' 


Jelikoz je g integrovatelna u nekonecna, je i / integrovatelna u nekonecna. Proto 
je / integrovatelna na (0, oo). * 
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9.7.48. Priklad. Vysetrete konvergenci integralu 


kde a je realny parametr. 


J log(cos x) tg“. 


■djc, 


Resent Co se tyce integrovadenosti dana funkce / u 0, polozme g(x) = x a+2 . Pak 
/(x) _ log(cosx) cos* - 1 /sinxA^ 1 _ 1 

x-*-0 + g{x) COS X — 1 X 1 V X J COSPx 2' 

Tedy / je integrovatelna u 0 prave tehdy, kdyz g je integrovatelna u 0. To nastava 
v pffpade a > —3. 

Situaci u bodu | nam pomuze objasnit funkce 


lo g(|-^) 

(!-*)“ ' 


Pak 


m 

g(x) 


lim sin“ x 



log(cos x) 

l°g(f 


+ !og(f - *) 

= 1 • 1 • lim -- = 1. 

*-»■§_ log(f-JC) 


Jelik oz je f unkce g integr ovateln a u f zleva prave thedy, kdyz a < 1 (viz Pri- 
klad |9.7.42| , mame die Vcty |9.4.5| nutnou a postacujici podminku pro integrovatel- 
nost / u |. 

Zaver tedy jest, ze integral konverguje prave tehdy, kdyz a e (—3,1). 


9.7.49. Priklad. Vysetrete absolutm i neabsolutni konvergenci integralu 



kde a je realny parametr. 


Resent Vzhledem ke spojitosti dane funkce / na [l,oo) staci vysetrit jeji integro- 
vatelnost v nekonecnu. Je-li a > 1, plati \f(x)\ < i, a tedy / je absolutne inte¬ 
grovatelna. Je-li a e (0,1], ma sin x ome zenou primitivni funkci a x~ a je klesajici 
funkce s limitou 0 v nekonecnu. Die Vety |9.4.8| je integral z / konvergentni. Pokud 
a e (—oo, 0], mame pro kazde n e N odhad 

/■(2n+l)jr I A2n+l)n 

J smxx~ a dx\> (2nn)~ a J sinxdx = 2-(2nn)~ a . 

Z tohoto odhadu vidime neplatnost Bolzanovy-Cauchyovy podminky pro primi¬ 
tivni funkci k / v nekonecnu. Integral tak neni v tomto pripade konvergentni. 








atedyje / absolutne integrovatelna. 
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Pokud a e (0,1], jsou funkce a e *2 x “ integrovatelne, a tedy i / je 
integrovatelna. Neni vsak absolutne integrovatelna, nebot' mame odhad 


l/(x)| > 


|cosx| 


kde na prave strane je soucet divergentni a konvergentnf funkce, tj. funkce s diver- 
gentnim integralem. 

Pokud a e (-oo,0], integral /j^ dx diverguje (viz Priklad |9.7.49[ ) . Jelikoz 


fio e 2 x ~ a dx konverguje, diverguje i f (x) dx. 

Zaver tedy jest, ze / 0 °° f(x) dx konverguje prave tehdy, kdyz a e (0,5). Dale 
dany integral konverguje absolutne prave tehdy, kdyz a e (1,5). 


9.7.51. Priklad. Vysetrete absolutni i neabsolutni konvergenci integrals 


f°° sin 2 x , 

L — ix - L 


- dx, 


Vx + 2si 


-dx. 


Resent U prvniho integralu vysetrujeme diky nezapornosti integrandu pouze ab¬ 
solutni konvergenci. Jelikoz vsak 

sin 2 x 1 cos 2x 
x ~ 2x 2x ’ 

fw 2* diverguje a konverguje (viz Veta |9.4.8| ) , diverguje i integral Slr j. * . 

U druheho integralu odhadneme 

I sin x sin x I pc sin x — x sin x — 2 sin 2 x 

| x + 2 sin a: x jj x(x + 2sinx) 

2 

- x (x — 2) 

Funkce — j e tak integrovatelna (viz Veta |9.4.T| ), coz diky integrovatel- 

nosti funkce implikuje integrovatelnost funkce 

sin x / sin x sin x \ sin x 

x + 2 sin x V x + 2 sin x x ) x 

U absolutni konvergence pouzijeme odhad 

I sinx I |sinx| |sinx| x 

| x + 2 sin x | x + 2 x x + 2 

ktery dava diky Prikladu |9.7.49| a Vete |9.4.8| (A) diverg enci daneho integralu. 

U tretiho integralu postupujeme obodobne jako u predesleho, dostaneme vsak 
odhad 

sin x sin x I 2 sin 2 x 2 sin 2 x 

| «Jx + 2 sin x Vx I L/x(Vx + 2sinx) _ Vx(Vx + 2)’ 













9.7. POCETNf PRIKLADY NA INTEGRAL 


521 


Snadno odvodime, ze funkce na prave strane teto nerovnosd neni integrovatelna, 
a tedy je funkce 

sin x / sin x sin*\ sin a 

\fx + 2 sin x V V* + 2 sin x ) s/x 

souctem funkce s konvergentnim integralem a funkce s divergentnim integralem. 
Jedni se tedy o neintegrovatelnou funkci. 


9.7.52. Priklad. Vysetrete absolutni i neabsolutni konvergenci integralu 
J x sin a 4 dx 


Resent U 0 jest funkce spojita, a tedy integrovatelna. Dale pisme 

/ x sin a 4 d* = [ 4x 3 sin* 4 —dv. 

J l 4x 2 

Jelikoz je funkce / 4a 3 sin x 4 = —cos a 4 omeze na a — ^ konverguje v nekonecnu 
monotonne k nule, konverguje integral die Vcty |9.4.8| (D). 

U absolutni konvergence je treba znovu vyzkoumat integrovatelnost v neko¬ 
necnu. K tomuto ucelu pouzijeme substituci x 4 = y a obdrzime 



coz je divergentni integral (viz Priklad |9.7.49[ ). Tedy je dany integral absolutne 
divergentni. 


9.7.53. Priklad. Necht; <p je rostouci spojita funkce na [1 , oo) splnujici <p(x) = 

oo a / je nekonstatni periodicka funkce na R. Pak lim^oo f(<p{x)) neexistuje. 

Resent Diky predpokladu je ( p\ [l,oo) -> 1), oo) bijekce. Necht; x \, X2 e R jsou 
body splnujici f(x i) ^ / (X2) a necht; p > 0 je perioda /. Zvolime k e N takove, 
ze x\ +kp,X2 + kp e [^(l),oo). Pak body x„ = <p~ 1 (x i + (k +n)p) a y n = <p _1 (x 2 + 

(k + n ) p), n e N, ukazuji na neexistenci limity / o (p v nekonecnu, nebot; x„ — ► 00 , 
y„ —> 00, ale pritom 

JLim (f 0 <P)(x n ) = f(x 1 ), Jbn (/ o cp)(y n ) = f(x 2 ). 


9.7.54. Priklad. Vysetrete absolutni i neabsolutni konvergenci integralu 
J ^ x a sin(x + log x)dx, 


kde a je realny parametr. 
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Resent Oznacme (p(x) = x + log x. Jclikoz <p'(x) = 1 + vidfme, ze 1 < (p' < 2 a 
<p' klesa. Tedy <p' i ^ jsou omezene monotonnf funkce. Die Vety |9.4.8| (A) tak platf 


x a sin <p(x) dx konverguje ■ 


x“(sin (p(x))(p'{x) dx konverguje. 


Budeme tak vysetrovat konvergenci druheho integralu. 

Oznacme i/f( x) = <p'{x) sirup (x). Pak / ji(x) dx = — coscpipc) je omezena, a 
tedy v pripade a < 0 integral konverguje die Vety |9.4.8| (D). Pokud a = 0, integr81 
diverguje, nebot' 


neexistuje (viz Priklad p.7.53[ ). Je-li 
pade by totiz integral 


<p'{x) sirup (x) dx = [— cos (p{x)\ ‘j 10 

0, pak integral diverguje. V opacnem pri- 


J f (x) dx = j x a f(x)x~ a dx 

konvergoval die Vety |9.4.8| (A) , coz die predchazejici casti neplati. Integral tak kon¬ 
verguje pro a < 0. 

Vyz koumejme nyni absolutni konvergenci. Podobne jako vyse odvodime z Ve¬ 
ty ^4J(A),ze 


x“ |sin (p{x)\ dx konverguje -<=y x a |sin <p{x)\ (p'{x) dx konverguje. 


Propfipada < -lje zjevne integral konvergentni. Predpokladejme, zea e [—1,0). 
Zvolme libovolne n,m € N, n < m, a necht; x,y e [l.oo) splnuji <p(a ) = rut a 
( p(b) = mu (Takove body existuji, nebot; <p\ [1, oo) -> [1, oo) je rostouci bijekce.) 
Pak 


J x“ \sirup{x)\<p'{x)dx > J x“ |sin<p(x)| <p'{x) dx 

>b a J |sinip(x)| (p'{x) dx = b a J |siny| dy 


= b a 2(m-n). 


Jelikoz 

plati b a > ( mn) a . Tedy 


b < b + log 6 = (p(b) = mjt, 


c 


|sin <p{x)\ (p'{x ) dx > 2 ( m 1+a — b a n) 

>2(l-n((p- 1 (jnn)) a ). 


(9.28) 


Protoze limm-^oo^ 1 (mjr)) a = 0, dostavame z ( |9.28| ) neplatnost Bolzanovy-Cauchyovy 
podminky v nekonecnu. 
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Vskutku, necht: Xq e (1, oo) je libovolne. Zvolime n e N tak, ab y cp 1 (nn) > Xq 
a necht; m > n je takove prirozene cislo, ze n((p~' (mn)) a < |. Pak ( |9.28| ) dava 

J x a |sin< o(jc)| (p'(x)dx > J x a \sirup{x)\<p'{x)&x > \. 

Tim je ukazano, ze dany integral diverguje absolutne pro a e [— 1,0). * 

9.7.55. Priklad. Vysetrete konvergenci integralu 


i; 


’ sin (sin x) 


Resent. Ukazeme nejprve, ze pro libovolne a < b plati 

I r b I 

I sin(sinA)da: < 2jr. 

Je-li totiz b—a < lit, pak odhad zjevne plati. V opacnem pripade nalezneme kef 
takove, ze a + k2it > b aa + (k — 1)2 n < b. Pak 


(9.29) 


in(sin x) dA 


Hr 

Hr 


sin (sin x) d. 


-r 


n(sin x) dA 


sin (sin a) dx < 2n, 


r: 


n k -1 a +(n+\)2n 

sin(sinx) dx = / sin(sin x) dx = 0. 

n =o-' a+n27C 


Tato rovnost plati diky vypoctu 

J sin(sinx)dx = J sin(sinx)dx + J sin(sinx)dx 

= / sin(sinx)dx+ / sin(sin(y + 7r)) d_y 

Jo Jo 

= J sin(sin x) dx + J sin(- sin y) dy = 0. 

Timje ( |9.29[ ) dokazana. 

O verme nyni platnost Bolzanovy-Cauchyovy podminky pro dany integral. Pro 
dane s e M, e > 0, polo zme xo = max{l, 47re -1 }. Pak pro a,b e (xo, oo), a < b, 
existuje die Vety |9.4.13| c e (a, b) takove, ze 


b sin(sinx) 


= ~J sin (sin x) dx + ^ J sin(sinx)dx. 
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Z toho dostavame diky ( |9.29| ) 


f b sin(sin a) e \ f c . e \ f b . 

I -dA < — / sin(sinA)dA H-/ sin(sinA)dA 

\Ja X Al X \J a Alt \Jc 


< —2n + —27r = e. 
An An 

Tim je konvergence daneho integralu dokazana. 
9.7.56. Priklad. Vysetrete konvergenci integralu 


^ — arccotgA 


Resent. Plati § - arccotgA = arctg a, takze muzeme psat 

"(±) 




^ — arccotgA 


r 1 -x 2 x 

= / (sin a -2 )(—2a - 3 ) —-dA. 

Jo 2 arctgA 


Jelikozje [(sin x 2 )(—2x 3 )dA = cos a 2 omczcna a lim x ^ 0+ -f- = 0, konvergu- 
je die Vety |9.4.8| (D) integral 

J (sin a -2 )(—2a - 3 )—dA. 

K overeni konvergence staci nyni die Vety |9.4.8| (A) ukazat, ze je funkce a hs ai * tgx 
na nejakem pravem okoli bodu 0 omezena a monotonni. Jeji omezenost je zrejma, 
nebot; ma v 0 vlastni limitu. Dale plati 




*e(-i,i)\{0). 


a tedy pro funkci 


f(x) = 


S9E, a e I \ {0}, 
1, A = 0, 


plati 


/'(0) = 0 a /"(0) = -|- 


Jelikoz ma / spojitou druhou derivaci, plati f" < 0 pro nejake (0,5). Tedy /' klesa 
na (0, S), coz implikuje, ze f < 0 na (0,5). Tedy / klesa na (0,5). Proto je funkce 
j monotonni na (0, S) a dukaz je tak hotov. * 






KAPITOLA 10 


Metricke prostory 


Tato kapitola je venovana metrickym prostorum, tj. mnozinam, na kterych je 
dan zpusob merenf vzdalenosti. Metricke prostory nam umozni definovat pojem 
spojitosti obecneji nez tomu bylo v Kapitole ||. Dale budeme zkoumat nektere du- 
lezite specialni tridy metrickych prostoru. Vysledky teto kapitoly budeme pozdeji 
casto pouzivat. 


10.1. Zakladnipojmy 

10.1.1. Definice. Necht' P je mnozina a q\ P x P ->■ [0, oo) je funkce splnujici 
nasledujici tri podminky: 

(a) Va:, y e P : q(x, y) = 0 x = y, 

(b) Vx.y €P: Q (x,y) = e(y,x), 

(c) Vx, y, z e P : q(x, z) < q(x, y) + g{y, z). 

Potom funkci q nazyvame metrikou na P a dvojici (P. q) nazyvame metrickym 
prostorem. Jsou-li x,y prvky mnoziny P, pak nezaporne cislo q(x. y) nazyvame 
jejich vzdalenosti. 

10.1.2. Metricky prostor (P, q) sestava z mnoziny prvku P a z funkce q, pomo- 
ci ktere mezi prvky P mefirne vzdalenost. V tomto kontextu budeme o prvcich 
mnoziny P hovorit jako o bodech. Definice metrickeho prostoru pripousti i moz- 
nost, ze P je prazdna mnozina. Podminky (a)-(c) vyjadruji prirozene pozadavky, 
ktere by mel splnovat libovolny zpusob mereni vzdalenosti na jakekoli mnozine. 
Podminka (a) vyjadruje jednak to, ze dva ruzne body maji vzdy od sebe kladnou 
vzdalenost a jednak to, ze vzdalenost kazdeho bodu od sebe sama je vzdy nulova. 
Podminka (b) rika, ze vzdalenost bodu x od bodu y je vzdy stejna jako vzdalenost 
bodu y od bodu x. Podminka (c), kterou nazyvame trojuhelnikovou nerovnosti, 
je dalsim prirozenym pozadavkem. 

10.1.3. Umluva. Prestoze metricky prostor (P,q) je dvojice (mnozina, metrika), 
casto pouzivame obratu „metricky prostor P“, pokud je volba metriky zrejma z 
kontextu. 

Nasledujici serie prikladu ilustruje prave definovany pojem metrickeho prosto¬ 
ru. Navic se s metrickymi prostory z techto prikladu budeme setkavat i pozdeji. 
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10.1.4. Priklad. Definujme funkci gnaRxl predpisem 

Q (x,y) = \x-y\, xjel 
Dokazte, ze (R, g) tvori metricky prostor. 

Resent Pro kazde x, y el plati \x—y\ e [0, oo). Stacitedyoveritplatnostpodminek 
(a)-(c) z Definice |10.1.1|. Po dmmky (a) a (b) jsou vsak zrejme splneny a podmfnka 
(c) plyne z Dusledku |1.6.11| (b) . * 

10.1.5. Umluva. V dalsim textu b udeme na metrickem prostoru R vzdy uvazovat 
metriku q definovanou v Prfkladu |l 0.1 .4| , pokud nebude vyslovne receno jinak. 

Obcas budeme (nejen v teto kapitole) vyuzivat nasledujici elementarni, avsak 
uzitecnou nerovnost. 

10.1.6. Veta (Cauchyova nerovnost). Necht: n e N a necht: a i,..., a n , b\,... ,b n 
jsou realna cisla. Pak plati 

Dukaz■ Pokud jsou vsechna cisla ci\,... ,a n rovna nule, pak v ( |10.1[ ) nastava rov- 
nost. Predpokladejme nyni, ze alespon jedno z cisel ci \..... a n \c ruzne od nuly. 
Uvazujme vyraz 

fyatx + bt) 2 , (10.2) 

ktery lze prepsat na tvar 

Koeficient u x 1 je nenulovy a vyraz ( |10.2[ ) je nezaporny pro libovolne x realne, 
takze rovnice 

(PP 2+2 (PP + (PP° 

ma nejvyse jeden realny koren. Diskriminant D teto rovnice je tedy mens! nebo 
roven nule. Odtud plyne, ze 

D = \ (f^ciibi j - 4 5 °’ 

coz snadno dava ( |10.1[ ) . ■ 

10.1.7. Priklad. Necht' n e N. Definujme funkci q 2 na R" x R" predpisem 

Qi(x, y) = 


£(*-*)*, 
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kde x = [jci, ..., x n \, y = [y \,..., y„ ]. Dokazte, ze (R”, p 2 ) tvon metricky prostor. 

Resent. Podmmky (a) a (b) z definice metrickeho prostoru jsou zrejme splneny 
Ovefime podmfnku (c). Necht! x, y, z e R". Ozna cmc cij = Xj — y; a ft,- = y,- — z,-, 
/ = Potom z Cauchyovy nerovnosti (Veta |10.1.6[ ) vyplyva, ze 


P2(*,z) = Yaf + lY. ajbj + ^ ft? 



= Qi (x,y) + Q 2 (y,z). 

Tim jsme overili, ze (R”, p 2 ) je metricky prostor. 


10.1.8. Funkci £>2 z Prikladu |10.1.7| nazyvame eukleidovskou metrikou na R". 
Symbol pro tuto metriku je zvolen z duvodu, ktere budou zrejme z dalsiho textu. 
Pro n = 1 splyva metrika p 2 na R s metrikou p zavedenou v Prikladu |10.1.4| . 

10.1.9. Priklad. Necht' n e N. Definujme funkci pi na R" x R" predpisem 


Q\{x,y) = -yj|, 


(10.3) 


kde x = [xi,, x n ] ay = [yi,..., y„]. Dokazte, ze (R", pi) tvon metricky prostor. 

Re sent. Pr o kazde x,y e R" plati q\(x, y) e [0, 00 ) a podmmky (a), (b) z Defini¬ 
ce |10.1.1| jsou zrejme splneny Zbyva tedy overit podminku (c). Necht' x, y, z € R n , 
x = [xi,..., x n ], y = [fi,..., y n ] a z = [zi,... ,z„]. Potom z Dusledku |1.6.11| (b) 
vyplyva, ze 

q\( x,z) = Y\ Xi ~ Zi I - +1 yi = ei(*, y) + Q\(y,z)- 


Tim je overena platnost podmmky (c). Dokazali jsme tedy, ze (R", pi) je metricky 
prostor. * 

10.1.10. Priklad. Necht! n e N. Definujme funkci p^ na R” x R” predpisem 

Qoo(x,y) = max{|xj -y<|; I e {1,(10.4) 
kdex = [x\ .x„] a y = [yi,y„]. Dokazte, ze (R B , p,^) tvon metricky prostor. 
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Re sent Pr o kazde x,y e R n plati Qoo(x, y ) e [0, oo) a podmfnky (a), (b) z Defini- 
ce |10.1.1| jsou zrejme splneny. Zbyva tedy overit podmfnku (c). Necht; x,y,z € K" , 
x = |xi,...,x„], y = [vi,i| az = [zi ,...,z n \- Potom existuje j e {1 
takove, ze 

Qo o(x,z) = max{|Xi -Zj\; i e {1,...,«}} = \xj - zj\. 

Podle Dusledku |l.6.1l| (b) pak mame 

\xj-Zj\ < \xj-yj\ + \yj-Zj\. 

Protoze 

I xj - yj\ < max{|x< - y t |; i e {1.«}} = Qoo(x,y) 

a 

\yj~Zj\ < max{|y«-Zi|; i e{l,...,«}} = 6ooiy,z), 
dostavame celkem 

Qoo(x,z) < 6oo(x,y) + 6oo(y,z), 

cimz jsme overili platnost podmmky (c). Dokazali jsme tedy, ze (M",Poo) je met¬ 
ricky prostor. * 

10.1.11. Priklad. Necht; a,b e M, a < b. Oznacme symbolem '€({a,b\) mnozinu 
vsech spojitych realnych funkci definovanych na intervalu [a, b], Definujme funkci 
p sup na '€([a, b ]) x X?([a, b]) predpisem 

esu P (/. g) = sup | f{x) - g(x) | . 
xe[a,b] 

Dokazte, ze (C([a, Z>]), p sup ) tvori metricky prostor. Funkci p sup nazyvame supre- 
movou metrikou naC([a, b]). 

Resent Nec ht; f g e '€([a, b]). Podle vety o spojit osti a aritmetickych operacich 
(Veta |4.2.5| ) a vety o spojitosti slozene funkc e (Ve ta |4.2.22[ ) plati \ f — g\ e £?([a, b\). 
Podle vety o existenci extremu (Veta |4.3.9[ ) nabyva funkce |/ — g\ na [a, b] sveho 
maxima, takze funkce p sup je na t?([a, b]) x 'C([a, b]) dobre definovana a s plnuje 
Qsupif g) e [0, oo) pro kazde f g e '€([a, b ]). Podmmky (a) a (b) z Definicc |l0.1.l| 
jsou zrejme splneny. Necht' f,g,h e ~C([a, b]). Potom pro kazde x e [a, b] plati 
I fix) - h(x) | < | fix) - g(x)| + | gix) - hix) | 

< sup \fiy)~ giy)\+ sup \giy)-hiy)\ 
y&[aM ye.[a,b] 

= Qsupifg)+6su P ig'h)- 

Odtud plyne, ze cislo Q SU pif g) + £?sup(g. h) je horni zavorou mnoziny 
{|/(X)-A(x)|; xe[a,b]}, 
a tedy podle definice suprema plati 

Qsupif h) < e S u P (/. g) + Bsupig, h). 

Tim je overena podminka (c) z Definice |10.1.1| . Dokazali jsme, ze (IS([a, b\), p sup ) 
je metricky prostor. * 
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10.1.12. Priklad. Necht: a,b e R, a < b. Definujme funkci p; nt na 'C{[a,b\) x 
predpisem 





Dokazte, ze (€([a, b]), p; n t) tvorf metricky prostor. Funkci p; nt nazyvame intcgralni 
metrikou na if 5 ([a, b]). 

K reseni pnkladu budeme potrebovat nasledujici lemma. 

10.1.13. Lemma. Necht' a, b e M, a < b, a h e £?([a, b}). Necht: existuje x 0 e [a, b] 
takove, ze h(x 0 ) > 0. Potom /* \h(x)\ dx > 0. 

Dukaz. Necht' nejprve xo je vnitfnim bodem [a,b]. Ze spojitosti funkce h plyne exis¬ 
tence 8 > 0 takoveho, ze (x 0 - S,x 0 + 8) C [a,b] a h(x) > 2 h(x 0 ) pro kazde 
x 6 (to - S, + 5). Potom 




\h{x)\ dx> \h(x)\ dx > -h(x 0 ) ■ 28 = 8h(x 0 ) > 0. 

Jxn-S 2 


Nyni predpokladejme, ze xq = a. Potom ze spojitosti funkce h plyne existence 
8 > 0 takoveho, ze 8 < b — a a h{x) > \h{a) pro kazde x e [a,a + 8). Potom 



V pripade x 0 = b postupujeme obdobne. 


Resent Pnkladu \10.1.1^ Podle Vety (9.2. 1 9| je funkce p, nt dobre definovana a splnu- 
je Qintifig) £ [0, oo) pro kazde f g e C([a, b\). Jestlize / = g, potom zrejme 
gint ( f, g) = 0. Jestlize naopak /, g e 'C(\a , b ]) a plati Qintif, g) = 0, pak podle Lem- 
matu |l0!l.l3| je fix) — gj x) = 0 pro kazde x: e [a,b\, tedy / = g. Tim je overena 
podminka (a) z Definice |10.1.1| . Podminka (b) je zrejme splnena. O vefime plat- 
nost podminky (c). Necht' /, g, h e '€(\a , b]). Potom pomoci Dusledku |l .6.11 | (b) a 
linearity urciteho integralu (Veta |9.2.22| (a)) dostavame 



= J \f(x)-g(x)\dx +J \g(x)-h(x)\dx 

= Qintif g) + Qint(g,h). 

Dokazali jsme, ze CC([a, b]), pint) je metricky prostor. 
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10.1.14. Priklad. Necht; P jelibovolnamnozina. Dcfinujmc funkci pdiskr: PxP —>■ 
[ 0 , oo) predpisem 


Sdiskr (x,y) 


1 , pokud x ^ y, 
0 , pokud x = y. 


Dokazte, ze potom (P, pdiskr) tvori metricky prostor. Funkci Pdiskr nazyvame dis- 
kretni metrikou naPa (P, pdiskr) diskretnim metrickym prostorem. 


Re sent. P ro kazde x,y e P plati g(x,y) e [0, oo) a podminky (a) a (b) z Defini- 
ce |l0.1 ,l| j sou zrejme splneny. Necht; y, z e P. Jestlize * = z, potom PdiskrC*, z) = 
0, atedynerovnostv(c)jezrejmesplnena.Jesdizex ^ z,potom^ ^ yneboz ^ y. 
Odtud plyne, ze 


Q diskr (x, y ) + £diskrO,Z) > 1 = ediskrC*, Z). 


Podminka (c) je tedy splnena. Dokazali jsme, ze (P, Pdiskr) jc metricky prostor. * 


10.1.15. Priklad. Necht; P je mnozina vsech posloupnosti, jejichz clenyjsou rovny 
0 , nebo 1, tedy 

P = {{x n }™ =l -, Vn e N: x n e {0,1}}. 

Pro posloupnosti x = {x n }, y = {y n } z P definujeme 
0 pro x = y, 

k pro x ^ y, kde k = min {m e N; x m ^ y m }. 

Dokazte, ze (P, g) je metricky prostor. 

Resent. Pro kazde x,y e P zrejme plati g(x,y) e [0, oo). Dale plati g(x, y) = 0 
prave tehdy, kdyz x = y. Konecne g(x. y) = g(y,x) pro kazde x,y e P. Necht; 
x,y,z e P. Jestlize x = z, potom nerovnost zrejme plati. Predpokladejme, ze 
x ^ z- Potom existuje nejmensi k e N takove, ze Xk ^ Zk- Odtud plyne, ze Xk 7 ^ yk 
nebo Zk + yk, a tedy g(x, y) + g(y, z) > Mame tak g(x , y) + g{y, z) > g(x, z). 
Overili jsme, ze funkce g je metrikou na mnozine PxP, a tedy (P. g) je metricky 
prostor. * 


Q(x,y ) = 


10.1.16. Necht; (P, g) je metricky prostor a M c P . Potom dvojice ( Af, £|m x m) 
zrejme tvori opet metricky prostor, nebot; podminky (a)-(c) z Definice |l0.1.l| jsou 
splneny pro vsechna x, y, z z P, a tedy i pro vsechna x, y,z z M .Z teto uvahy plyne 
korektnost nasledujici definice. 

10.1.17. Definice. Necht' (P, p)je metricky prostor a M c P ■ Potom dvojici (M, q\mxm) 
nazyvame metrickym podprostorem metrickeho prostoru (P, g). Metriku q\m/,m 

na prostoru M nazyvame indukovanou nebo tez zdedenou metrikou z prostoru 
( P, g) a znacime ji opet pouze symbolem g. 

Pro porozumeni nasledujici definici je treba znat pojem vektoroveho prostoru. 
Tento pojem jakoz i definice dalsich dulezitych pojmu linearni algebry a souvisejici 
zakladni vysledkyje mozne nalezt napriklad v [Q]. 
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10.1.18. Definice. Necht; X je vektorovy prostor nad telesem F, kde F = M nebo 
F = C, a o je jeho nulovy prvek. Zobrazenf || • ||: X —> [0, oo) nazyvame normou 
na X, jestlize jsou splneny nasledujfcf tri podmfnky: 

(a) Vx € X: ||x|| =0 x = o, 

(b) Vx e X VA eF: \\Xx\\ = \X\\\x\\, 

(c) Vx ,y e X: \\x + y|l| < |||x« + |y||. 

Dvojici (X, || • ||) pak nazyvame normovanym linearnim prostorem nad telesem 
F. Ve vetsine prfpadu, s nimiz se setkame, bude F = M. V takovych pnpadech 
budeme hovorit pouze o normovanem linearnim prostoru. 

10.1.19. Veta. Necht; (X, || • ||) je normovany linearni prostor. Definujme zobrazenf 
q\ X x X —> [0, oo) predpisem q(x, y) = ||x — y||. Potom q je metrika na X. 

Dukaz. Ne cht; x, y e X. Potom zrejme q(x, y) e [0, oo). Overfme podmmky (a)-(c) 
z Definice |10.1.1| . Rovnost q(x, y) = 0 nastava prave tehdy, kdyz || v — y || =0, coz 
nastava prave teh dy, kdyz x — y = o, neboli x = y. Pouzijeme-li podmfnku (b) z 
Definice |l0.1.18| pro specialnf volbu A = -1, dostaneme 

Q (x,y) = f*-*! = ||(-i)(y-x)|| = I ( — i)l Illy — x \\ 

= \\y~x\\ = p(y,x), 

tedy podmfnka (b) z De finice |10.1.1| je splnena. Pro kazde x,y,z e X platf dfky 
podmfnce (c) z Definice |10.1.18| 

e(x,z) = \\x-z\\ = II(x -y) + (y — z)|| < |x-y|+|y-tt 
= Q(x,y) + g(y,z). 

Overili jsme tedy i podmfnku (c) z Definice |10.1.1| . Tfm je dukaz dokoncen. ■ 

10.1.20. Podle Vety |10.1.19| muzeme kazdy normovany linearnf prostor povazo- 
vat take za prostor metric ky, jestli ze definujeme metriku pomocf normy zpusobem 
uvedenym v tvrzenf Vcty |10.1.19| . Toto tvrzenf nelze obratit. Ne kazda metrika na 
vektorovem prostoru je definovana pomocf normy, jak ukazuje nasledujfcf prfklad. 

10.1.21. Prfklad. Necht; V je vektorovy prostor nad telesem M, ktery ma alespon 
jeden nenulovy prvek. Dokazte, ze na V neexistuje norma || • || splnujfcf ||x — y || = 
6diskr(x, y) pro kazde x, y e V. 

Resent Predpokladejme, ze takova norma existuje. Necht; x e V je nenulovy prvek. 
Potom take 2x je nenulovy prvek prostoru V a platf 

I|X|| = ||X-0|| = Pdiskr(x,0) = 1. 

Podle podmmky (b) Definice |10.1.18| dale platf 
||2x|| =2||*|| =2, 

zaroven vsak platf 

II 2x || = ||2x — o|| = Pdiskr(2x,0) = 1, 

coz je spor. Tvrzenf je dokazano. * 
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10.1.22. Priklad. Necht; n e N. Definujme funkci || • ||: R" ->■ [0, oo) predpisem 



Dokazte, ze (R”, || • ||) je normovany linearni prostor. Funkci || • || nazyvame euk- 
leidovskou normou na R". 


Reseni Zrejme plati ||x|| e [0, oo) pro kazde x e R”. Jestlize x = o, potom xt = 0 

pro kazde i e {1__ n}, a tedy ||x|| = ^ 0 2 = 0. Jestlize naopak x e R", 

potom existuje j 6 {1,.... n} splnujfci xj ^ Oa tedy plati 

114 = - \R = 1^1 >0 - 

Odtud plyne, ze podminka (a) Definice |l 0.1.1 8| jc splnena. 

Necht; x e R" a A e R. Potom plati 


||Ax|| = ^xf = W ^xf = W .\ ]x l 

a tedy podminka (b) Definice |10.1.18| je splnena. 

Necht; konecne x,y el". Potom (vizte vypocet v reseni Prikladu |10.1.7| plati 


ik+4 = y YS Xi + ytf- yE *‘ 2 + yE ^ 2 = mi + imi- 

Overili jsme platnost podminky (c) Definice |l 0.1.1 8[ . Funkce || • || je tedy norma na 
R". * 


10.2. Konvergence v metrickych prostorech 

10.2.1. Definice. Necht; (P, q) je metricky prostor. Rekneme, ze posloupnost [x n } 
prvku P konverguje k prvku x e P, jestlize plati lim^oo g(x„,x) = 0. Tento 
fakt znacime symbolem x„ S- x, n —»■ oo, pripadne pouze x n -> x. Prvek x nazy¬ 
vame limitou posloupnosti 1 x n } v P . Konvergentni posloupnosti v P rozumime 
posloupnost, ktera ma limitu v P. 

10.2.2. Necht; P = R. Pak vyse uvedeny pojem konvergence splyva s pojmem 
konvergence posloupnosti realnych cisel. 
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10.2.3. Definice. Necht; {x„j je posloupnost prvku metrickeho prostoru ( P, g). 

Jestlize je rostouci posloupnost prirozenych cisel, pak rikame, ze {x„ k 

j e podposloupnost posloupnosti {x„ }, pnpadne vybranou posloupnost! z posloup- 
nosti {x„}. 

10.2.4. Veta (vlastnosti konvergence). Necht; (P, g) je metricky prostor. 

(a) Necht; {x n } je posloupnost prvku P a existuji «q e N a x e P takove, ze 
x„ = x pro kazde n e N, n > no- Potom lim^oo x„ = x. 

(b) Kazda posloupnost prvku P ma v P nejvyse jednu limitu. 

(c) Necht; {x„} je posloupnost prvku P. Necht; {x nk } je vybrana posloupnost z 
posloupnosti {x n }. Jestlize x e P a lim,,^,*, x n = x , pak take lim^,*, x nk = x. 

Dukaz- (a) Pro kazde n e N, n > no, plati g(x n ,x) = 0, a tedy lim„^oo g(x n , x) = 0, 
takze x n -*■ x. 

(b) Predpokladejme, ze existuji x, y e P takove, ze lirrin^oo x n = x alim„^oo x n = 
y. Zvolme s > 0. K nemu nalezneme no e N a «i e N takove, ze p(x,x„) < e 
pro kazde n e N, n > no, a g(y,x n ) < s pro kazde n e N, n > n\. Polozme 
112 = max{« 0 ,«i}. Pro n e N, n > «2, potom plati 


Protoze s bylo libovolne zvoleno, plyne odtud, ze g(x, y) = 0, a tedy x = y. 

(c) Protoze posloupnost realnych cisel \g(x nk , x)} je vybrana z poslo upnos ti 
{p(x„, x)}, plyne z vety o limite vybrane posloupnosti realnych cisel (Veta [2.2.~33| ), 
ze limjt-xxj x nk = x. ■ 

10.2.5. Priklad. Necht' {x„} je posloupnost prvku neprazdne mnoziny P. Dokaz- 
te, ze {x n } je konvergentni v ( P, paiskr) prave tehdy, kdyz existuji no e N a x e P 
takove, ze x„ = x pro kazde n e N, n > no- 

Resent =y Necht; x„ —> x pro nejaky prvek x e P. Potom \im n ^. 00 g(x n ,x) = 0, 
a tedy existuje no e N takove, ze pro kazde n e N, n > no, plati g(x n , x) < 1. Z 
definice diskretni metriky plyne, ze pro kazde takove n plati x„ = x. 

■<= Tato implikace plati v kazdem metrickem prostoru, jak vyplyva z Vcty |l0.2~4| (a) . 

* 

V nasledujicim prikladu ukazeme, ze konvergence ve vicerozmernem euklei- 
dovskem prostoru splyva s konvergenci „po slozkach“. 

10.2.6. Priklad. Necht; n e N, P = M" a g = q 2 je eukleidovska metrika (vizte Pri- 
klad |10.1.7| ). Necht' {x m }gf =1 je posloupnost prvku z P ay e P. Dokazte, ze potom 
plati x m —>■ y prave tehdy, kdyz pro kazde i e {1,..., n} plati lim m ^oo x" 1 = yi- 

Resent =y Pro kazde i e {1,...,«} a kazde m e N plati |x™ — y™\ < g(x m ,y). 
Odtud plyne tvrzeni. 

<= Predpokladejme, ze pro kazde i e ,n\ plati lim m^xX^ 1 = yi- Po¬ 

tom ze spojitosti odmocniny, podle vety o aritmetice limit (Veta |2.2.37| ) a Heineovy 
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vety (Veta [4.2.16[ ) dostavame 


Jim, Q(x m , y ) = Jim^ ~ Ji) 2 = 0, 


a tedy x m -*■ y. a 

10.2.7. Priklad. Necht: n e N. Dokazte, ze pro kazde tjel" plati 

Qi(x,y) < VnQi(x,y) < ngoo(x,y ) < npi(x,y). (10.5) 

Reseni Z Cauchyovy nerovnosti ( |10.1| ) odvodime, ze 


iV ^ X >->-,) 2 

< « . max^ |x« -y;| < « ^ |x/ - y,-1. 

Odtud plyne tvrzeni. * 

10.2.8. Priklad. Necht' n e N, {x m }™ =l je posloupnost prvku z R" a y e R". 
Dokazte, ze nasledujici tri vyroky jsou ekvivalentni. 

(i) Plat ix m %y. 

(ii) Plat ix m %y. 

(iii) Plati x m y. 

Res eni ( i)=»(ii) Predpokladejme, ze x m % y. Potom lim m ^oo q\( x m , y) = 0. 
Z dl0.5[ ) plyne, ze pro kazde me N plati 02 (x m ,y) < *JnQ\(x m ,y). Protoze pro 
kazde m e N plati 02 (x m ,y) > 0, vyplyva z vety o dvou straznicich, ze take 
linim-^oo 02 (x m , y) = 0, a tedy plati (ii). 

(ii) =>• (iii) Predp oklad ejme nyni, ze plati x m —> y. Pak kombinaci prvni a 
posledni nerovnosti v ( jl0.5[ ) dostaneme, ze pro kazde me N plati Qoo(x m , y) < 
VnQ 2 (x m ,y), a tedy lim™-^ 0 2 (x m , y) = 0. Tim je dokazano tvrzeni (iii). 

(iii) =>■ (i) Konecne predpokladame-li, ze plati x m y, pak odvodime plat- 

nost tvrzeni (i) obdobnym zpusobem z toho, ze pro kazde me N plati Q\ (x m , y) < 
nQoo(x m ,y). a 
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10.3. Topologicke pojmy v metrickych prostorech 

10.3.1. Definice. Necht; (P. g) je metricky prostor a M C P. Rekneme, ze mnozina 
M je uzavrena v P , jestlize plati nasledujicf implikace: je-li {x n } poslupnost prvku 
M splnujici x n -> x pro nejaky prvek x € P, pak platf x e M. 

10.3.2. Priklad. (a) Necht; a,b eM.,a <b. Dokazte, ze [a, b] je uzavrena mnozina 
vl. 

(b) Necht; a, b e M, a < b. Dokazte, ze ( a , b] nenf uzavrena mnozina v M. 

Resent (a) Necht; {x n j je poslo upnost prvku intervalu [a, b] splnujici x n —>■ x pro 
nejake x e M. Podle Duslcdku [2.4.24| plati H({x n }) = {x}. Podle Prikladu |2.4.20| 
tudiz platf a: € [a,b]. Tedy [a, b] je uzavrena mnozina. 

(b) Polozme x„ = a + n e N. Pak je {a„} posloupnost prvku intervalu 
(i a,b\ splnujici x n —> a. Protoze a £ (a,b\, plyne odtud, ze ( a,b] neni uzavrena 
mnozina. * 

10.3.3. Priklad. Dokazte, ze v kazdem metrickem prostoru je kazda konecna mno¬ 
zina uzavrena. 

Resent Necht; ( P, q) je metricky prostor, Me P je konecna mnozina a {x n } je po¬ 
sloupnost prvku M splnujici x„ —► x pro nejake v e P. Predpokladcjme, ze x ^ M. 
Polozme d = min{p(x,y); y e M}. Protoze M je konecna, plati d > 0. Dale zrej- 
me pro kazde n e N plati q(x„,x) > d. To je ale spor s tim, ze x n —> x. Odtud 
plyne, ze x e M, a tedy je mnozina M uzavrena. * 

10.3.4. Priklad. Dokazte, ze v diskretnim metrickem prostoru je kazda mnozina 
uzavrena. 

Resent Necht; P je mnozina a M c P. Necht; { x n } j e poslo upnost prvku M a x e P 
je takove, ze x„ ->■ x v (P, paiskr)- Podle Prikladu |10.2.5| existujf n 0 e N a v € P 
takova, ze x n = y pro kazde n > n 0 Odtud plyne, ze y e M. Z Vety |l0.2.4| (a) 
plyne, ze x„ -*■ y, a tedy z Vety |10.2~4| (b) vyplyva, ze x = y. Tedy x e M, takze M 
je uzavrena. * 

10.3.5. Veta (vlastnosti uzavrenych mnozin). Necht; (P, g) je metricky prostor. 

(a) Prazdna mnozina a cely prostor P jsou uzavrene mnoziny. 

(b) Necht; 3> je neprazdny system uzavrenych mnozin. Potom je mnozina fj !F 
uzavrena. 

(c) Necht; me N. Predpokladejme, ze mnoziny F\..... F m jsou uzavrene. Po¬ 
tom je mnozina U^=i ^ uzavrena. 

Dukaz. (a) Prazdna mnozina neobsahuje zadnou posloupnost, takze implikace v 
definici uzavrene mnoziny je splnena. Uzavrenost mnoziny P je zrejma. 

(b) Predpokladejme, ze {x n \ je posloupnost prvku fj 3* splnujici x„ —> x pro 
nejake x e P. Necht; F e !F. Potom je {x„} posloupnost prvku F. Protoze F je 
uzavrena, plati x e F. Protoze F byla zvolena libovolne, plyne odtud, ze x e F. 
Tedy T je uzavrena mnozina. 
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(c) Predpokladejme, ze {x„} jc posloupnost prvku (J™ = l Z 7 , splnujfcf x n ^ x 
pro nejake x e P. Protoze sjednocenf U"L X Pi je konecne, existuje index j e 
{1,..., m} takovy, zev mnozine Fj lezf nekonecne mnoho prvku posloupnosti {x n }. 
To znamena, ze existuje podposlo upnost {x nk } posloupnosti {*„}, kteraje cela ob- 
sazena v mnozine Fj. Podle Vety |l0.2.4| (c) plati lim^oo x„ k = x. Protoze Fj je 
uzavrena mnozina, plati a: € Fj, a tedy tim spfse x e UH=i Fi- Odtud plyne, ze 
UH=i Fi je uzavrena mnozina. ■ 

10.3.6. V tvrzeni (c) Vety |10.3~5| je dulezite, ze sjednocenf mnozinje konecne. Pro 
nekonecna sjednocenf toto tvrzenf neplati. Uvazuj me nap rfklad mnoziny F n = 
[i, 1], n e N. Potom UneNin > 1] = (O’ !]• Z Prfkladu |10.3.2| tedy plyne, ze kazda z 
mnozin F n je uzavrena, ale UneBjIn > 1] ne nf uzavrena. 

10.3.7. Definice. Necht; ( P, q) je metricky prostor, x e P a r > 0. Potom mnozinu 
B(x, r) definovanou predpisem 

B(x,r) = {y € P; g(x,y ) < r} 
nazyvame otevrenou koulf se stredem x a polomerem r. 

10.3.8. Prfklad. Uvazujte metricky prostor R s eukleidovskou metrikou. Necht; 
x e R a r > 0. Dokazte, ze B(x , r) = (x -r,x + r). 

Resent. Tvrzenf plyne z definice eukleidovske metriky na R elementarnfm vypo- 
ctem. * 


10.3.9. Prfklad. Necht' P je libovolna neprazdna mnozina a (P, patskr) je diskretni 
metricky prostor. Necht; x e P a r > 0. Dokazte, ze 


B(x,r) 


{x}, pokud r < 1, 
P, pokud r > 1. 


Resent. Tvrzenf plyne bezprostredne z definice diskretnf metriky. 


10.3.10. Definice. Necht; ( P, q) je metricky prostor, M c P a x e P. Rekneme, ze 
x je vnitrnfm bodem mnoziny M, jestlize existuje r > 0 takove, ze B(x, r) C M . 
Rekneme, ze mnozina M je otevrena v P, jestlize kazdyjejf bod je jejfm vnitrnfm 
bodem. Mnozinu vsech vnitrnfch bodu mnoziny M nazyvame vnitrkem mnoziny 
M a oznacujeme symbolem IntM podle latinskeho slova interior (vnitrek). 

10.3.11. Veta (charakterisace vnitrku). Necht; (P, g) je metricky prostor a M c 
P. Potom IntM je nejvetsf (vzhledem k mnozinove inkluzi) otevrena mnozina 
obsazena v M. 


Dukaz. Predpokladejme, ze x e IntM. Potom existuje r > 0 takove, ze B(x, r ) c 
M. Dokazeme, ze B(x, r) C IntM. Zvolme y e B(x. r). Oznacme s = r — q{x, y). 
Potom 5 > 0. Dale plati B(y, s ) C B(x, r ), nebot' pro kazde z e B(y , s) mame 
Q(x, z) < q(x, y) + g(y, z) < q{x, y) + s = r. 
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Tedy B(y , s) c M, takze y e Int M. Odtud plyne, ze B(x, r) c Int M, a tedy Int M 
je otevfena. 

Nyni dokazeme, ze Int /V/ je nejvetsi otevrena mnozina obsazena v M. Necht; 
G C M je otevrena mnozina. Potom pro kazde x e G nalezneme r > 0 takove, ze 
B(x, r ) C G. Plati tedy take, ze B(x, r) C M. To znamena, ze a: je vnitfnim bodem 
mnoziny M, a tedy x e Int M. Plati tudiz G C Int M. m 

10.3.12. Priklad. Dokazte, ze v metrickem prostoru M je kazdy otevfeny interval 
otevrena mnozina. 

Resent. Necht; a,b e M*, a < b, axe ( a,b ). Polozme r = min{x — a,b — x, 1}, 
potom zrejme plati B(x, r) = (x - r,x + r) C ( a, b ), a tedy a je vnitfmm bodem 
(a, b). Odtud plyne, ze {a, b) je otevrena mnozina. * 

10.3.13. Priklad. Dokazte, ze v metrickem prostoru M neni interval (0,1] otevre- 
nou mnozinou a ze plati lnt(0,1] = (0,1). 

Resent. Necht; r > 0. Potom B(l, r) = (1 — r, 1 + r) £ (0,1], takze bod x = 1 neni 
vnitfmm bodem intervalu (0,1]. Interval (0,1] tedy neni otevrenou mnozinou. Z 
Prikladu |10.3.12| vyplyva, ze kazdy bod x e (0,1) je vnitfmm bodem intervalu 
(0,1), a tedy i vnitfmm bodem intervalu (0,1]. Odtud plyne, ze lnt(0,1] = (0,1). 


10.3.14. Priklad. Necht' (P, q) je metricky prostor, x 0 e P a r 0 > 0. Dokazte, ze 
potom je B(xo, r 0 ) otevfena mnozina. 

Resent. Zvolme a e B{xq, r 0 ). Polozme r = r 0 — q(x 0 , a). Potom r > 0. Pro kazde 
y e B(x,r) navic plati 

Q(xo, y) < Q(x o, a) + q(x, y) < a 0 , a) + r = r 0 . 

Tedy y e B{xq. r 0 ). Protoze y bylo zvoleno libovolne, vyplyva odtud, ze B{x, r) c 
B(xo,r 0 ). Tudiz kazdy bod mnoziny B(xo, r 0 ) je jejim vnitfnim bodem, a tedy 
B(xo, i’o) je otevfena mnozina. * 

10.3.15. Veta (vlastnosti otevfenych mnozin). Necht; (P, q) je metricky prostor. 

(a) Prazdna mnozina a P jsou otevfene mnoziny. 

(b) Necht; § je system otevfenych mnozin v P. Potom je mnozina 1J § otevfe¬ 
na. 

(c) Necht; me N. Pfedpokladejme, ze mnoziny Gi,..., G m jsou otevfene v P. 

Potom je mnozina otevfena. 

Dukaz. (a) Tvrzeni plyne bezprostfedne z definice otevfene mnoziny. 

(b) Pfedpokladejme, ze a e 1J §. Potom existuje mnozina G e [J § takova, ze 
a e G. Protoze G je otevfena mnozina, existuje r > 0 takove, ze B(x, r ) c G. Tedy 
B( a, r) c U #. Odtud plyne, ze IJ ^ je otevfena mnozina. 

(c) Necht; a € fjH=i Gi- Potom a e G ; - pro kazde i e {1, ... ,m}. Pro kazde 

i e {1, ... ,m}je mnozina G, otevfena, tedy existuje r,- > Otakove, ze B(x, rf) c G,. 
Polozme r = min{r,; i e {1,-m}}. Potom zfejme plati B(x,r ) C B(x,r t ) pro 
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kazde i e {1 a tedy B(x,r) c G,-, takze B{x,r ) c nH=i Gi- Mnozina 

Q j e tudfz otevrena. ■ 

10.3.16. V tvrzenf Vety |l0.3.15| (c) je dulezite, ze pocet mnozin, ktere pronikame, 
je konecny. Pro nekonecny system otevrenych mnozin obdobne tvrzenf neplatf, 
tj. prunik nekonecne mnoha otevrenych mnozin nemusf byt otevrenou mnozinou. 
Prfkladem je prostor R, kde pro n e N definujeme G n = (0,1 + A). Potom pro 
kazde n e N je G n otevrena mnozin a, ale fjjjT, G n = (0,1], coz nenf otevrena 
mnozina, jak vfme z Prfkladu |10.3.13| . 

10.3.17. Veta (vztah otevrenych a uzavrenych mnozin). Necht; (P, q) je metricky 
prostor a M C P. Potom mnozina M je otevrena prave tehdy, kdyz P \ M je 
uzavrena. 

Dukaz. =>■ Necht; M je otevrena mnozina, {x n } je posloupnost prvku P \ M a 
x e P je takove, ze x n —> x. Predpokladejme, ze x e M. Potom dfky otevrenosti M 
existuje r > 0 takove, ze B(x,r ) c M. Nalezneme «o £ N takove, ze q(x„ 0 ,x) < r. 
Potom x„ 0 e (P\M)C\B(x, r), coz je spor. Tedy x £ M. To znamena, ze a: e P\M, 
a tedy P \ M je uzavrena mnozina. 

<= Predpokladejme, ze M nenf otevrena mnozina. Pak existuje x e M tako¬ 
ve, ze pro kazde r > 0 platf B(x, r)n(P\M) ^ 0. Specialne pro kazde n e N platf 
B(x, k) n (P \ M ) ± 0. Tedy pro kazde n e N lze nalezt x n e B(x, k) n (P \ M). 
Posloupnost {x„} pak lezf cela v mnozine P \ M a zrejme splnuje x n —► x. Protoze 
x P \ M, plyne odtud, z e P \ M nenf uzavrena. ■ 

10.3.18. Prfklad. Dokazte, ze kazda podmnozina diskretnfho prostoru je zaroven 
otevrena i uzavrena. 

Resent. Necht' P je mnozina a M c P. Z Prfkladu |l0.3.4| vyplyva, ze M je uzavrena 
v (P, gdiskr)- Zc stejn cho prfkladu ale vyplyva, ze take mnozina P\M je uzavrena. 
Podle Vety |10.3.17| je tedy mnozina M otevrena. * 

10.3.19. Veta. Necht; ( P , q) je metricky prostor a M c P. Potom 

Int M = y{P(jc,r); x e P, r > 0, B(x,r) C M}. 

Dukaz. Oznacme 

G = y {B(x, r); xeP,r> 0, B(x, r ) c M}. 

Predpokladejme nejprve, ze x e Int M. Potom existuje r > 0 takove, ze B(x, r ) c 
M. Odtud plyne, ze B(x, r) c G, a tedy specialne x e G. Tfm je dokazana inkluze 
Int M c G. 

Nynf predpokladejme, ze y e G. Pa k existujf x e P a r > 0 takova, ze B(x, r) c 
M ay e B(x, r). Podle Prfkladu |l0.3.14[j e mnozina B(x, r) otevrena, a tedy existuje 
s > 0 takove, ze B(y,s) C B(x, r), tedy B(y,s) C M. Jinymi slovy, y e IntM. Tfm 
je dokazana inkluze G C Int M, a tedy mnozinova rovnost G = Int M. ■ 
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10.3.20. Veta (struktura otevrenych podmnozin R). Mnozina G C R jc otevrena 
prave tehdy, kdyz G je spocetnym sjednocemm po dvou disjunktnich otevrenych 
intervalu. 

Dukaz. =>• Je-li G prazdna, pak tvrzeni plati, nebot' staci uvazovat prazdny system 
intervalu. Predpokladejme nyni, zeG ^ 0. Necht' y e G. Potom definujeme prvky 
a y , by e R* predpisem 

a y = inf{x e R; [x, y] c G}, b y = sup{z e R; [y,z] C G}. 

Dokazeme, ze a y ,b y £ G. Jestlize a y = — oo, pak zrejme a y £ G. Predpokladejme 
tedy, ze a y e R a navic a y e G. Potom existuje r > 0 takove, ze B(a y ,r) c G, tedy 
(i a y — r,a y + r) c G. Pro libovolne s e (0, r) pak plati [a y — s, y] C G, to je ale 
spor s definici a y . Odtud vyplyva, ze a y £ G. Obdobne lze dokazat, ze b y G. 
Povsimneme si, ze a y < y < b y . 

Dale dokazeme, ze ( a y ,b y ) C G. Necht; x e {a y ,b y ). Potom bud x e (a y , y] a 
[x, y] C G nebo x e [y, b y ) a [y, x] C G. V obou pripadech plati x e G. 

Necht' # = {{a y ,b y )\ y e G}. Potom U $ c G. Inkluze G C |J $ je zrejma, 
nebot' pro kazde y e G plati y e (a y ,b y ) e Tedy G = {J ft. 

Necht; y,z € G. Dokazeme, ze potom bud' ( a y ,b y ) = ( a z ,b z ) nebo ( a y ,b y ) fl 
(i a z .b z ) = 0. Predpokladejme, ze ( a y ,b y ) ^ (a z ,b z ). Jestlize a y = a z , potom b y ^ 
b z . Bez ujmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze b y > b z . Potom ale b z e 
(a y , b y ), a tedy b z e G, coz je spor. Jestlize a y ^ a z , potom bez ujmy na obecnosti 
muzeme predpokladat, ze a y < a z . Protoze a z G, plati a z £ (a y ,b y ). Takze 
a z > b y , a tedy ( a v ,b v ) fl ( a z ,b z ) = 0. System ft je tedy po dvou disjunktni. 

Z Prikladu |1.7.2l| plyne, ze system ft j e spocet ny. 

^ Tato implikace plyne z Prikladu |10.3.12| a Vety |10.3.15| (b) . ■ 

10.3.21. Definice. Necht' ( P , q) je metricky prostor, M c P a x e P. Rekneme, ze 
x je hranicnim bodem mnoziny M, jestlize pro kazde r > 0 plati B(x, r) D M ± 0 
a B(x, r) fl (P \ M ) ^ 0. Mnozinu vsech hranicnich bodu mnoziny M nazyvame 
hranici mnoziny M a znacime ji 3 M. 

10.3.22. Hranicni bod mnoziny v metrickem prostoru muze a nemusi byt prvkem 
teto mnoziny. 

10.3.23. Priklad. Dokazte, ze v metrickem prostoru R je hranici intervalu (0,1) 
mnozina {0,1}. 

Resent. Oznacme M = (0,1). Necht; r > 0. Potom 5(0, r) = (— r, r ), a tedy 5(0, r) D 
M = (0, min{r, 1}) ± 0 a 5(0, r) Cl (R \ M) = (-r, 0] ± 0. Odtud plyne, ze 0 e 
3 M. Podobne lze dokazat, ze 1 e 3 M. Je-li x e R \ [0,1], pak existuje r > 0 
takove, ze 5(x,r) fl M = 0, a tedy x £ 3 M. Je-li x € (0,1), pak existuje r > 0 
takove, ze 5(x, r) n (R \ M) = 0, a tedy opet x ^ 3 M. Odtud jiz vyplyva platnost 
dokazovaneho tvrzeni. * 

10.3.24. Priklad. Dokazte, ze v metrickem prostoru R plati: 3Q = R a 3(R \ Q) = 
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Resent. Nechti x e M a r > 0. Podle Vety |1.6.29| existujf yelazel splnujfci y e 
B(x, r) fl Q a z e B(x, r) n (M \ Q). Odtud plyne, ze x e 9Q a take x e 9(R \ <Q>). * 

10.3.25. Veta (vlastnosti hranice). Nechti (P, q) je metricky prostor a M c P. Po- 
tom platf 

(a) 9M = 9(P \ M ), 

(b) dP = 90 = 0. 

Dukaz■ (a) Tvrzenf zrejme plyne prfmo z Definice |10.3.21| . 

(b) Nechti x e P. Potom pro kazde r > 0 platf B(x, r) fl 0 = 0, a tedy jc ^ 90. 
To znamena, ze 90 = 0. Odtud a z tvrzenf (a) potom plyne, ze dP = 0. ■ 

10.3.26. Prfklad. Nechti P je mnozina a M c P. Dokazte, ze v prostoru (P, paiskr) 
platf dM = 0. 

Resent Je-li M = 0, potom platnost tvrzenf vyplyva z Vety |l0.3.25| ( a). Pre dpo- 
kladejme, ze M ^ 0at e P. Potom pro r e (0,1] podle Prfkladu |10.3.9| platf 
B(x, r) = {%}. Jestlize x e M, pak B(x, r) fl (P \ M) = 0. Je-li naopak x e P \ M, 
pak B(.r, r) C\ M = 0. V obou prfpadech v nenf hranicnfm bodem M. Vzhledem k 
tomu, ze x bylo zvoleno libovolne, je 9M = 0. * 

10.3.27. Definice. Necht' (P, q) je metricky prostor a M c P. Oznacme M = 
M U dM. Potom mnozinu M nazyvame uzaverem mnoziny M v prostoru P. 

10.3.28. Poznamka. Nechti (P, q) je metricky prostor a M c P. Potom zrejme 
platf M c M. 

10.3.29. Veta. Necht' (P, p) je metricky prostor a M c P. Potom M je uzavrena 
prave tehdy, kdyz obsahuje vsechny sve hranicnf body, tedy kdyz 9M C M. 

Dukaz. =k Nechti {v„j je posloupnost prvku M splnujfci x„ —> x, kde x e P. 
Jestlize x e dM, potom die predpokladu platf x e M. Predpokladejme, ze x £ 
dM. Potom z definice hranicnfho bodu vyplyva, ze existuje r > 0 takove, ze bud 
B(x, r) fl M = 0 nebo B(x, r) n (P \ M) = 0. Prvnf moznost nemuze nastat, 
protoze x n ->• x a pro kazde neiV platf x n e M. Tudfz platf P(;c, r) n (P \ M) = 0. 
Specialne tedy x e M. Odtud plyne, ze M je uzavrena. 

4= Predpokladejme, ze M je uzavrena mnozina a necht' x e dM. Potom pro 
kazde n e N existuje x n e B(x, J)nM. Potom zrejme platf x n —> y. Z uzavrenosti 
M pak plyne, ze x e M. Tvrzenf je dokazano. ■ 

Z Vety |10.3.29| bezprostredne vyplyva nasledujfcf tvrzenf. 

10.3.30. Dusledek. Nechti (P, q) je metricky prostor a M c P. Jestlize 9M = 0, 
pak je mnozina M uzavrena. 

10.3.31. Prfklad. Dokazte, ze (0,1] nenf otevrena ani uzavrena mnozina via platf 
lnt(0,1] = (0,1) a (QOl = [0,1]. 
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Reseni Oznacme M = (0,1]. Z Prikladu |10.3.13|vi me, ze M neni otevrena mnozina 
a ze Int M = (0,1). Dale podle Pnkladu |10.3.23| plati 3 M = {0,1}. Odtud plyne, 
ze M = [0,1], a tedy M neni uzavrena mnozina. * 

10.3.32. Priklad. Dokazte, ze mnozina Q neni otevrena ani uzavrena via plati 
Int Q = 0 a Q = R. 

Reseni Z Pnkladu |10.3.24| vime, ze 3<Q = R, takze Q = R. Tudiz Q ^ Q, a tedy 
mnozina Q neni uzavrena v R. 

Necht; x e Q a r > 0. Potom podle Vety |l ,6.29| existuje y e B(x, r) n (M \ Q). 
Tedy B(x, r ) neni podmnozinou Q, takze x neni vnitfnim bodem mnoziny Q. To 
znamena, ze IntQ = 0. Odtud plyne, zeQ ^ IntQ, a tedy Q neni otevrena v 
R. * 


10.3.33. Definice. Necht; (P, q) je metricky prostor, A c P a x € P. Potom vzda- 
lenost bodu x od mnoziny A definujeme predpisem 

dist(%, A) = inf{p(x, y ); y e A}. 


10.3.34. Poznamka. Specialne pro kazde x e P plati dist(^:, 0) = oo. 


10.3.35. Priklad. Necht' (P,q) je metricky prostor, A, B c P , A C B , a x € P. 
Dokazte, ze potom plati dist(.x, B ) < dist(jc, A). 


Reseni Vzhledem k tomu, ze A c B, plati 

{p(x,y); y e A} c fe(x,y); y e B}. 

Tudiz 

inf Mx,y); y e B} < inf{p(x, y); y e A}. 
Odtud plyne dokazovane tvrzeni. 


10.3.36. Definice. Necht; (P, q) je metricky prostor. Prumer prostoru P definuje¬ 
me predpisem 

p — \ y)’ x ’ y e p }’ pokud f^0, 

| 0, pokud P = 0. 

Prumerem mnoziny A rozumime prumer metrickeho prostoru (A, q). 

10.3.37. Definice. Rekneme, ze metricky prostor P je omezeny, jestlize plati diam P 
oo. Rekneme, ze podmnozina A prostoru P je omezena, jestlize je metricky prostor 
(A, q) omezeny. 

10.3.38. Poznamka. Necht' (P, q) je metricky prostor. Je-li mnozina P prazdna 
nebo jednobodova, pak plati diam P = 0. Jestli ze ma mnozina P alespon dva 
ruzne body, pak z podminky (a) v Definici |l0.1.l| plyne, ze diam P > 0. 

10.3.39. Priklad. Necht; P je mnozina. Dokazte, ze potom je metricky prostor 
(P, Pdiskr) omezeny. 
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Resent Je-li P = 0, plati diamP = 0. Je-li P ^ 0, pak pro kazde x,y e P plati 
p(x, y) < 1, a tedy diam P < 1. Tudiz je (P, paiskr) omezeny. * 

10.3.40. Poznamky. Necht; (P, q) je metricky prostor. 

(a) Necht; A, BcPaAcB. Potom diam A < diam B. 

(b) Mnozina A c P je omezena prave tehdy, kdyz existuji r > 0 a x e P 
takova, ze A c B(x, r). 

10.3.41. Veta (vlastnosti uzaveru). Necht; (P, q) je metricky prostor, A c P a B c 

P. _ 

(a) Plati 0 = 0, P = P. _ _ 

(b) Jestlize A c B, potom A c B. 

(c) Je-li 4^0, pak A = {r e P; dist(x, zl) = 0}. 

(d) Mnozina A je uzavrena. 

(e) Plati ~AUB = AUB. 

(f) Plati diamd = diam A. 

(g) Plati 

A = Pjjl 7 C P; F je uzavrena mnozina, A c F}. 

Dukaz. (a) Tvrzeni plyne z definice uzaveru a z toho, ze 30 = 0 a dP = 0. 

(b) Predpokladejme, ze x e A. Pokud x e B, pak x e B. Jestlize x e A \ B, 
potom specialne x e A \ A, a tedy x € dA. Zvolme r > 0. Potom B(x, r) D A ^ 0, 
a tedy take B(x, r) fl B ^ 0, nebot; A c B. Z toho, z ex B, dale zrejme plyne, ze 
B(x, r) fl (P \ B) ± 0. Tedy x e dB. Protoze 3 B c 5, dostavame x e B. 

(c) Oznacme 

M = {x e P\ dist(x, d) = 0}. 

Necht' y e P\M. Potom dist(y, A) > 0. Tedy existuje r > 0 takove, ze B{y, r)C\A = 
0. Necht; a e A a z e 5(_y, |). Potom 

e(z, a) > e(y, a) - e(z,y) > r - - = 

Tedy B(y, |) C P \ M, takze P \ M je otevrena mnozina. Podle Vety |10.3.17| je 
mnozina M uzavrena. Zrejme plati AcM,a tedy podle (b) take A c M. Protoze 
M je uzavrena, mame M = M, a tedy A c M. 

Dokazeme nyni opacnou inkluzi. Necht; x e P \ A. Pak existuje r > 0 takove, 
ze B(x, r) n A = 0, a tedy x <£ M, nebot' dist(x, A) > r > 0. 

(d) Je-li A = 0, pak podle tvrzeni (a) je A = 0, a podle Vety |l 0.3. 5| (a) je tedy 
A uzavrena. Necht; A ^ 0. Pak z tvrzeni (c) vime, ze 

A = {x e P\ dist(x, A) = 0}, 

pricemz v dukazu tvrzeni (c) jsme overili, ze mnozina na prave strane rovnosti je 
uzavrena. 

(e) Protoze A c AU B, plyne z (b), ze A c AU B. Obdobne dostaneme 
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Dokazeme opacnou inkluzi. Vime, ic A VJ B c AD B, a tedy podle (b) pla¬ 
ti A U B c A U B. Podle (d) a Vety |10.3.5| (c) je A U B uzavrena mnozina, tedy 
= A U B. Odtud plyne, zeiUB c 4UB = AD B. Celkem tedy plati 
4UB = AD B. 

(f) Pokud A = 0, pak tvrzeni zrejme plati. Predpokladejme, z.cx,y e A. Zvol- 
me e > 0. Podle (d) existuji x', y' e A takove, ze q(x, x') < s a p(y, y') < e. Potom 

q{x, y) < q{x,x') + q(x', y') + q( y',y) < 2e+ diam A 

Protoze e bylo libovolne z yoleno, pl yne odt ud, ze diam A < diam A. Opacna ne- 
rovnost plyne z Poznamek |10.3.28| a |l0.3.40| (a). 

(g) Mnozinu na prave strane rovnosti oznacme symbolem C. Predpokladejme, 

ze F je uzavrena mnozina splnujici A C F. Podle tvrzeni (b) potom plati A C F. 
Protoze F je uzavrena mnozina, plati F = F, takze A C F. Protoze tato inkluze 
plati pro libovolnou uzavrenou mnozinu F splnujici A C F, dostavame celkem 
A C C. Podle tvrzeni (c) je mnozina A uzavrena a navic zrejme plati A C A. 
Odtud ihned plyne, ze C C A. Kombinaci obou dokazanych inkluzi dostavame 
tvrzeni (g). ■ 

10 . 3 . 42 . Priklad. Necht; a, b e R*, a < b. Dokazte, ze 

[a,b], pokuda,ie!R, 

(—oo, i»], pokud a = -oo, b e R, 

[a,oo), pokud a e R, b = oo, 

M, pokud a = -oo, b = oo. 

Resent. Jestlize a,b e I, pak obdobnym postupem jako v reseni Prikladu |10.3.23| 
dokazeme, ze d(a,b ) = {a, b}. Jestlize a = -oo a b e M, pak podobne dokazeme, 
ze 3(—oo ,b) = {b}. Jestlize fl£lai = oo, odvodime obdobnym postupem, ze 
3(a, oo) = {a}. Jestlize a = —oo a b = oo je tvrzeni zrejme. * 

10 . 3 . 43 . Veta. Necht' (P, q) je metricky prostor, A c P a B c P. Potom plati 
AH B C AH B, pricemz tato inkluze muze byt vlastni. 

Dukaz. Podle Vety |10.3.41| (b) plati ^4flBc^4a^4riBcB, takze A fl B c A fl B. 
Dokazeme, ze inkluze muze byt vlastni pomoci nasledujiciho prikladu. Necht; P = 
M, A = (0,1) a B = (1,2). Potom XriB = 0 = 0, ale A = [0,1] a B = [1,2], takze 
4nB = {i}^0. ■ 

10 . 3 . 44 . Veta. Necht; (P, q) je metricky prostor a Q C P. Necht; A c Q. Potom 
A je otevrena (respektive uzavrena) v (Q,Q) prave tehdy, kdyz existuje mnozina 
B C P otevrena (respektive uzavrena) v ( P, q) splnujici A = B D Q. 

Dukaz. Necht; A je otevrena mnozina v prostoru (Q, q). Podle Vety |10.3.19| je 
A = |J {B q (x, r); x e Q, r > 0, B Q (x, r) C A}, 
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kde 

B Q (x,r) = {y eQ \ g(x,y) < r }. 

Oznacme 

B = y{5(x,r); x e Q, r > 0, B Q (x,r) C A}. 

Podle Vety |l0.3.15| (b) je B otevrena mnozina v prostoru ( P, g). Navic zrejme plati 
A = BHQ. 

Obracene, predpoklad ejme, ze B jc otevrena mnozina v prostoru (P, g) splnu- 
jici A = B C\ Q. Podle Vety jl0.3.19| je 

B = |J{B(x,r); x e P, r > 0, B(x,r) C B}. 

Potom plati 

A = \J{B e (x,r); x e Q, r > 0, B(x,r) C B}, 

tedy 

A = \J{B Q (x,r); xe Q, r > 0, B Q (x,r)cA}. 

Tedy opet podle Vety |10.3.15|(b ) je mnozina A otevrena v prostoru (Q, q). 

Potom podle Vety |10.3.41| (c) a (d) je mnozina B uzavrena v prostoru (P, q). 
Navic zrejme plati 

B n Q = {x e <2; dist(^:. A) = 0}. 

Tim je dokazano tvrzeni vety pro pripad, kdy mnozina A je otevrena. 

Nyni predpokladejme, ze A je uzavrena v prostoru (Q, g). Podle Vety |10.3.17| 
to nastavaprave tehdy, kdyz je mnozina Q\A otevrena v prostoru (Q, g). Podle jiz 
dokazaneho tvrzeni to nastava prave tehdy, kdyz existuje otevrena mnozina H v 
{P, q ) splnujici HC\Q = Q \ A. Polozime-li B = P\H, pakje mnozina B uzavrena 
v ( P, q ) a splnuje 

BnQ = (P\H)HQ = Q\H = Q\(Q\A) = A. 


10.3.45. Priklad. Dokazte, ze interval [0, 1] je otevrenou mnozinou v prostoru 
[0,1] U (2, 3) se zdedenou eukleidovskou metrikou, ackoli to neni otevrena mno¬ 
zina v prostoru R. 

Reseni Oznacme P = [0,1] U (2,3) a G = [0,1]. Necht; x e G. Potom zrejme plati 
{y e P; y e B{x, 1)} C G. Odtud plyne, ze G je otevrena mnozina. * 

10.3.46. Priklad. Dokazte, ze jednobodova mnozina {2} je otevrenou mnozinou 
v prostoru [0,1] U {2} se zdedenou eukleidovskou metrikou, ackoli to neni otevrena 
mnozina v prostoru R. 

Reseni Oznacme P = [0, l]U{2}aG = {2}. Plati {y e P; y e 5(2,1)} c G. Protoze 
bod 2 je jedinym bodem mnoziny G, plyne odtud, ze G je otevrena mnozina. * 
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10.4. Spojita zobrazeni mezi metrickymi prostory 

10.4.1. Definice. Necht; (P, q ) a (Q,a) jsou metricke prostory, f:P^Q,aeP 
a M c P. Rekneme, ze zobrazeni / je 

• spojite v bode a vzhledem k mnozine M, jestlize a € M a plati 

Ve > 0 3<5 > 0 Wx e M : dist(*, a) < 8 =4- ct(/(a), /( a )) < e, (10.6) 

• spojite vbode a, jestlize je spojite v a vzhledem k P, 

• spojite namnozincM, jestlize je spojite v kazdem bode a e Mvzhledem 
k M, 

• spojite, jestlize je spojite na P. 

10.4.2. Vyrok ( |10.6[ ) muzeme ekvivalentne zapsat takto: 

Ve > 0 E5 > 0 Vx e B a (a, 8) d M : f{x) e s ), 

neboli 

Ve > 0 B8 > 0: f(B e (a,8 ) n M) c B a (J(a),e). 

10.4.3. Je-li P = Q = R (s obvyklou metrikou), pak vyse uvedena definice spoji- 
tosti souhlasi s definici spojitosti realne funkce jedne realne promenne. 

10.4.4. Priklad. Necht; i,n e N, i < n. Necht; zr,-: M" -*■ M je projekce definovana 
predpisem TCi (x) = Xi. Dokazte, ze zobrazeni m je spojite. 

Reseni Zvolme a e R" a e > 0. Polozme 8 = s. Potom pro kazde .r e B(a, 8) plati 


Q e (jti(x),Ki(a)) = \ni(x) - Jti(a)\ = \xi-a.i\ < y J^ixj - dj ) 2 
= g e (x,a) < 8 = s, 

a tedy tt,- je spojite v a. a 

Spojitost zobrazeni mezi metrickymi prostory zavisi zasadnim zpusobem na 
zvolenych metrikach. Naseldujici priklad tento fakt ilustruje. 

10.4.5. Priklad. Necht; (P, pdiskr) a (Q, o') jsou metricke prostory a /: P —*■ Q. 
Dokazte, ze / je spojite. 

Reseni Predpokladejme, ze a e P. Zvolme e > 0. Polozme 5=1. Potom plati 
B 0dKkr (a, 5) = {a}. Odtud plyne, ze pro kazde x e B 0diskr (a,5) plati f(x) = f{a), a 
tedy f(x) e B a (f(a),e ). To znamena, ze / je spojite v a. Tim je dukaz spojitosti 
/ dokoncen. * 

10.4.6. Veta (charakterizace spojitosti). Necht; (P, g) a (Q,a) jsou metricke pro¬ 
story a f\P-*Q. Potom jsou nasledujici tri vyroky ekvivalentni. 

(i) Zobrazeni / je spojite na P. 

(ii) Pro kazdou mnozinu G otevrenou v Q je mnozina / _1 (G) otevrena v P. 

(iii) Pro kazdou mnozinu F uzavrenou v Q je mnozina f~ l (F) uzavrena v P. 
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Dukaz. (i) => (ii) Pfedpokladejme, ze G je otevrena mnozina v Q a x e / _1 (G). 
Potom /(x) e G. Protoze G je otevrena, existuje e > 0 takove, ze B a (f(x), e) C G. 
Diky spojitosti zobrazenf / nalezneme S > 0 takove, ze f(B g (x, S )) C B a (f(x ), s ). 
To znamena, ze 

*„(*,«) C f~\B a {f(x),e)) C / -1 (G). 

Bod x je tedy vnitfnim bodem mnoziny / _1 (G). Odtud plyne, ze / _1 (G) je ote¬ 
vrena mnozina v P. 

(ii) => (i) Necht; a e P. Zvolme e > 0. Mnozina f~ l {B a {f{a),e)) obsa- 
huje prvek a a podle predpokladu je otevrena. Nalezneme tedy S > 0 takove, ze 
B e (a,S) C f-\B a {f{a),e)), neboli f(B g (a,S)) c B a (f(a),s). Odtud plyne, ze / 
je spojite v a. 

(ii) =>■ (iii) Necht; F je uzavrena mnozina v Q. Potom Q \ F je otevrena 
mn ozina v Q, a tedy, podle (ii), je mnozina /“' (Q \ F) otevrena v P. Z Prikla- 
du |1.9.21| (d) plyne, ze 

r\p) = r\Q \ (q \ f)) = r\Q) \ r\Q \ f) 

= p\r\Q\F). 

Mnozina f~ l ( F ) je tedy uzavrena v P. 

(iii) =t> (ii) Necht; G je otevrena mnozina v Q. Potom Q \ G je uzavrena 

mnozina v Q, a tedy, podle (iii), je mnozina f~ l {Q \ G) uzavrena v P. Mnozina 
/ _1 (G) = P \ f~ l {Q \ G) je tudiz otevrena v P. m 

10.4.7. Definice. Necht; (P, q) je metricky prostor, M c P a a e P. Rekneme, ze 

a je hromadnym bodem mnoziny M, jestlize pro kazde s > 0 plati M fl (B(a, e) \ 
{a}) 0. Mnozinu vsech hromadnych bodu mnoziny M nazyvame derivaci mno¬ 

ziny M a znacime ji symbolem M'. Rekneme, ze a je izolovanym bodem mnoziny 
M, jestlize a e M \ M'. 

10.4.8. Priklad. Necht' M = (0,1). Dokazte, ze M' = [0,1]. 

Resent. Zvolme x e [0,1] a e > 0. Oznacme 

| min{k, |}, je-li x = 0, 
ma x {|,M|, je-li x e (0,1), 
max{^,l —je-lix = l. 

Ve vsech pripadech potom plati y ^ x a y e B(x, e ) D M, takze 
(B(x,e)\{x})nM^0. 

Odtud plyne inkluze M' C [0,1]. 

Nyni zvolme x $ [0,1]. Polozme e = min{|x|, |x — 1|}. Potom e > 0 a zrejme 
plati B(x,s ) n M = 0. Odtud plyne inkluze [0,1] C M', a tedy celkem M' = 
[ 0 , 1 ]. * 

10.4.9. Priklad. Necht' M = {D n € N}. Dokazte, ze M' = {0}. 



10.4. SPOJITA ZOBRAZENI MEZI METRICKYMI PROSTORY 


547 


Resent Zvolme s > 0. K nemu nalezneme n e N splnujici n > Polozme y = 
Potom y^Oaye B{ 0, e) fl Af. Tedy 0 e Af'. 

Nyni zvolme x ^ 0. Polozme 

1 1*1, je-li x G (—oo, 0), 

min{|x- f|, \x~ je-li n € N a a e ±), 

|x — 11, je-li x e (l,oo). 

Ve vsech pripadech potom plati s > 0 a B(x,e ) n Af = 0. Tedy x ^ A/'. Odtud 
plyne, ze Af' = {0}. * 

10.4.10. Priklad. Necht; je prosta omezena posloupnost realnych cisel a 

Af = {a n ; n e N}. Dokazte, ze Af' = H({a„}). 

Resent Predpokladejme, ze x e ff ({«„}) a necht; {n k }™ =1 je rostouci posloupnost 
prirozenych cisel splnujici lim k ^,oo a n k = x - Zvolme s > 0. K nemu nalezneme 
ho e N takove, ze pro kazde k e N, k > ko, plati | a„ k — x\ < e. Z toho, ze 
posloupnost {a„} je prosta, plyne, ze existuje k e N, k > ko takove, ze a nk ^ x. 
Pak a„ k e ( B(x , e) \ {x}) n Af. Odtud plyne, ze //({«„}) C Af'. 

Nyni predpokladejme, ze x e Af'. Podle definice hromadneho bodu to zna- 
mena, ze plati vyrok 

Ve > 0 By e (B(x, e) \ {x}) n Af. (10.7) 

Die ( |10.7| ) lze nalezt m e N takove, ze a ni ± x a plati a ni e B(x, 1). Pred pokla dej- 

me, ze pro nejake k € N mame urcena prirozena cisla n\ . n k . Podle ( |l 0. 7[ ) lze 

nalezt n k+i e N takove, ze n k +\ > n k , a„ k+1 ± x a a nic+1 e B{x, gyy). Podle prin- 
cipu matematicke indukce dostaneme touto konstrukci rostouci posloupnost priro- 
zenych cisel {n k }^L v pro kterou navic zrejme plati limjt-MX) a„ k = x. Odtud plyne, 
ze x e H({a n }), a tedy Af' c H({a„}). Celkem jsme dokazali, ze Af' = H({a„}). 

* 

10.4.11. Priklad. Necht; (P, Pdiskr)jediskretnimetrickyprostora Af C P. Dokazte, 
zeAf' = 0. 

Resent Pro kazde x e P zrejme plati B(x, l)n Af = {x}, a tedy (B(x, l)\{x})flAf = 
0. Tudiz x $ Af'. Protoze x bylo zvoleno libovolne, plyne odtud, ze Af' = 0. * 

10.4.12. Definice. Necht' (P, g) a (Q,a) jsou metricke prostory, /: P ->■ Q, A C 
P, a e A 1 a b e Q. Rekneme, ze zobrazeni / ma v bode a limitu b vzhledem k 
mnozine A, jestlize plati 

Ve > 0 BcS > 0 Vx € A: (0 < dist(x,a) < S => cr(f(x),b) < e ). 

Jestlize A = P, pak ffkame, ze / mavbode a limitu b. 

10.4.13. Veta (jednoznacnost limity v metrickem prostoru). Necht; (P, q) a (Q,a) 
jsou metricke prostory, /: P Q, A C P a a e A 1 . Potom / ma v bode a nejvyse 
jednu limitu vzhledem k mnozine A. 
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Dukaz■ Provedeme dukaz sporem. Predpokladejme, ze b\ , b 2 € Q, b\ ^ b 2 , jsou 
limitami zobrazenf / vzhledem k mnozine A. Zvolme s e (0, j(i(bi,b 2 )). Potom 
existuje 8 \ > 0 takove, ze platf 

Vx e A: (0 < dist(x,a) < 8\ =>• o{f{x),b \) < e). 

Dale existuje 82 > 0 takove, ze platf 

Vx e A: (0 < g(x,a) < 8 2 =>• a(f(x),b 2 ) < e). 

Dfky tomu, ze a e A', nalezneme x e A takove, ze 0 < q(x, a) < min(5i, S 2 )- Potom 
platf 

o{b x ,b 2 ) < a(b x , f(x)) + a(f(x), b 2 ) <2s< a(b lt b 2 ), 
coz je spor. ■ 

10.4.14. Oznacenf. Necht; (P, g) a (Q,a) jsou metricke prostory, /: P Q, A c 
P a a e A’. Pokud existuje limita zobrazenf / v bode a vzhledem k mnozine A, 
oznacujeme tuto limitu symbolem 

lim ^/(x). 

Je-li A = P, pfseme jen Y\m x ^ a fix). 

10.4.15. Veta (Heine). Necht' (P, q) a (Q, a) jsou metricke prostory, A C P a 
/: P -> Q. Necht' a e A! a 6 e Potom jsou nasledujfcf dva vyroky ekviva- 
lentnf. 

(i) Platf lim x ^a,xe.A /(x) — b. 

(ii) Pro kazdou posloupnost {x„} prvkumnoziny A\{a) splnujfcf limn-nx, x„ = 
a platf lim^oo f(x„) = b. 

Dukaz- (i) =► (ii) Zvolme s > 0. K nemu nalezneme 8 > 0 takove, ze 
Vx e A, x a: g(x,a) < 8 => a(f(x),b) < e. 

Dale existuje no^N takove, ze pro kazde n e N, n > no, platf x„ e ( B(a , 8) \ {a}) fl 
A. Tedy pro kazde n eN,n > no, platf /(x„) e B(b, s). 

(ii) =>- (i) Predpokladejme pro spor, ze existuje s > 0 takove, ze 

VS > 0 Ex e A, x/(i:x€ B(a,8 ) A /(x) ^ B{b,e). 

Necht; n e N. Polozme 8 = K tomuto 8 nalezneme prvek x„ splnujfcf x„ e 
( B(a , £) \ {a}) fUa /(x„) ^ B(b,e). Potom posloupnost {x„} splnuje x„ —> a v 
prostoru (P, p), ale nenf pravda, ze /(x„) bv prostoru (Q, a). ■ 

10.4.16. Veta. Necht' ( P, q) a (Q, a) jsou metricke prostory a /: P -> Q je spojite 
zobrazenf. Necht; {x„}je posloupnost prvku P a x e P je takove, ze lim,,-*,*, x„ = 
x. Potom lim„^oo /(x„) = /(x). 


Dukaz. 
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10.4.17. Necht; (P, q) je metricky prostor a f,g:P —» Rjsou zobrazeni definovana 
na P s hodnotami v M. Necht; a^elaici. Predpokladejme, ze plati 

lim f(x) = a a lim g(x ) = B. 

x-*a,xeA x^a,xeA 

Potom 

(a) lim x^a,xeA(f(x) + g(x )) = a + 

(b) lim x ^ a , xeA (f(x)-g(x))^a-P; 

(c) jestlize fi 0, pak lim x -> a ,xeA = f • 

10.4.18. Zcela obdobne tvrzeni jako ve Vete |10.4.15| plati i pro spojitost funkce v 
danem bode. 

10.4.19. Veta (vztah mezi limitou a spojitosti v bode). Necht; (P, q) a (Q, a) jsou 
metricke prostory, A C P a / je zobrazeni z prostoru P do prostoru Q. Necht; 
a e A fl A! fl D(f). Potom zobrazeni / je spojite v a vzhledem k mnozine A prave 
tehdy, kdyz ]\m x ^ ayX . eA f(x) = f{a). 

10.4.20. Veta (o spojitosti slozeneho zobrazeni v bode). Necht; (X, q), (Y, a) a 
(Z, r) jsou metricke prostory, /: I 7 ag: 7 ^ Z. Necht' A c X, a e A, 
B CY, f{a) e B a plati: 

• existuje 8 > 0 takove, ze /(P(a, S) fl A) c B\ 

• / je spojite v bode a vzhledem k A; 

• gje spojite v bode /(a) vzhledem k B. 

Potom zobrazeni go f je spojite v bode a vzhledem k A. 

10.4.21. Veta (o spojitosti slozeneho zobrazeni). Necht; (V, q), (F, a) a (Z, r) jsou 
metricke prostory, /: X —»• Y je spojite a g: 7 —> Z je spojite. Potom zobrazeni 
g o f : X -► Z je spojite. 

Dukaz. Necht; G C Z je otevrena mnozina v prostoru (Z, r). Zo brazen i g je spojite, 
a tedy podle vety o charakterizaci spojiteho zobrazeni (Veta |10.4.6| , (i) =>(ii)), je 
g _1 (G) otevrena mnozina v prostoru (F, a). Zobrazeni / je spojite, takze podle teze 
vetyje mnozina f~ l ig~ l iG)) otevrena v prosto ru (V, q). Protoze (g o f)~ l iG) = 
/ -1 (g~ x (G)), plyne odtud pomoci Vety |l0.4di| , (ii) =>• (i), ze zobrazenigo /: X —> 
Z je spojite. ■ 

10.4.22. Veta (o limite slozeneho zobrazeni). Necht; (V, q), (F, a) a (Z, r) jsou me¬ 
tricke prostory, / je zobrazeni z X do F a g je zobrazeni z F do Z. Necht' A C X, 
aeA',B<zY,beB',ceZdi plati 

• existuje 8 > 0 takove, ze fiA fl (5(a, 8) \ {a})) C B; 

• bm^-^a^g^ fix) = b-, 

• lim y ^.b,yeB giy) = c. 

Necht'je splnena alespon jedna z nasledujicich podminek: 

(P) existuje r) > 0 takove, ze pro kazde x e B(a, if) fl A, x ^a, plati fix) b\ 
(S) zobrazeni gje spojite v bode b vzhledem k mnozine B. 
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Potom platf 

° = C ' 

10.4.23. Priklad. Necht; X = M 2 , Y = R 2 , Z = R, q a a jsou eukleidovske metriky 
na R 2 a x je eukleidovska metrika na R. Necht' zobrazenf F : R 2 —»• R je definovano 
predpisem 

x 4 + y 2 . pokud bud' x ^ 0 nebo y ^ 0; 

0, pokud x = y = 0. 

(a) Necht; k e M, k ^ 0. Dokazte, ze 

lim F(x,kx) = 0. 

jr-s-0 

(b) Dokazte, ze 

lim F(x, x 2 ) = \ 

10.4.24. Definice. Necht; (P, q) a (Q, a) jsou metricke prostory a /: P —> Q je 
zobrazenf definovane na P s hodnotami v Q. Rekneme, ze zobrazenf / je homeo- 
morfismus, jestlize je proste a na, navfc je spojite a zobrazenf f~ x : Q -*■ P je take 
spojite. Rekneme, ze prostory ( P, q) a (Q,o) jsou homeomornf, jestlize existuje 
homeomorfismus /: P —> Q. 

10.4.25. Definice. Necht' (P, q) a (Q,a) jsou metricke prostory a /: P Q je 
zobrazenf. Rekneme, ze zobrazenf / je stejnomerne spojite na P, jestlize platf 
vyrok 

Ve > 0E5 > 0 Vx,y e P, q(x, y ) <8: p(f(x),f (y)) < e. 

10.4.26. Definice. Necht; (P,q) a (Q,a) jsou metricke prostory a / : P -*■ Q. 
Rekneme, ze zobrazenf / je lipschitzovske, jestlize 

BK > 0 Vx, y e P : a(f(x), f(y)) < K e (x, y). 

10.4.27. Priklad. Dokazte, ze kazde lipschitzovske zobrazenf je stejnomerne spo¬ 
jite a ze opacna implikace neplatf. 

Reseni Necht' /: (P, q) ->-)g, a) je lipschitzovske zobrazenf mezi metrickymi pro¬ 
story. Zvolme s > 0 a polozme 8 = Potom pro kazde x,y e P splnujfcf 
q(x, y) < 8 platf 

<j(f(x),f(y))<K e (x,y)<K8 = e. 

Odtud plyne, ze zobrazenf / je stejnomerne spojite. 

K dukazu druheho tvrzenf vyuzijeme vlast nostf fu nkce f(x) = «Jx, x e [0,1]. 
Funkce / je zrejme spojita, a tedy podle Vety take stejnomerne spojita na 

[0,1]. Predpokladejme, ze / je lipschitzovska na [0,1], tedy ze existuje K takove, 


F(x,y) = 


Wx,y e [0,1]: \y[x-Jy\ < K\x - y\. 
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Tento vztah musi platit take pro specialni volbu x = 0, tedy 
Vy e (0,1]: */y<Ky, 


to jest 

Vy e (0,1]: * : < K. 

yfy 

Tento odhad ale zrejme neplati, takze dostavame spor. Odtud plyne, ze funkce / 
neni lipschitzovska na [0,1]. * 


10.4.28. Veta. Necht; P a Q jsou metricke prostory, fg: P —> Q jsou spojita zob¬ 
razeni a M c P je husta v P. Jestlize / = g na M, pak / = g na celem P. 

Dukaz. Zvolme x € P. Pak z hustoty M plyne existence posloupnosti {x n } prvku 
mnoziny M splnujici x n —► x. Tedy fix) = lim f(x n ) = limg(a:„) = ^(a). ■ 


10.4.29. Veta. Necht' ( P , q ) a ( Q , a) jsou metricke prostory, Q je uplny, f:P-+ 
Q, A c P a a e A'. Pak limita lim x ^. a , xe A f(x) existuje, prave kdyz je splnena 
nasledujici (Bolzanova-Cauchyova) podminka: 

Ve > 0 E<$ > 0 Va:,y e (B(a,8) \ {a}) n A: a(f(x),f(y)) < e. 


Dukaz. =k Oznacme z = lim x ^-a,xeA fix). Zvolme e > 0. K nemu nalezneme 8 > 0 
takove, ze 

Vy € (B(a, 8) \ { a }) n A: a(f(x),z) < ^e. 

Pro libovolna x,y e (B(a , 8) \ {a}) n A potom plati 

a(f(x), /(y)) < a(f(x),z) + a(z, /(y)) < \ e + \ e = s - 

4= Protoze a e A', existuje posloupnost {x n } prvku mnoziny A \ {a} takova, ze 
x n —> a. Snadno overime, ze posloupnost {f(x n )\ je cauchyovska: Zvolme s > 0. 
Necht; 8 > 0 je prislusne 8 z Bolzanovy-Cauchyovy podmmky. Existuje Hq e N 
takove, ze x„ e B(a, 8) pro kazde n > no. Tedy o(/(x„), f(x m )) < s kdykoli m,n > 
n 0 . Protoze prostor Q je uplny, existuje y = lim „^.oof(x n ) € Q. Ukazeme, ze 
lim x ^ a , xeA fix) = y- 

Zvolme libovolne s > 0. Pak existuje 8 > 0 takove, ze a(f(u), f (v)) < | pro 
kazde u, v e (B(a,5) \ {a}) n A. Dale existuje n 0 e N takove, ze x n € Bia,8) 
pro kazde n > no, a «i > no takove, ze a(/(x„), y) < § pro kazde n > m. Tedy 
<*ifix),y) < oifix), fix ni ))+aifix ni ),y) < eprokazdea: e (5(a,S)\{a})n^. ■ 

10.4.30. Veta. Necht; (P, p) a (Q,a) jsou metricke prostory, Q je uplny, M c P 
je husta v P a f: M -> Q je stejnomerne spojite zobrazeni. Pak existuje spojite 
rozsireni / na cele P. Toto rozsireni je urceno jednoznacne aje stejnomerne spojite 
naP. 


Dukaz. Zobrazeni / zrejm e splnuje vkazdem bode a e P\M Bolzanovu-Cauchyovu 
podminku z Vety |10.4.29| . Muzeme tedy polozit gia) = fia) pro a e M a gia) = 
lim x ^. a , x eM fix) pro a e P\M. Ukazeme, ze takto definovane zobrazeni g: P —>■ 
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Q je stejnomerne spojite na P. Zvolme s > 0 libovolne. Pak existuje <5 > 0 tako¬ 
ve, ze a(f(u),f(v)) < | kdykoli u,v e M a q(u,v ) < 8. Necht; nyni x,y e P, 
q(x, y ) < Je-li x e M, polozme xi = x. V opacnem pfipade existuje 0 < 5i < | 
takove, ze<r(g(x),/(w)) < | kdykoli u e B(x, S\)HM. Zhustoty M tcdy plyne exis¬ 
tence x\ e M splnujiciho q{x,x i) < | a f(x\)) < Obdobne obdrzime 

yi e M splnujici g(y, yi) < | a <r(g(y), /(yi)) < |. Z trojuhelnikove nerovnosti 
plyne 

e(xuy%) < q(x u x) + q(x, y) + Q(y,yi) < 8. 

Dohromady tedy mame 

ff(g(t). g(y)) < <r(g(x), fix i)) + a{f{x i), /(yi)) + a(/(yi), g(y)) < e. 

Jednoznacnost rozsireni plyne z Vety |10.4.28| . ■ 


10.5. Kompaktni prostory 

10.5.1. Definice. Rekneme, ze metricky prostor (P, g) jc kompaktni, jestlize z kaz- 
de posloupnosti prvku z P lze vybrat konvergentni podposloupnost. Rekneme, ze 
mnozina K C P je kompaktni v P, jestlize je metricky prostor ( K, q) kompakt¬ 
ni, tedy jestlize z kazde posloupnosti prvku z K lze vybrat podposloupnost, ktera 
konverguje v P a jejiz limita je prvkem K. 

10.5.2. Priklad. V kazdem metrickem prostoru je kazda konecna mnozina kom¬ 
paktni. 

Resent. Necht' (P,p)je metricky prostor a A c P je konecna. Necht; {y„J je posloup- 
nost prvku z A. Potom existuje alespon jeden prvek x e A, ktery se v posloupnosti 
{x n } vyskytuje nekonecnekrat. Posloupnost {x n } tudiz obsahuje konstantni, a tedy 
konvergentni podposloupnost. * 

10.5.3. Veta. Necht; metricky prostor ( P, q) obsahuje nekonecnou mnozinu A spl¬ 
nujici 

> 0 Vx, y e A, x y : q(x, y) > 8. 

Potom P neni kompaktni. 

Dukaz. Z predpokladu vety vyplyva, ze existuje prosta posloupnost {x n } prvku A. 
Predpokladejme, ze P je kompaktni. Potom existuje podposloupnost {x „ k } po¬ 
sloupnosti {x n } a prvek x e P takove, ze x n/c -x x. Nalezneme ko takove, ze pro 
kazde k > ko plati Q(x„ k ,x) < |. Potom pro k > ko plati 

S < e(x k , x k+1 ) < Q(x k , x) + q{x, x k+1 ) < 8 - + = 8, 

coz je spor. Prostor P tedy neni kompaktni. ■ 

10.5.4. Priklad. Necht; P je mnozina. Dokazte, ze metricky prostor ( P. pd; s k r ) je 
kompaktni prave tehdy, kdyz je P konecna. 
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Resent =>• Predpokladejme, ze mnozina P je nekonecna. Pr o kazd e x,y e P, 
x ^ y, platf g(x,y) = 1. Je tedy splnena podmfnka z Vety |10.5.3| pro 3=1. 
Prostor ( P , Pdiskr) tedy nenf kompaktnf. 

-<= Tato implikace plyne z Prfkladu |10.5.2| . * 

10.5.5. Veta. Kazdy uzavreny interval je kompaktm v R. 

Dukaz. Necht; a.b e R, a < b, a necht; {x n } je posloupnost prvk u z [a,b\. Potom 
je {x n } omezena. Die Bolzanovy-Weierstrassovy vety (Veta |2.4.8[ ) existuje podpo- 
sloup nost {x nt } posloupnosti { x n } a prvek x e R takove, ze x nk —» *. Podle Prf- 
kladu |l0.3.2| je [ a,b ] uzavrena mnozina. Tedy x e [a,b\. Odtud plyne, ze [a,b\ je 
kompaktm mnozina vR. ■ 

10.5.6. Veta. Necht; (P, q) je metricky prostor a K c P je kompaktm. Potom je 
mnozina K uzavrena. 

Dukaz. Necht; {x n } je posloupnost prvku mnoziny K takova, ze lim x n = y, kde 
y e P. Protoze K je kompaktm, existuje podposloupnost {x n/c } , ^L 1 posloupnosti 
{x n } a prvek x e K takove, ze lim^^oo x„ k = x. Z vety o jednoznacnosti limity 
(Veta |l0.2.4| (b)) plyne x = y, takze y e K. To podle definice znamena, ze mnozina 
^Tje uzavrena. ■ 

10.5.7. Veta. Necht' (P, g) je kompaktm metricky prostor. Potom platf: 

(a) Prostor P je omezeny. 

(b) Kazda uzavrena podmnozina prostoru P je kompaktnf. 

Dukaz. (a) Predpokladejme, ze prostor P nenf omezeny. Zvolme libovolne .re P. 
Protoze diam P = oo, existuje pro kazde n e N prvek x n e P takovy, ze g(x, x n ) > 
n. Protoze P je kompaktnf prostor, existujf podposloupnost {x„ k }^ =l posloupnosti 
{x n } a prvek y e P takovy, ze lim^^oo x nk = y. Tedy existuje ko € N takove, ze 
pro kazde k e N, k > ko, platf g(y,x„ k ) < 1. Necht; k e N, k > ko, je takove, ze 
rik > g(x,y) + 1. Potom 

< e(x, X„ k ) < q(x, y) + e(y, Xn k ) < e(x, y) + 1 < n k . 

coz je spor. Prostor P je tedy omezeny. 

(b) Necht; F C P je uzavrena mnozina a {x„} je posloupnost prvku F. Potom 
je {x„} take posloupnost prvku kompaktnfho prostoru P, takze existujf podpo¬ 
sloupnost {xn^^L i posloupnosti {x n } a prvek x e P takovy, ze lim^oo x n/c = x. 
Protoze F je uzavrena, platf x e F. Mnozina F je tedy kompaktnf v P. ■ 

10.5.8. Veta (charakterizace kompaktnosti v R”). Necht; n e N. Mnozina K je 
kompaktnf v R" prave tehdy, kdyz je omezena a uzavrena. 

Dukaz. => Tato implikace plyne z Vety |10.5.7| (a) a z Vety |10.5.6| . 

-<= Pouzijeme matematickou indukci podle n. 

Necht; n = la je posloupnost prvku z K. Mnozina K je omezena, a tedy 
i posloupnost {x k } je omezena. Podle Bolzanovy-Weierstrassovy vety (Veta |2.4.8| ) 
lze z posloupnosti {x k } vybrat konvergentnf podposloupnost s limitou y e R. 
Mnozina K je uzavrena, a tedy y e K. Odtud plyne, ze K je kompaktnf v R. 
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Nyni predpokladejme, ze tvrzeni plati pro nejake n e N. Necht; K c R" +1 = 
R" x R je omezena a uzavrena mnozina a {x k } je posloupnost prvku z K. Oznacme 
x k = [a k ,b k ], kde a k e R" a b k e R. Definujme zobrazenf tii : R" +1 ->• R" a 
n 2 : R" +1 ->• R predpisy 

7Tl(*l.*B + l) = 7T 2 (Ti, . . . ,X„ + l) = X„+1. 

Mnoziny jri(X) a jsou omezene, nebot' pro kazde x,y e K platf 

Q2(ni(x),ni(y)) <Q 2 (x,y)< diam K 


a 

ei{n 2 {x), n 2 (y)) < Qi{x,y) < diam K. 

Podlc Vcty [To73~4T1 (f) je mnozina m ( K ) take omezena. Podle indukcniho predpo- 
kladu je mnozina kompaktni. Z posloupnosti {a k } vybereme konvergentni 

podposloupnost {a kj }JL 1 , kde {kj}j^ =1 je rostouci posloupnost prirozenych cisel. 
Limitu posloupnosti {a k j}JL x oznacime symbolem a. Potom a e jti(K). Oznacme 

c 7 = a kj , d J = b kj a y 7 = [c 7 , d J ], j e N. 

Posloupnost {d 7 } je omezena, nebot; je podmnozinou omezene mnoziny jv 2 (K). 
Existuje tedy rostouci posloupnost prirozenych cisel a prvek d e R takove, 

ze lim^oo d 7/ = d. Potom 

Km y il = Km [c jl ,d il ] = [a,d], 

a {y-’ , }'£L 1 je vybrana podposloupnost z {.v*}. Mnozina K je podle predpokladu 
uzavrena, a proto [a, d] e K. Odtud plyne, ze K je kompaktni v R" +1 . ■ 

10.5.9. Tvrzenf Vety |10.5.8| neplati pro obecne metricke prostory. Napriklad libo- 
volna nekonecna mnozina v diskretnim metrickem prostoru je omezena a uzavre¬ 
na, avsak nikoli kompaktni. Nasledujici priklad popisuje takovou situaci v pffpade 
velmi duleziteho prostoru. 

10.5.10. Priklad. Dokazte, ze mnozina B{ 0,1), kde 

B(0, 1) = {/ e C([0,1]); Vx e [0,1]: |/(jc)| < 1}, 
je v metrickem prostoru ('€ ([0,1]), p sup ) omezena a uzavrena, avsak nikoli kompakt- 


Reseni Mnozina B( 0 , 1 ) je zrejme omezena. Podle Vcty |l0.3.4l| (d) je take uzavrena. 
Pro kazde n e N definujme funkci /„: [0,1] —> R predpisem 


fn(x) = 


X 6 [ 0 , £]; 

1 ]. 
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Zrejme plati /„ e 5(0,1) pro kazde n e N. Necht: m,n e N, m < n. Potom 1 — 
2 m ~ n > a tedy 

esupC fn, fm) > \M&) | = 1 - 2™-" > ~. 

Z Vety |10.5.3| tedy plyne, ze 5(0,1) neni kompaktni. * 

10.5.11. Veta (spojity obraz kompaktu). Necht: (5, q) je kompaktni metricky pro- 
stor, (Q,(t) je metricky prostor a /: P -» g je spojite zobrazeni. Potom /(5) je 
kompaktm mnozina. 

Dukaz. Necht: {y„J je posloupnost prvku mnoziny f(P). Potom pro kazde n € N 
existuje x„ e P takove, ze f(x„) = y„. Protoze P je kompaktm, existuje rostouci 
posloupnost {ni c }'^L 1 a prvek x e P takove, ze lim^^oo x„ k = x. Ze spojitosti zob¬ 
razeni / plyne, ze lim^,*;, f(x nk ) = f(x). Oznacime-li y = f(x), pak y e f(P) a 
plati limjfc-^oo y n/c = y. Z libovolne zvolene posloupnosti prvku f(P) jsme vybra- 
li konvergentni podposloupnost. Odtud plyne, ze mnozina f(P) je kompaktni v 

Q- ■ 

10.5.12. Veta. Nech( (P, q) je kompaktni metricky prostor, (Q,a) je metricky pro¬ 
stor a /: P ->• Q je spojite zobrazeni. Potom / je stejnomeme spojite. 

Dukaz. Predpokladejme, ze / neni stejnomeme spojite. Potom exituje e > 0 a po¬ 
sloupnosti {x n }, {y„} prvku z P splnujici Q{x n ,y n ) < \ a o{f{xn),f(j n )) > e. 
Z kompaktnosti P plyne, ze existuje podposloupnost {x„ k } posloupnosti {x„J a 
x e P takove, ze x„ k x. Potom take y„ k x, nebot' 

e(x,y nic ) < e(x,x„ k ) + Q(x„ k ,y nk ) o. 

Ze spojitosti / tudiz plyne, ze f(x nk ) —> f(x) a f(y nk ) fix). Nalezneme k e N 

takove, ze o{f{x nk ), f(x)) < | a a(f(y„ k ), fix)) < §. Potom 

s < oifiXn k ), fiyn k )) < oifiXn k ), fix)) + CT(/(jn*), /(*)) < | | = e, 

coz je spor. Zobrazeni / je tedy stejnomeme spojite. ■ 

10.5.13. Definice. Necht: (5, p) je neprazdny metricky prostor a /: 5 R. Rek- 
neme, ze zobrazeni / nabyva sveho maxima na P, jestlize existuje x e P takove, 
ze fix) > fiy) pro kazde y € P. Obdobne rekneme, ze / nabyva sveho minima 
na 5, jestlize existuje x e P takove, ze fix) < fiy) pro kazde y e P. 

10.5.14. Veta. Necht: (5, p)je neprazdny kompaktni metricky prostor a /: P -»• R 
je spojite zobrazeni. Potom / nabyva na P sveho maxima i minima. 

Dukaz. O znacm e y = sup /(5). Podle Vety |10.5.11| je f(P) kompaktni, a tedy 
die Vety [i057| (a) omezena mnozina, takze y e M. Potom existuje posloupnost 
{y„} prvku z f(P) takova, ze limy„ = y. Pro kazde n e N existuje x„ e P tako¬ 
ve, ze / (x n ) = y n . Z kompaktnosti prostoru P plyne, ze existuje podposloupnost 
{x nk } ( kL\ posloupnosti {x n }ax e P splnujici lim^oo x„ k = x. Protoze / je spojite 
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zobrazenf, platf take lim*_ i . 00 f(x„ k ) = f (x). Podle vety o limite vybrane posloup- 
nosti platf lim^-yoo y„ k = y. Protoze pro kazde k e N platf / (x n/i ) = y nk , plyne 
odtud, ze f(x„ k ) = y. Z jednoznacnosti limity vyplyva, ze /(x) = y. Te- 

dy / nabyva na P sveho maxima. Obdobne lze dokazat, ze / nabyva na P sveho 
minima. ■ 

10.5.15. Predpoklad sp ojitosti z obrazenf i predpoklad kompaktnosti definicnfho 
oboru zobrazenf ve Vete |10.5.14| jsou dulezite. Nespojite zobrazenf nemusf naby- 
vat extremu ani na kompaktnf mnozine, prfkladem je funkce / definovana na kom- 
paktnf mnozine [0,1] predpisem 

lO, pokud x = 0, nebo x = 1, 

12x - 1, pokud x e (0,1). 

Spojite zobrazenf na nekompaktnf mnozine rovnez nemusf nabyvat svych extremu, 
prfkladem je funkce / definovana na (0,1) predpisem /(x) = x. 

10.5.16. Veta. Necht' (P, q) je kompaktnf metricky prostor, (Q, a) je metricky pro- 
stor a /: P —> Q je spojita bijekce. Potom / je homeomorfismus. 

Dukaz. Zobrazenf / je bijekce, a tedy je zobrazenf f~ l dobr e defin ovano na Q. 
Predpokladejme, ze F C P je u zavrena mnozina. Podle Vety |l0.5.7| (b) je F kom¬ 
paktnf v P. Tudfz je podle Vety |l0.5.1l| take mnozina / (F) kompaktnf, a tedy die 
Vety|05^ uzavrena v Q. Podle Vety |10.4.6| je zobrazenf / 1 spojite z Q do P. 
Zobrazenf / je tedy homeomorfismus. ■ 

10.5.17. Definice. Necht; ( P, q) je metricky prostor a E, F jsou jeho podmnoziny. 
Potom nezaporny prvek dist(£, F) mnoziny M* definovany predpisem 

dist(£, F) = inf{p(x, y)\ x e E, y e F} 
nazyvame vzdalenostf mnozin E a F. (Zde chapeme inf0 = oo.) 

10.5.18. Prfklad. Naleznete metricky prostor (P, q) a uzavrene disjunktnf mnozi¬ 
ny E, F c P takove, ze dist(£’, F) = 0. 

Resent. Polozme P=l, £ = Naf = {n+^;/ieN \ {!}}• Potom E a F jsou 
disjunktnf mnoziny via zrejme platf dist(£, F) = 0. Dale platf 

R\E = (—oo, 1) U 0(«,n + l) 

n =1 

a navfc podle Prfkladu |l0.3.12| je k azdy z in tervalu (—oo, 1) a (n,n + 1), n e N, ote- 
vrenou mnozinou v R. Podle V ety pV 3.1 5| (b) je tedy take R \E otevrena mnozina 
v R, takze podle Vety |l 0.3.1 7| je mnozina E uzavrena v R. Obdobne lze dokazat, 
ze take F je uzavrena mnozina v R. * 

10.5.19. Prfklad [To. 5. 18| ukazuje, ze dve disjunktnf uzavrene mnoziny mohou mft 
nulovou vzdalenost. Tato situace nemuze nastat, jestlize je a lespon je dna z mnozin 
kompaktnf. Tento fakt bude podrobne dokazan v Prfkladu |10.10.15| . 
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10.5.20. Definice. Necht; ( P, q) je metricky prostor. Necht; dale s > 0 a H c P. 
Rekneme, ze H je e-sit’ prostoru P, jestlize P = [J x€H B(x, e). Rekneme, ze prostor 
P je totalne omezeny, jestlize pro kazde e > 0 existuje konecna e-sit; prostoru P. 

Necht; A c P. Rekneme, ze mnozina A je totalne omezena v P, jestlize je 
prostor (A, q) totalne omezeny. 

10.5.21. Priklad. Dokazte, ze kazdy konecny metricky prostor je totalne omezeny. 
Resent Platnost tvrzeni bezprostredne vyplyva z definice totalni omezenosti. * 

10.5.22. Veta. Necht' ( P, q) je totalne omezeny metricky prostor. Potom je P ome¬ 
zeny. 

Dukaz. Z definice totalni omezenosti plyne, ze existuji me N a prvky xi,... ,x m e 
P takove, ze mnozina {x\,... , x m } je konecna 1-sit' prostoru P. Oznacme M = 
max{p(A,-,a; y ); i,j e N, 1 < i,j < m}. Necht; a, y e P. Potom existuji i, j e N, 
1 < i, j < m, takove, ze q(x, Xi) < 1 a g(y, Xj) < 1. Tedy 

e(x,y) < e(x,xi) + e(xi,xj) + e(xj,y) <i + m + i = m + 2, 

takze diam P < M + 2. Prostor P je tedy omezeny. ■ 

10.5.23. Priklad. Necht; ( P , Pdiskr) je diskretni metricky prostor. Dokazte, ze P je 
totalne omezeny prave tehdy, kdyz je konecny. 

Resent = » Z t otalni omezenosti P plyne, ze existuje konecna 1-sit' H C P. Z 
Prikladu |10.3.9| plyne, ze pro kazde x e P je B(x, 1) = {x}. Tedy plati 

p = U B(X, 1) = U M = H. 

xeH i6 H 

Odtud plyne, ze prostor P je kone cny. 

<= Tvrzeni plyne z Prikladu |10.5.21| . * 

10.5.24. Poznamka. Z Prikladu |l0. 5. 23| vyplyva, ze opacna implikace k implikaci 
uvedene ve Vete |10.5.22| obecne neplati, nebot; kazdy nekonecny diskretni metricky 
prostor je omezeny (viz Priklad [10. 3. 39| ), neni vsak totalne omezeny. 

10.5.25. Veta. Necht; ( P , q) je kompaktni metricky prostor. Potom je P totalne 
omezeny. 

Dukaz. Predpokladejme, ze P neni totalne omezeny. Potom existuje e > 0 takove, 
ze pro kazdou konecnou mnozinu C C P je 

P\ (J B(x,e)?9. 

xe C 

Zvolme x\ e P libovolne. Dale budeme pokracovat matematickou indukci. Necht; 
n e N. Predpokladejme, ze mame zvoleny prvky x \...., x n . Potom je mnozina 
P \ (J" =1 B(xi,s) neprazdna. Necht; x n +t je jeji libovolny prvek. Touto konstrukci 
ziskame posloupnost {x n } prvku mnoziny P splnujici q(xj , x/c) > e pro kazde j, k e 
N, j yt k. Z posloupnosti {x„} tedy nelze vybrat konvergentni podposloupnost, 
takze prostor P neni kompaktni. ■ 
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10.5.26. Veta. Metricky prostor (P, g) je kompaktnf prave tehdy, kdyz pro kazdy 
system § otevrenych podmnozin P splnujici P = [J§ existuje konecny system 
i/* C~§ takovy, ze P = (J . 

10.5.27. Poznamka. Necht' P je metricky prostor. O systemu i/, ktery splnuje 
P = \J~§, fikame, ze pokryva P nebo take, ze je pokrytim P. Jestlize pokryti V 
prostor u P sest ava z otevrenych mnozin, fikame, ze jde o otevrene pokryti. Tvrze- 
ni Vety |l0.5.26| lze pak preformulovat nasledujfcfm zpusobem. Metricky prostor je 
kompaktnf prave tehdy, kdyz z kazdeho jeho otevreneho pokryti lze vybrat konec- 
ne pokryti. 

Dukaz Vety [/ 0.5.2f\ => Nejp rve dokazeme, ze plati nasledujici vyrok: 

Bn e N V* e P EG e B(x, 2) c G. (10.8) 

Predpokladejme, ze ( |10.8| ) neplati, potom tedy 

V« e N E x n e PVGe$: B(x n , 2) <£ G. 

Odtud ziskavame posloupnost \x n \. Diky kompaktnosti prostoru P muzeme na¬ 
lezt podposloupnost {x„ k }£1 t posloupnosti {x n } a prvek x e P takove, ze lim^,*, x r 
x. K prvku x nalezneme mnozinu G e § splnujici x e G. Protoze G je otevrena, 
muzeme nalezt S > 0 takove, ze B(x, S) C G. K tomuto 5 nalezneme k e N takove, 
ze nk > | a g(x„ k ,x) < |. Potom pro kazde y e B(x„ k , ^-) platf 

Q(x,y) < g(x,x„ k ) + g(x„ k ,y) < ^ + — < ^ + ^ = <5, 

2 n k 2 2 

takze 

B{x nk ,^) C B(x,3) C G, 

coz je spor. Tim je dokazana platnost vyroku ( |10.8| ). Ke kazdemu x e P tedy lze 
nalezt mno zinu G x e § takovou, ze B(x, 2) c G x . Prostor P je kompaktnf, a tedy 
podle Vety |10.5.25| take totalne omezeny. To znamena, ze v nem existuje konecna 
2-sit; {xi ,.... Xm} pro nejake m e N. Polozme 
§* = {G Xi ,; i 

Potom §* je konecny podsystem systemu § a plati 

P c\jB(xi,±)c\jG Xi . 

i =1 i = 1 

System §* tedy predstavuje konecne podpokryti prostoru (P, g). 

A= Oznacme A = {x„; n e N}. Predpokladejme, ze existuje y e P takove, ze 
pro vsechna r > 0 je mnozina B(y, r) fl A nekonecna. Pak existuje «i € N splnujici 
x ni e B(y, 1). Predpokladejme, ze pro nejake k e N mame zvolena prirozena 
cisla ni,... ,nk-i . Protoze B(y, n A je nekonecna mnozina, existuje n* € N, 
n/c > nk- 1 , splnujici x nk e B(y, 4). Timto zpusobem dostaneme indukci rostouci 
posloupnost prirozenych cisel {nk}^ =1 splnujici x„ k e B(y, 1) pro kazde k e N. 
Potom je ale {x„ k }'j*L l podposloupnost posloupnosti {x„} splnujici lim^^ x„ k = 
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y. Nynf predpokladejme, ze pro kazde y e P existuje r y > 0 takove, ze B(y, r y ) fl 
A je konecna mnozina. Pro kazde y e P je mnozina B(y, r y ) otevrena a navfc 
zrejme platf P = UyeP 5(y, r y ). System { B(y, r y )} y€ p tudfz predstavuje otevrene 
pokrytf prostoru (P, q), a tedy podle predpokladu existuje konecna mnozina F C 
P takova, ze P = UyeF r y )• Platf 

A = in P = 4n|J B(y, r y ) = (A n B(y, r y )), 

yeF yeF 

takze A je konecna mnozina, nebot' je rovna konecnemu sjednocenf konecnych 
mnozin. Odtud vyplyva, ze se alespon jeden prvek mnoziny A vyskytuje v po- 
sloupnosti {x n } nekonecnekrat. Posloupnost {x n } tudfz obsahuje konstantnf, a tedy 
konvergentnf podposloupnost. V obou prfpadech jsme nalezli konvergentnf pod- 
posloupnost libovolne zvolene posloupnosti prvku P, prostor P je tedy kompakt- 
nf. ■ 


10.5.28. Dusledek (Borel). Necht; a, b e M, a < b. Necht; $ je system neprazdnych 
otevrenych intervalu splnujfcf [a , b] C (J $■ Pak existuje konecny system $* C. d 
takovy, ze [a, b\ C (J $*. 

Dukaz■ Tvrzenf bezprostredne vyplyva z Vety |10.5.5| a Vety |10.5.26| . ■ 


10.6. Uplne prostory 

10.6.1. Z Kapitoly||vfme, ze posloupnost realnych cfsel (a„}je konvergentnf prave 
tehdy, kdyz splnuje Bolzanovu-Cauchyovu podmfnku 

Ve > 0 E«o € N V/m, n e N, m,n >no'. \a m — a„\ < s. 

V tomto odstavci budeme studovat otazku, ve kterych metrickych prostorech platf 
analogic tohoto tvrzenf. 

10.6.2. Definice. Necht; (P, q) je metricky prostor a {x„} je posloupnost prvku P. 
Rekneme, ze {x n } splnuje Bolzanovu-Cauchyovu podmfnku (prfpadne, ze je cau- 
chyovska), jestlize platf 

Ve > 0 3n 0 € N Vm ,n e N, m,n > no: Q(x m ,x n ) < s. (10.9) 

10.6.3. Vyrok ( |10.9[ ) je ekvivalentnf vyroku 

3K > 0 Ve > 0 E« 0 € N Wm,n e N, m,n > no'. 6(x m ,x„) < Ks. 

Dukaz l ze proy est obdobne jako v prfpade limity posloupnosti realnych cfsel (vizte 
Lemma ^.2.19| ). 

10.6.4. Veta. Necht; ( P, q) je metricky prostor a {x n } je konvergentnf posloupnost 
prvku P. Potom {x n } splnuje Bolzanovu-Cauchyovu podmfnku. 
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Dukaz. Necht: x e P splnuje lim x„ = x. Necht: s > 0. Potom existuje «o e N 
takove, ze pro kazde n e N, n > no, plati q(x„,x) < e. Pak pro kazde m.n e N, 
m,n > no, plati 

6(xn,x m ) < e(x n ,x) + e(x m ,x) < e + e = 2s, 
a tedy posloupnost {x„} podle |10.6.3| splnuje Bolzanovu-Cauchyovu podminku. 

■ 

10.6.5. Priklad. Necht' P je mnozina a {x n } je posloupnost prvku P. Dokazte, ze 
{x n } je cauchyovska v (P, paiskr) prave tehdy, kdyz existujl x e P a no e N takove, 
ze pro kazde n € N, n > no, plati x n = x. 

Resent. => Polozme e = 1. Z Bolzanovy-Cauchyovy podmmky plyne, ze existuje 
no e N takove, ze pro kazde m,n e N, m,n > no, plati Q(x m ,x n ) < l.Z defini- 
ce diskretni metriky vyplyva, ze pro kazda takova m,n plati x n = x m . Odtud jiz 
snadno plyne d okazov ana implikace. 

<S= Z Vcty [T0T4| ( a) vime, ze posloupnost {x„} je v (P, £Miskr) konvergentni. 
Podle Vety |10.6.4| je tedy v tomto prostoru cauchyovska. * 

10.6.6. V dukazu Vety |10.6~4|j sme videli, ze dukaz nutnosti Bolzanovy-Cau chyovy 
podminky pro konvergenci posloupnosti realnych cisel, jak jej zname z Vety [2.4.27| , 
je mozne s nadno zobecnit pro obecny metricky prostor. V dukazu opacne impli¬ 
kace Vety |2.4.27| , tedy v dukazu toho, ze Bolzanova-Cauchyova podminka pro 
posloupnost realnych cisel implikuje jeji konvergenci, jsme vsak podstatnym zpu- 
sobem vyuzili pojmu limes superior a limes inferior, ktere zavisi na usporadani 
realnych cisel, coz je vlastnost, kterou v obecnem metrickem prostoru nemame 
k dispozici. Neni tedy prilis prekvapive to, ze vyse zminena implikace pro obec¬ 
ny metricky prostor neplati. Vzhledem k jeji dulezitosti vsak stoji za to vymezit 
tridu prostoru, ve kterych zustava v platnosti. 

10.6.7. Definice. Rekneme, ze metricky prostor (P, q) je uplny, jestlize kazda cau¬ 
chyovska posloupnost prvku z P je konvergentni. 

10.6.8. Priklad. Dokazte, ze metricky prostor TR je uplny. 

Resent Tvrzeni plyne z Vety |2.4.27| . * 

10.6.9. Priklad. Dokazte, ze metricky prostor (0,1) neni uplny. 

Resent Pro n e N \ {1} polozme x n = 4. Potom {x„}^ 2 je posloupnost prvku z 
(0,1). Zvolme e > 0. K nemu nalezneme n 0 e N splnujici ^ < £. Potom pro kazde 
m,n e N, m,n > no, plati 


Odtud plyne, ze posloupnost {x n } je cauchyovska v (0,1). Dokazeme, ze {x „} neni 
konvergentni v (0,1). Predpokladejme, ze x € (0,1). Potom existuje «i e N takove, 
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ze Jj- < x. Oznacme s = x — Pak e > 0 a pro kazde n e N, n > ni, plati 
\x n - x\ = x - i > x - = e, 

a tedy lim x n ^ x. Protoze x e (0,1) bylo zvoleno libovolne, posloupnost {x n } 
nema v prostoru (0,1) limitu, a tedy v nem neni konvergentni. Prostor (0,1) tedy 
neni uplny. * 

10.6.10. Priklad. Dokazte, ze metricky prostor M" je uplny vzhledem ke kterekoli 
z metrik qi, Q 2 a Poo- 

Reseni. Vzhledem k 


10.6.11. Priklad. Dokazte, ze diskretni metricky prostor ( P, pd; s k r ) je uplny. 

Reseni Tvrzeni plyne z Prikladu |10.6.5| a Prikladu |10.2.5| . * 

10.6.12. Veta (vztah kompaktnosti a uplnosti). Necht; (P, q) je kompaktni metricky 
prostor. Potomje P uplny. 

Dukaz. Predpokladejme, ze {x„J je cauchyovska posloupnost v P. Potom z kom¬ 
paktnosti plyne, ze existuji podposloupnost {x nk }^ =x posloupnosti {x n } a bod 
x e P takove, ze limj-^oo x„ k = x. Zvolme s > 0. Potom z Bolzanovy-Cauchyovy 
podminky plyne, ze existuje no e N takove, ze pro kazde m, n e N splnujici m > no 
an > no plati Q(x n ,x m ) < s. Diky konvergenciposloupnosti {x,,^}^ dale existuje 
ko e N takove, ze pro kazde k e N, k > ko, plati Q(x nk , x) < e. Protoze {nfc}£je 
rostouci posloupnost prirozenych cisel, existuje k e N, k > ko, takove, ze n* > no- 
Potom pro kazde n e N, n > no, diky trojuhelnikove nerovnosti plati 
Q(x„,x) < Q(x„,Xn k ) + Q(x„ k ,x) < £ + S = 2e. 

Odtud plyne, ze lim x„ = x. Dokazali jsme tedy, ze kazda cauchyovska posloup¬ 
nost v P je konvergentni. Prostor P je tedy uplny. ■ 

10.6.13. Poznamka. Opacna implikace ve Vctc |l 0.6.1 2| neplati. Prikladem je ne- 
konecny diskretni prostor, ktery je uplny, ale nem kompaktni. 

10.6.14. Priklad. Dokazte, ze metricky prostor [0,1] je uplny. 

Reseni Platnost tvrzeni bezprostredne vyplyva z Vety |10.6.12| a Vety |10.5.5| . * 

10.6.15. Veta. Necht' (P,q) je uplny metricky prostor a M C P. Potom prostor 
(M, q) je uplny prave tehdy, kdyz M je uzavrena. 

Dukaz. =k Necht; {x„} je posloupnost prvku z M, x e P a lim x„ = x . Posloup¬ 
nost {x n } je tedy konvergentni v prostoru ( P, q), a tedy podle Vcty |10.(k4| je v tomto 
prostoru take cauchyovska. Tim padem je cauchyovska take v prostoru (M, q). To 
je uplny metricky prostor, takze existuje y e M takove, ze 1 im x„ = y v prostoru 
(M, q). Tim spise plati lim x„ = y v prostoru (P, q). Protoze v metrickem prostoru 
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je limita urcenajednoznacne (vizte Poznamku |10.4.13[ ) , musi pladt x = y. Mnozi- 
na M je tedy uzavrena. 

-<= Necht: {x„} je posloupnost prvku z M, ktera je cauchyovska v prostoru 
(M, p). Potom je {x„} cauchyovska take v prostoru ( P,q ), coz je uplny metricky 
prostor, a tedy je v tomto prostoru konvergentnf. Tudiz existuje x e P takove, ze 
limx„ = x v (P, q). Protoze M je uzavrena mnozina v ( P, q) a pro kazde n e N 
plati x n e M, musf byt x e M. Tedy lim x n = x take v ( M , q), takze (M, q) je uplny 
metricky prostor. ■ 

Uplnost metrickeho prostoru zasadnfm zpusobem zavisf na zvolene metrice. 
Tento fakt ilustruji nasledujfci dva prfklady. 

10.6.16. Prfklad. Nechfa,^ e M, a < b. Dokazte, ze metricky prostor (C([a,b]), p sup ) 
je uplny. 

Resent. Necht' {/„} je cauchyovska posloupnost v prostoru 05([a, b]), p sup ). Potom 
je pro kazd e x € ]a , b] posloupnost realnych cisel {f n (x)\ cauchyovska vl, a tedy 
podle Vety |2.4.27| ma v R vlastni limitu, kterou oznacime symbolem /(x). 

Zvolme s > 0. Potom existuje no e N takove, ze pro kazde m,n e N, m > no, 
n > n 0 , aprokazdex e [a, b] plati |/ n (x)-/ m (x)| < e, atedy take |/„(x)-/(x)| < s. 
Dokazeme, ze funkce / je spojita na [a, b]. Zvolme libovolne y e [a, b] a s > 0. K 
tomuto s nalezneme no € N takove, ze pro kazde x e [ a,b ], |x — y\ < s, plati 
\fn 0 (x ) — /(x)| < s. Funkce f„ 0 je spojita na [a,b], a tedy existuje 8 > 0 takove, 
ze pro kazde z e [a,b], \z - y\ < 8, plati |/„ 0 (z) - f no (y) I < £• Potom pro kazde 
z e [ a,b\ , \z — y\ < 8, plati 

1/00 - m\ < \m - fn 0 (z)\ + \fn 0 (z) - /no0)1 + |/„ 0 O) ~ /0)l < 3e. 

Funkce / je tedy spojita v bode y. Protoze bod y byl zvolen libovolne, je funkce 
/ spojita na [a, b\. 

Dokazali jsme, ze limp sup (/„,/) = 0. To znamena, ze posloupnost {f n } je v 
prostoru (€([a, b]), p sup ) konvergentni. Tento prostor je tedy uplny. * 

10.6.17. Priklad. Dokazte, ze metricky prostor (15([— 1,1]), pj nt ) neni uplny. 

Resent. Pro kazde n e N definujeme funkci /„ na [— 1,1] predpisem 

fn (x) = sign(x) Vjx[. 

Potom pro kazde m.n e N splnujici m < n plati 

Cint (fn, fn) = f' I fn O) - f m (x) \ dx = 2 j\f n (x) - f m (x)) dx 

= 2( » _ m s = 2 (« - m) 

K n + 1 m + V ( n+l)(m + l)' 
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Necht 's > 0. Nalezneme no e N takove, ze no + 1 > |. Potom pro m,n e 
m > no, n > no, plati 


QUfnJm) 


2 (n-m) <2 n 1 < 2 

(n + 1 )(m + 1) « + 1 m + 1 «o + 1 


takze posloupnost {/„}jecauchyovskav prostoru (£?([—1,1]), p; nt ). Dokazeme vsak, 
ze tato posloupnost nenf v prostoru (£?([—1,1]), p im ) konvergentnf. 

Necht; / je libovolna spojita funkce na [-1,1] a oznacme a = /(0). Predpo- 
kladejme nejprve, ze a < 0. Potom ze spojitosti funkce / v bode 0 existuje 8 > 0 
takove, ze pro kazde y e [0,5] platf f(y) < K tomuto 8 existuje w e N takove, 
ze 2 _m < 8. Oznacme 

r s 

y = 

Potom y > 0, nebot' pro kazde a; e [2 ~ m ,8\ platf f m (x) > \ a f(x) < takze 
fm(x) > f(x). Navfc pro kazde n e N, n > m, platf 


eifn- /) = J 1 I fn(x) - f(x )I da; > \ f„{x) - f{x )I da; 

= ~ /M) dx > J^t/mM ~ /M) d* 


takze funkce / nenf limitou posloupnosti v prostoru (C([—1,1]), p; nt ). 

Nynf predpokladejme, zca > 0. Potom ze spojitosti funkce / v bode 0 existuje 
8 > 0 takove, ze pro kazde y e [—5, 0] platf f(y ) > K tomuto 5 existuje me N 
takove, ze 2 -m < 8. Oznacme 


Y = f_ s (f(x)-f m (x))dx. 

Potom y > 0 a pro kazde n e N, n > m, platf 

Q(fn, f} = J 1 1/nW - /Ml dx -J s I /»W - /Ml da; 

= [ (/M ~ fn(x )) da; > f (f(x) - f m {x)) da; 

.7-3 


a tedy funkce / opet nenf limitou posloupnosti {f n }^Li v prostoru fC([-l. 1 ]), pi m )- 
Posloupnost {/„} tedy nenf v prostoru ((£?([—1,1]), Pint) konvergentnf. Z toho ply- 
ne, ze tento metricky prostor nenf uplny. * 


10.6.18. Veta (Cantor). Necht' ( P, p) je uplny metricky prostor a { F n \ je posloup¬ 
nost neprazdnych uzavrenych mnozin v P takova, ze lim,,-^ diam F n = 0 a pro 
kazde n e N platf F n+ i c F n . Potom je D^=i jednobodovou mnozinou. 
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Dukaz. Pro kazde neN zvolfmc libovolne prvek x n e F„. Zvolme s > 0. K nemu 
nalezneme no£N takove, ze diam F„ 0 < s. Potom pro kazde m,n e N, m,n > no, 
platf x m , x„ e F„ 0 , a tedy Q(x m ,x„) < e. Posloupnost {x n } je tedy cauchyovska 
v (P, q). Z uplnosti prostoru ( P, q) plyne, ze existuje x e P takove, ze lim x n = 
x. Pro kazde n e N obsahuje posloupnost { x,-}?i w pouze prvky mnoziny F n a 
podle vety o limite vybrane posloupnosti (Veta[ld2^) konverguje v ( P, q) k prvku 
a:. Protoze F n je uzavrena mnozina, platf x € F n . Proto ze n e N bylo zvoleno 
libovolne, dostavame x e fj^=i Fn - Z Poznamky |l0.3.40| (a) pro kazde n € N platf 
diam(fjj^ =1 Fj) < diamFn, a tedy diamjfjj^j Fjj = 0, nebot; lim diam F n = 0. 
Podle Poznamky |10. 3. 38| je mnozina njli Fj prazdna nebo jednobodova. Odtud 
plyne, ze x je jejfm jedinym prvkem. ■ 


10.6.19. Poznamka. Tvrzeni Cantorovy vety platf v jistem smyslu i obracene (vizte 
Pnklad [m029| ). 


10.6.20. Poznamka. Bez predpokladu limn^oo diam F n = 0 Cantorova veta ne- 
platf. Prfkladem je posloupnost mnozin { F n , definova na pro n e N pre dpisem 
F n = [n, oo) v metrickem prostoru K. Podle Poznamky |10.3.12| a Vety |10.3.17| 
je kazda z techto mnozin uzavrena v M a navic zrejme pro kazde n e N pla- 
ti F n+ 1 c F n . Nesplnuji vsak pozadavek limn-nx, diam F n = 0 a zrejme platf 

rr=i^ = 0- 

10.6.21. Rekneme, ze x e X je pevnym bodem zobrazenf T: X X, jestlize 
T(x) = x. Nektere rovnice v pokrocilejsich partifch matematicke analyzy lze resit 
nalezenfm pevneho bodu vhodneho zobrazenf. Banachova veta o kontrakci udava 
pomerne obecne postacujfcf podmfnky pro existenci pevneho bodu. V Kapitole p~3| 
ukazeme jejf aplikaci v teorii diferencialnfch rovnic. 


10.6.22. Definice. Necht' (P, q) je metricky prostor a T : P -x P je zobrazenf. 
Rekneme, ze zobrazenf T je kontrakce na (P, q), jestlize existuje y e [0,1) takove, 
ze pro kazde x,y e P platf q(Tx, Ty ) < yg(x, y). 


10.6.23. Veta (Banachova veta o kontrakci). Necht; ( P, q) je uplny neprazdny me¬ 
tricky prostor a T : P -x P je kontrakce. Potom T ma na P prave jeden pevny 
bod. 

Dukaz. Zvolme libovolny bod xi e P a predpokladcjme, ze pro ncjakc n e N mame 
definovany body xi,... ,x„. Potom definujeme bod x„+i predpisem x„+i = T(x„). 
Tfmto zpusobem zfskame posloupnost {x„} prvku P. Dokazeme, ze posloupnost 
{x„} je cauchyovska v prostoru P. 
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Z predpokladu vyplyva, ze pro kazde n e N platf 
Q(x„,Xn+ 1) = e(T(x n - 1), T(x„)) 

< yp(x„_i,x„) = ye(Tx n - 2 , Tx n - 1) 

< y 2 p(x„_ 2 ,x„_i) = y 2 Q(Tx n - 3 ,Tx n - 2 ) 


<y n l e(x l ,x 2 ). 


Odtud a z trojuhelnfkove nerovnosd plyne, ze pro kazde m, n e N, m < n, 
e(Xm,Xn) < Q(Xm,X m +l) + Q(x m+ i,X m+2 ) + ■ ■ ■ + Q{x n -I,x n ) 

< (y m_1 + y m + • • ■ + y n ~ 2 ) e(xi, x 2 ) 

< j — e(xi,x 2 ). 

i — y 

Zvolme e > 0. K nemu nalezneme no € N takove, ze 

y»o-i 

-- e(x 1 ,x 2 ) < s. 

1 -y 

Potom pro kazde m,n e N ,m,n> no, platf 

y m ~ 1 y n 0 — 1 

Q(x m ,x n ) < - e(x i,x 2 ) < - p(ti,x 2 ) < £. 

1-y 1 — y 

Posloupnost {x n } je tedy cauchyovska v (P, q). Prostor (P, q) je uplny, takze exis- 
tuje x e P takove, ze lim x n = x. 

Dokazeme, zeTx = x. Podlevetyolimitevybraneposloupnosti (Veta |l0.2^4| (c)) 
platf 

limx„+i = x. 

Navfc pro kazde n e N platf 

Q {Tx n ,Tx) < yp(x„,x), 


a tedy 


nebot; lim x„ = x. Protoze pro kazde n e N platf 
Tx n = x„+i, 

plyne z vety o jednoznacnosti limity (Veta |10.Z4| (b)), ze 
Tx = x, 


takze prvek x je hledanym pevnym bodem zobrazenf T. Zbyva dokazat jeho jed- 
noznacnost. Predpokladejme, ze x a y jsou pevne body zobrazenf T. Pak 
Q(x,y) = e(Tx,Ty)<ye(x,y), 

Protoze y < 1, musf platit q(x, y) = 0, to jest x = y. Odtud plyne, ze pevny bod 
zobrazenf T je jednoznacne urcen. ■ 
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10.6.24. Definice. Necht; (P, g) jc metricky prostor. Rekneme, ze mnozina A c P 
je husta v ( P, g), jestlize A = P. 

10.6.25. Bude uzitecne si uvedomit, ze mnozina Ac. P je husta prave tehdy, kdyz 
pro kazde x e P existuje posloupnost {x n } prvku mnoziny A splnujici lim x n = x. 

10.6.26. Priklady. (a) Dokazte, ze Q a I \ Q jsou huste v (R, eukl); 

(b) Dokazte, ze mnozina vsech polynomu na [a,b\, kde [a, b] C R, je husta v 
C([a, b\, 0sup); 

(c) Necht; P je mnozina a A c P. Dokazte, ze A je husta v prostoru ( P , paiskr) 
prave tehdy, kdyz A = P. 

10.6.27. Veta. Necht; (P, g) je metricky prostor a A, B c P, A c B. Jestlize A je 
husta v (P, g), pak take B je husta v ( P, q). 

Dukaz. Tvrzeni ihned plyne z |10.6.25| . ■ 

10.6.28. Veta. Necht; (P, p)je metricky prostor a A, Q c P. Jestlize je mnozina A 
husta v (P, q), pak je mnozina A fl Q husta v metrickem prostoru (Q,q). 

Dukaz. Tvrzeni ihned plyne z |10.6.25| . ■ 

10.6.29. Veta (charakterizace hustych mnozin). Mnozina Ac P jc husta v met¬ 
rickem prostoru (P, q) prave tehdy, kdyz pro kazdou neprazdnou mnozinu G C P 
otevrenou v ( P, g) plati G fl A ^ 0. 

Dukaz. => Predpokladejme ze existuje neprazdna mnozina G C P otevrena v 
prostoru (P, g) sp lnujici G fl A = 0. Potom je mnozina P\G uzavrena v prostoru 
( P, g) podle Vcty |10.3~17| a plati A c P\G. Podle Vety |10.3Tl| (g) plati A c P\G. 
Mnozina G je podle predpokladu neprazdna, a tedy P \G ^ P. Odtud plyne, ze 
A ^ P,a tedy A neni husta v prostoru ( P . g). 

■<= Predpokladejme, ze mnozina A neni husta v prostoru (P, g). Potom A ^ 
P, a tedy je m nozina P \ A neprazdna a otevrena v ( P , g) podle Vety |l0.3.4l| (d) a 
Vcty jl 0.3.1 7| . Navic zrejme plati 

(P \ A) n a = 0. 

Nalezli jsme tedy otevrenou neprazdnou mnozinu, ktera ma s mnozinou A prazdny 
prunik. Tvrzeni je dokazano. ■ 

10.6.30. Veta. Necht; ( P, g) je metricky prostor, G je otevrena husta mnozina v 
C P, g) a H je husta mnozina v ( P . g). Potom G fl H je husta mnozina v (P, g). 
Duka z. Predp okladejme, ze mnozina G fl H neni husta v prostoru ( P,g ). Podle 
Vcty |l 0.6. 29| pak existuje neprazdna mnozina A otevrena v ( P, g) splnujici 

A n (G n H) = 0. 

Predpokladejme nejprve, ze A fl G = 0. To podle Vcty |l0.6.29| znamena, ze G neni 
husta v (P, g), coz je spor. 

Nyni predpokladejme,ze /I fiG / 0. Potom je podle Vcty |l0.3.15| (c) mnozina 
AD G neprazdna a otevrena v (P, g) a plati ■ 
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{A n G) n h = 0 . 

Podle Vety |10.6.29| to znamena, ze H nenf husta v (P, g), coz je opet spor. Tvrzenf 
je dokazano. 

10.6.31. (a) Tvrzenf Vety |10.6.1io| neplatf bez predpokladu otevrenosti alesponjed- 
ne z mnozin G a H. Naprfklad mnoziny Qal \ Q jsou huste v prostoru R, zadna 
z nich nenf v tomto prostoru otevrena a jejich prunik je prazdny. 

(b) Tvrzenf Vety |10.6.30| lze snadno rozsfrit na libovolny konecny pocet mno¬ 
zin, neplatf vsak pro nekonecny pocet mnozin. Naprfklad pro kazde r e Q je mno- 
zina Q \ {r} husta a otevrena v Q, ale 

n (q\w)=0- 

re Q 

10.6.32. Definice. Necht; (P, q) je metricky prostor. Rekneme, ze mnozina A c P 
je rfdka v ( P, g), jestlize je mnozina P \ A je husta v P. 

10.6.33. Prfklady. Dokazte, ze 

(a) pro kazde x e R je jednobodova mnozina {x} rfdka v R, 

(b) mnozina N je rfdka v M, 

(c) mnozina Q nenf rfdka v R. 

Resent, (a) Podle Pffkladu |Op| je mnozina {x} uzavrena v M. Platf tedy R \ {.v} = 
R \ {xj . Necht' y e R a n e N. Pak definujeme y„ e R predpisem 

y pokud y ^ x, 
x + i pokud y = x. 

Potom v kazdem prfpade platf lim y n = y, pricemz y n e R \ {x} pro kazde n e N. 
Odtud plyne, ze R \ {.*} = R, takze mnozina {x} je rfdka v R. 

(b) Nejprve dokazeme, ze mnozina N je uzavrena v prostoru R. To plyne z 
toho, ze mnozina 

R \ N = (—00,1) U \J(n,n + l) 

ne N 

je v prostoru R otevrena dfky Vete |10.3.20| . Stacf tedy dokazat, ze R = R \ N. 
Necht; y e R a n e N. Pak definujeme y„ e R predpisem 

y pokud y N, 

y + pokud y e N. 

Potom v kazdem prfpade platf limy„ = y, pricemz y n e R \ N pro kazde n e N. 
Odtud plyne, ze R \ N = R. 

(c) Podle Pffkladu |1 0.6. 26| (a) jeR\Q = R\R = 0, takze Q nenf rfdka v R. * 

10.6.34. Prfklad. Necht; P je mnozina a A c P. Dokazte, ze mnozina A je rfdka 
v metrickem prostoru (P, Pdiskr) prave tehdy, kdyz je prazdna. 
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Resent. =>• Predpokladejme, ze A f 0. Podle Pirkladu |10.3.18| je mnozina A uza- 
vrena v (P, Cdiskr), a tedy P \ A = P \ A. Mnozina P \ A je podle tehoz prikladu 
uzavrena v (P, pdiskrb a tedy P \ A = P \ A. Protoze mnozina A je neprazdna, plati 
P \A f P, a tedy take P \ A f P. Mnozina A tedy neni ridka v (P, Pdiskr)- 

A= Tato implikaceje zrejma a plati vjakemkoli metrickem prostoru. * 

10.6.35. Priklad. Necht: a, b € M, a < b. Oznacme 

A = {f e C[a,b], -1 < f{x) <1, xe [a,b]}. 

Dokazte, ze 

(a) A je ridka v metrickem prostoru (C [a,b], p; nt ), 

(b) A neni ridka v metrickem prostoru (C [a.b], £> sup ). 

Resent, (a) Nejprve dokazeme, ze A je uzavrena v prostoru (C [a,b], pi nt )- Necht; / e 
C[a,b] \ A. Potom existuje c e [a , b] takove, ze \g(c)\ > 1. Predpokladejme, ze 
cfb.Ze spojitosti funkce g pak plyne, ze existuje d e (c, b) takove, ze pro kazde 
x e ( c,d ) plati |g(;c)| > Potom pro kazdou funkci / e A a pro kazde 

x e (c, d ) plati 

\f{x)-g{x)\ > 

a tedy 

eMg) = f I fix) - «WI dx > j I/O) -im.viI dx 

>l d dxdPf± = ( d-l/APf±. 

To znamena, ze Pmtfe, A) > (d —c) g ^ -1 > 0, a tedy podle Vety |10.3.41| (c) plati g £ 
A. Z toho plyne, ze A c A, a tedy A je uzavrena v metrickem prostoru (C[a, b\, Q mt ). 
V pffpade, ze c = b, nalezneme d e (a, c) takove, ze pro kazde x e (d, c) plati 
\g(x)\ > \ g ( c b +l a dale postupujeme obdobne (misto intervalu (c, d ) pracujeme s 
intervalem (d, c)). 

Z uzavrenosti mnoziny A a Vety |l0.3.4l| (d) plyne, ze C [a, b\ \ A = C [a, b] \ A. 
K dukazu ridkosti mnoziny A v prostoru (C [a, b], p mt ) tedy staci dokazat, ze 

C[a,b]\A = C[a,b]. 

Zvolme h eC[a,b ]. Necht' n 0 e N je takove, ze -2- <b — a (existence takoveho 
no vyplyva z Archimedovy vlastnosti realnych cisel - viz Vetu |l.6.27[ ). Pro n e N, 
n > no, polozme 

h . , _ ( n{h{a + \)~ 2)(x -a) + 2, pokud x e(a,a+ ^), 

" | h(x) pokud x e (a + ^,b). 
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Potom/z e C[a,b\\A, nebot; / je zrejme spojita na a, b] a navic /(a) =2. Dale pro 
n e N, n > no> je funkce h„ — h spojita na [a,a + a podle Vety |4.3.9| nabyva na 
tomto intervalu sveho maxima, ktere oznacime symbolem M. Pak plati 

r b r a +k M 

Pim (h„,h) = J \h n {x)-h(x)\dx = j \h n (x) - h{x)\dx = —. 

Protoze limn-Hx, ^ = 0, plyne odtud, ze 

lim Qi nt (h n ,h) = 0, 


a tedy 


h„ h. 


To znamena, ze h e C[a, b] \ A, a tedy C[a, 6] \ ,4 je husta v ( C[a, b\, p; n t), takze A 
je v tomto prostoru ridka. 

(b) Obdobne jako v pripade (a) lze dokazat, ze mnozina A je uzavrena v pro¬ 
storu (C [a,b\, Psup)- Tedy k dukazu toho, ze mnozina A neni v tomto prostoru ridka 
staci dokazat, ze mnozina C[a,b]\A neni husta v (C [a, b\, p sup ). Polozme f(x) = 0 
pro kazde a: e [a,b]. Necht; g e C[a,b] \ A. Potom existuje c e [a,b\ takove, ze 
|g-(c)| > 1, a tedy 

Psup(/,£) > \f{c)~g(c)\ = |g(c)| > 1, 

takze 


Q(fC[a,b\\A)> 1. 

Odtud a z Vety |10.3.41| (c) plyne, ze mnozina C[a, b] \ A neni husta v C[a,b}. * 


10.6.36. Veta (charakterizace ridkych mnozin). Necht; (P, q) je metricky prostor a 
A C P. Potom jsou nasledujici tri vyroky ekvivalentni. 

(i) Mnozina A je ridka. 

(ii) Plati Int (A) = 0. 

(iii) Pro kazdou neprazdnou otevrenou mnozinu G C P existuje neprazdna 
otevrena mnozina H c G takova, ze H fl A = 0. 


D ukaz. (i) =>-(ii) Predpokladejme, ze mnozina Int (3) je neprazdna. Podle Ve¬ 
ty |l0.3.1l| jc tato mnozina otevrena v ( P, q) a navic plati 

G n (p\A) = 0. 

Mnozina P \ A tudiz podle Vety |10.6.29| neni husta v ( P, p), a tedy A neni v tomto 
prostoru ridka. 

(ii) =>-(iii) Polozime H = G n (P \ A). Potom H je otevrena, nebot'je pruni- 
kem dvou otevrenych mnozin. Zrejme plati H C G. Mnozina H je navic neprazd¬ 
na, nebot; v opacnem pripade by platilo G C A, coz by znamenalo, ze Int(y4) D G, 
a tedy Int(T) ^ 0, coz by bylo ve sporu s predpokladem. 

(iii) =>-(i) Necht' G C P je libovolna neprazdna otevrena mnozina v (P, p). 
Podle predpokladu existuje neprazdna mnozina H c G splnujici H n A = 0. 
Podle Vety |10.8li| plati H fl A = 0, takze H c P \ A. Tedy G fl (P \ A) ^ 0. Podle 
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Vety |10.6.29| je tudfz mnozina P \ A husta v prostoru ( P, g), coz znamena, ze A je 
v tomto prostoru rfdka. ■ 

10.6.37. Veta (vlastnosti rfdkych mnozin). Necht: ( P, g) je metricky prostor a A C 
P. Pak 

(a) je-li A rfdka v ( P , g), a B c A, pak take B je rfdka v (P, g), 

(b) jsou-li A a B rfdke v (P, q), pak take A U B je rfdka v (P, g), 

(c) mnozina A rfdka v ( P, q) prave tehdy, kdyz A je rfdka v (P, g). 

Dukaz. (a) Podle Vety |10.3.41| (b) platf B c A, a tedy P\AcP\B.Z Vety |10.6.27| 
plyne, ze mnozina P \ B je husta v (P, q), a tedy B je rfdka v (P. g). 

(b) Podle Vety |10.3.41| (e) a DeMorganovych pravidel (Veta |l .3.11 [ ) platf 

p \ Tub = p \ (A u B) = (P \ A) n (P \ B). 

Protoze mnoziny Adi B jsou rfdke v ( P . g), jsou obe mnoziny P \ A a P \ B v tom to 
prostoru huste. Navfc jsou podle Vety |l 0.3.1 7| obe otevrene. Podle Vety |10.6.30| je 
tedy mnozina (P \ A) fl (P \ B) husta v (P, g). Z vyse uvedene rovnosti plyne, ze 
mnozina P\AU B husta v ( P, q), tedy A U B je v tomto prostoru rfdka. Tvrzenf je 
dokazano. _ _ 

(c) Z Vety |l0.3.4l| (d) vyplyva, ze P \ A = P \ A. Odtud jiz tvrzenf snadno 

plyne. ■ 

10.6.38. Veta. Necht; (P, p)je metricky prostor a G C P je otevrena husta mnozina 
v ( P, g). Potom je mnozina P \ G uzavrena a rfdka v ( P, g). 

Dukaz. Podle Vety |10.3.17| je mnozina P \ G uzavrena v (P, g), a tedy 

T\g = p\g. 

Protoze G je husta v ( P , g), dostavame 

P \ (P\G) = P \(P \G) = G = P. 

Mnozina P \ G je tedy rfdka v (P, g). Tvrzenf je dokazano. ■ 

10.6.39. Definice. Necht' P je mnozina a 3J1 C !P{P) je nejaky system podmnozin 
P. Rekneme, ze system 3J1 je mnozinovy ideal, jestlize je uzavreny na podmnoziny 
a konecna sjednocenf. Rekneme, ze system M je mnozinovy n-idealem, jestlize je 
uzavreny na podmnoziny a spocetna sjednocenf. 

10.6.40. Z tvrzenf (a) a (b) Vety |l0.6.37| plyne, ze system vsech rfdkych podmnozin 
kazdeho metrickeho prostoru tvorf mnozinovy ideal. Netvorf vsak mnozinovy a- 
ideal, protoze naprfklad kazda jednobodova mnozina obsahujfcf nektere racionalnf 
cfslo je rfdka v R, ale jejich spocetne sjednocenf tvorf mnozinu Q, kterajiz v R rfdka 
nenf (je tam dokonce husta). 

10.6.41. Definice. Rekneme, ze metricky prostor ( P, g) je prvnf kategorie, jestlize 
existuje posloupnost jeho podmnozin { A n takova, ze pro kazde n e N je A n 
rfdka v (P, g) a P = (JneN (tedy P je spocetnym sjednocenfm rfdkych mnozin). 
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Rekneme, ze mnozina A C P jc prvni kategorie v metrickem prostoru (P, q), jestli¬ 
ze je metricky prostor (A, q) prvni kategorie. Rekneme, ze metricky prostor (P. q) 
je druhe kategorie, jestlize neni prvni kategorie. Rekneme, ze mnozina Ac P jc 
druhe kategorie v metrickem prostoru (P, q), jestlize neni v tomto prostoru prvni 
kategorie. Rekneme, ze mnozina A C P je residualni v metrickem prostoru (P, q), 
jestlize P \ A je prvni kategorie v (P, q). 

10.6.42. Priklady. Dokazte, ze 

(a) prostor Q je prvni kategorie, 

(b) mnozina M \ Q je residualni v metrickem prostoru M, 

(c) prostor ( C([a, b]). g int ) je prvni kategorie. 

Res ent, (a) Pro kazde r e Q je jednobodova mnozina {>} ridka v K podle Prikla- 
du |1 0.6.331 (a). Navic plati 

Q= UW- 

reQ 

Mnozina Q je tedy spocetnym sjednocenim ridkych mnozin, tudiz je prvni kate¬ 
gorie v M. 

(b) Tvrzeni je primym dusledkem jiz dokazaneho tvrzeni (a). 

(c) Pro kazde n € N polozme 

A n = {fe C([a,b])-, -n < f{x) <n,xe [a,b]}. 

Potom obdobne jako v Prikladu |l0.6.35| (a) dokazeme, ze pro kazde n e N je mno- 
zi na A n r idka v prostoru (C([a, b\). Pi nt ). Necht; g e C(\a.b\). Potom podle Ve- 
ty |4.3.1l| je g omezena na [a,b\. Existuje tedy n e N takove, ze g e A n . Odtud 
vyplyva, ze 

C([a.b])= Q A„. 

Prostor (C([a, b]), p; n t) je tudiz prvni kategorie. * 

10.6.43. Veta. (a) System vsech podmnozin prvni kategorie metrickeho prostoru 
tvori <t- ideal. 

(b) Necht; (P. q) je metricky prostor, A, B C P a A C B. Jestlize A je druhe 
kategorie v (P, q), pak take B je druhe kategorie v (P, q). 

Dukaz. (a) Tvrzeni ihned plyne z definice prostoru prvni kategorie a z |10.6.40| . 

(b) Kdyby byla mnozina B prvni kategorie v ( P, q), pak by podle tvrzeni (a) 
musela byt i mnozina A prvni kategorie v (P, q). ■ 

10.6.44. Definice. Necht; (P, q) je metricky prostor aief. Rekneme, ze mnozi¬ 

na A je typu Gg v prostoru ( P, q), jestlize existuje posloupnost podmnozin {G,,}^ 
otevrenych v prostoru (P, q) splnujici A = G n . Rekneme, ze mnozina A je 

typu F a v prostoru (P, q), jestlize existuje posloupnost podmnozin {F n }'£ =l uza- 
vrenych v prostoru (P, q) splnujici A = [J^=i Fn- 
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10.6.45. Veta (vztah mnozin typu Gg a F„). Necht: (P, q) je metricky prostor a 
A C P. Potom M je mnozina typu Gg v prostoru ( P, q) prave tehdy, kdyz P \ A je 
mnozina typu F a v prostoru ( P , q). 

Dukaz. =4 Necht' Ajc mnozina typu Gg v prostoru (P, q). Potom existuje posloup- 
nost mnozin {G n }^L x otevrenyc h v ( P, q ) splnujici A = H^=i G„. Pro n e N po- 
lozme F„ = P \ G n . Podle Vety |l0.3.17| je pro k azde n e N mnozina F n uzavrena 
v ( P,q). Podle De Morganovych pravidel (Veta |l.3.1l[ ) plati 

P\A = P\f]c„= [J(P\G n )= Qf„, 

n= 1 n =1 n= 1 

takze mnozina P \ A je typu F a v (P, q). 

<= Dukaz teto implikaceje obdobny. ■ 

10.6.46. Priklady. Necht' (P, q) je metricky prostor. Dokazte, ze 

(a) kazda uzavrena mnozina v ( P, q) je v tomto prostoru zaroven typu Gg i 

F a , 

(b) kazda otevrena mnozina v (P, q) je v tomto prostoru zaroven typu Gg i 
Fa- 

Reseni (a) Necht; F je uzavrena mnozina v (P. q). Pro n e N polozime 
Fn = F. 

Potom pro kazde n e N je zrejme mnozina F„ uzavrena v prostoru (P, q) a trivialne 
plati F = (Jn^=i Fn- Mnozina F je tedy typu F a . 

Dokazeme nyni, ze mnozina F je take typu Gg. Pro n e N polozime 

G = j ur=i{^ e P; Q(x, F ) < 1} pokud F + 0, 

" j 0 pokud F = 0. 

Potom je pro k azde n e N mnozina G n otevrena v (P. q) podle Prikladu |10.3.14| 
a Vety |lo'3.15| (b). Navic zrejme plati F c G„ pro kazde n e N a podle Vc- 
ty |1 0.3.4 l| (c) jest 

F=no„. 

n = 1 

Mnozina F je tedy typu Gg v prostoru ( P , q). 

(b) Dukaz tvrzeni plyne ihned z jiz dokazaneho tvrzeni (a) a Vety |10.6.45| . * 

10.6.47. Jestlize {G„}% 3 =1 je posloupnost mnozin typu Gg v metrickem prostoru 
(P, q), pak mnozina (J^=i Gn nemusi byt v tomto prostoru typu Gg. Mnoziny to- 
hoto tvaru nazyvame typu Gg a - Obdobne definujeme mnoziny typu F a g jako mno¬ 
ziny tvaru n„°°=i F n , kde { F n }^ = , je posloupnost mnozin typu F a v (P, q). Takto 
muzeme induktivne postupovat dale a definovat mnoziny typu Gg a g, F a g a , Gg a g a , 
F a SaS a tak dale. Vsechny mnoziny techto typu oznacujeme souhrnnym nazvem 
borelovske mnoziny. 
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10.6.48. Veta (charakterizace mnozin druhe kategorie). Metricky prostor (P, g) 
je druhe kategorie prave tehdy, kdyz plati nasledujici implikace: je-li {G n }™ =l po- 
sloupnost otevrenych hustych mnozin v (P, g), pak H^=i G « ^ 0. 

Duka z.. =>■ P redpo kladejm e, ze Hn^=i G « = Potom je pro kazde n e N podle 
Vety |10.3.17| a Vety |10.6.38| mnozina P \G„ uzavrena a ridka v ( P, g). Navic plati 

P = P\0 = P\^ (P \G n )= {J(P\G„). 

n =1 n =1 

Odtud plyne, ze prostor (P, g) je prvni kategorie. 

4= Predpokladejme, ze prostor ( P, g) je prvni kategorie. Potom existuje po- 
sl oupnost jeho ridkych podmnozin {F n }^L j splnujici P = IJ^=i F n- Podle Ve¬ 
ty |l0.6.37| (c) je pro kazde n e N mnozina F n ridka v ( P,g ). Navic zrejme plati 
P = { F n - Pro n € N polozme G n = P \F n . Pak je Vety |10.3.17| a Defini- 
ce |10.6.32| pro kazde n e N mnozina G„ otevrena a husta v ( P, p). Dale plati 

f)G„= fj (P\f;) = P\[Jf;=P\P = 0. 


10.6.49. Veta. Kazda husta mnozina typu Gg v metrickem prostoru je residualni. 

Dukaz. Necht; A je husta mnozina typu Gg v metrickem prostoru ( P, g). Pak existuje 
posloupnost {G n }™ = j otevrenych mnozin v ( P. g) splnujici A = fj^i G„. Protoze 
A je husta v (P, g) je podle Vety |10.6.27| pro kazde n e N mnozina G„ husta v 
( P , g). Pro kazde n e N je podle Vety |10.6.38| mnozina P \G n uzavrena a ridka v 
( P, g). Navic plati 

P\A = P\f]G n = U(^\ G «)> 

n =1 n =1 

takze P \ A je prvni kategorie v (P, g), neboli A je v tomto prostoru residualni. ■ 

10.6.50. Veta. Necht; ( P, g) je metricky prostor druhe kategorie. Necht; mnoziny 
A, B c P jsou residualni v ( P, g). Potom plati A fl B ^ 0. 

Dukaz. Predpokladejme, ze A n B = 0. Potom 

P = P \ (A n B) = (P \ A) U (P \ B), 

pricemz obe mnoziny P \ A i P \ B jsou prvni kategorie. Podle Vety |10.6.43| je tedy 
prostor ( P , g) prvni kategorie. ■ 

10.6.51. Definice. Rekneme, ze metricky prostor (P, g) je BaireuvS, jestlize je kaz¬ 
da jeho neprazdna otevrena podmnozina druhe kategorie v (P, g). 

10.6.52. Kazdy Baireuv metricky prostor je zrejme druhe kategorie. 


‘Rene-Louis Baire (1874-1932) 
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10.6.53. Veta. Necht; (P, q) je Baireuv metricky prostor, M c P a Int M ^ 0. 
Potom M je druhe kategorie. 

Dukaz. Diky Vete |l0.3.1l| vime, ze Int M je otevrenou podmnozinou M. Z defi nice 
Baireova prostoru tedy plyne, ze Int M je druhe kategorie. Z Vety |10.6.43| tedy 
vyplyva, ze i mnozina M je druhe kategorie. ■ 

10.6.54. Veta. Necht; ( P , q) je Baireuv metricky prostor a M C P je otevrena mno¬ 
zina. Potom (M, q) je Baireuv prostor. 

Dukaz. Je-li M prazdna, je tvrzeni zrejme. Necht; M ^ 0 a G C M je neprazdna 
otevrena mnozina v prostoru (M, q). Potom je G je ne prazdna a otevrena take v 
prostoru (P, q). Potomje Int G ^ 0,a tedyje podle Vety |10.6.53| mnozina G druhe 
kategorie. ■ 

10.6.55. Veta (charakterizace Baireovych prostoru). Necht; ( P, q) je metricky pro¬ 
stor. Pak jsou nasledujici tri vyroky ekvivalentni. 

(i) Prostor P je Baireuv. 

(ii) Je-li {G n }^L x posloupnost hustych otevrenych mnozin v (P, q), pak je mno¬ 
zina n„°°=i &n husta v ( P, q). 

(iii) Kazda residualni mnozina v (P, Q) je v tomto prostoru husta. 

Dukaz. (i)= »(ii) P redpokladejme, ze mnozina fj^=i G„ neni husta v ( P, q). Pak 
podle Vety |10.6.29| existuje neprazdna otevrena mnozina G v prostoru ( P, q) spl- 
nujici 

G n p| G n = 0. 

Podle Vety |10.3.44| a Vety |10.6.28| je pro kazde n e N mnozina G fl G„ otevrena a 
husta v metrickem prostoru (G, q). Podle Vety |l0.6.38| je pro kazde n e N mnozina 
G \ G„ uzavrena a ridka v prostoru (G, q). Navic plati 

G = G\ f) G„ = 0(G\G„), 

n =1 n =1 

a tedy metricky prostor (G, je prvni kategorie. Z toho plyne, ze metricky prostor 
(P, q) neni Baireuv. 

(ii) (iii) Predpokladejme, ze neplati vyrok (iii). Pak existuje mnozina A C 
P, kteraje residualni, avsaknikoli husta v (P, q). Potom existuje p osloupno st { F n }™ = , 
ridkych mnozin v (P, q) splnujici P \ A = F n . Podle Vety |l0.6.37| (c) je pro 
kazde n e N take mnozina F n ridka v (P, q). Navic zrejme plati P = U^=i Fn- Pro 
n e N polozme 

Gn = 

7 = 1 

Podle Vety |10.3.17| a Definice |10.6.32| je pro kazde / € N mnozina P \ Fj otevrena 
a husta v (P, Q ). Podle Vety |10.3.15| a Vety |10.6.3q je pro kazde n e N mnozina G„ 
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otevrena a husta v (P, q). Navfc platf 

f]G„= f](P\F^) = P\ 0^=4. 

Protoze A nenf husta v ( P, q), nenf podle Vcty |10.6~27| ani mnozina D^=i husta v 
( P, q). Nalezli jsme tedy posloupnost otevrenych hustych mnozin v prostoru (P, q), 
jejichz prunik nenf v tomto prostoru husty. Tedy neplatf vyrok (ii). 

(iii) =>• (i) Tvrzenf dokazeme sporem. Predpokladejme, ze prostor (P, q) nenf 
Baireuv. Pak existuje jeho otevrena neprazdna podmnozina G, ktera je v tomto 
prostoru prvnf kategorie. Polozme M = P\G. Potom je m nozina M residualnf, a 
tedy podle predpokladu husta v prostoru (P, q). Podle Vety |10.6.29| plati GPiM ^ 
0. To ale znamena, ze G fl (P \ G) ^ 0, coz je spor. ■ 

10.6.56. Veta. Necht' (P, q) je Baireuv metricky prostor a A c P. Pak je mnozina 
A residualnf v (P, q) prave tehdy, kdyz existuje mnozina B C A husta a typu G$ v 

(P,e)- 

Dukaz. => Necht' {Fn\^L] je posloupnost rfdkych mnozin v prostoru (P, q) splnu- 
jfcf 


P\A= \JPn- 

n= 1 

Podle Vety [lO.6.37| (c) je pro kazde n e N take mnozina F n rfdka v (P, q). Polozme 
B= (VW 

n= 1 

Potom B je residualnf mnozina typu Gg v (P. q) splnujfcf B C A. Na vfc je mn ozina 
B spocetnym prunikem hustych mnozin v (P, q), a tedy je podle Vcty |l0.6.55| husta 
v(P,6). 

■<= Podle Vety |10.6.55| je mnozina B residualnf. Mnoziny prvnf kategorie ale 
tvorf n-ideal (viz Vctu |10.6.43p , a tedy je take A residualnf. ■ 

Jednfm z nejdulezitejsfch vysledku tykajfcfch se uplnych metrickych prosto¬ 
ru je Baireova veta. V jejfm dukazu vyuzijeme pojem uzavrene koule, ktery nynf 
zavedeme. 

10.6.57. Definice. Necht; (P, q) je metricky prostor, x e P a r > 0. Mnozinu 
B(x,r) definovanou predpisem 

B(x,r) = {y e P; g(x,y ) < r} 

nazyvame uzavrenou koulf se stredem x a polomerem r. 

10.6.58. Prfklad. Necht; (P, q) je metricky prostor, x e P a r > 0. Dokazte, ze 
uzavrena koule B(x. r) je uzavrena mnozina. 
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Resent Necht; y e P \ B(x, r), tedy q(x, y ) > r. Polozme s = q(x , y) — r. Pak plati 
s > 0. Necht; z e B(y,s). Potom 

e(x, z ) > e(x, y) - Q(y, z)> Q(x,y)-s = r, 
takze B(y, s) C P \ B(x, r ). Odtud vyplyva, ze mnozina P \B(x,r) je otevrena, a 
tedy podle Vety |10.3.17| je mnozina B(x, r) uzavrena. * 

10.6.59. Veta (Baire). Kazdy uplny metricky prostor je Baireuv. 

Dukaz. Predpokladejme, ze {G n }^L l je posloupnost otevrenych hustych mnozinv 
prosto ru ( P , g) a ze G je otevrena a neprazdna mnozina v (P, q). Podle Vety |l0.3.15| (c) 
a Vety |10.6.29| je mnozina GnGi otevrena a neprazdna v (P, q). Necht; xi e GnGi. 
Potom existuje ri > 0 takove, ze B(x\,r\) c G fl G\. Podle Prikladu |10.6.58| je 
mnozina B(x\, ri) uzavrena v (P, q). 

Otevrena koule B{x\, ri) je podle Pn klad |l0.3di|nep razdnou otevrenou mno- 
zinou v (P, q), a tedy podle Vety |i0.3.15| (c) a Vety |10.6.29| je mnozina B(xi, ri)nG2 
otevrena a neprazdna v (P, q). Obdobne jako vyse lze dokazat, ze existuje bod 
x 2 e B(xi,ri) n G 2 a r 2 e K, 0 < r 2 < |ri, takove, ze 

B(x 2 , r 2 ) c B(x i, ri) Pi G 2 C G fl Gi fl G 2 . 

Opakovanim tohoto postupu induktivne dostaneme posloupnost uzavrenych 
kouli {B(x n ,r n )}'^ =1 splnujici pro kazde n e N 

B(x n +i,r n+1 ) C B(x n ,r n ) 
a 

lim diam(5(a;„, r„)) = 0. 

Prostor ( P, q) je ale uplny, a tedy podle Cantorovy vety (Veta |10.6.18| ) existuje 
x € P splnujici 

*6 f)B(w„)c(Gn n G»). 

n = 1 n = 1 

Dokazali jsme tedy, ze pro libovolnou posloupnost otevrenych hustych mnozin 
{G n }%Li v prostoru ( P, q) a libovolnou mnozinu G otevrenou a neprazdnou v (P, q) 

JC 

Gnp)G„^0. 

n= 1 

To podle Vety |10.6.29| znamen a, ze mn ozina fj^Li G n je husta v prostoru (P, q). 
Tim je overen vyrok (ii) z Vety |10.6.55| , a tedy podle teto vetyje metricky prostor 
(P, q ) Baireuv. ■ 

10.6.60. Priklady. Dokazte, ze 

(a) metricky prostor [a,b\, kde a,b e R, a < b, je Baireuv, a tedy druhe 
kategorie, 

(b) metricky prostor (a,b), kde a,b e M*, a < b, je Baireuv, a tedy druhe 
kategorie, 
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(c) metricky prostor (C([0,1]), p sup ) je Baireuv, a tedy druhe kategorie. 

Resent (a) Podle Pnkladu |l0.6.14|j e [a, b] uplny, a tedyje podle Baireovy-Osgoodovy 
vety Baireuv. 

(b) Necht; G C (a, b) je neprazdna otevrena mnozina a x € G. Potom existuje 
r > 0 takove, ze (x — r, x + r) c G. Necht; s el.je (0, r ). Potom [x — s, x + g] C G. 
Podle tvrzeni (a) je mnozina [x — s, x + ,s] druhe kategorie, a podle Vety |l0.6.43| (b) 
je tedy take mnozina G druhe k ategorie. Odtud plyne, ze prostor (a, b ) je Baireuv. 

(c) Podle Prikladu |l0.6.16| je metricky prostor (C([0,1]), p sup ) uplny, a tedyje 

podle Baireovy-Osgoodovy vety Baireuv. * 

10.6.61. Poznamka. Z Baireovy-Osgoodovy vety (Veta |10.6.59[ ) plyne alternativ- 
ni dukaz toho, ze metricky pr ostor (C ([0,1]), p mt ) neni uplny (tento fakt byl do- 
kazan elementarne v Prikladu |10.6.17| ) . Kdyby byl tento prostor uplny, musel by 



10.6.62. Opacna implikace k tvrzeni Baireovy-Osgoodovy vet y (Veta|l0.6.59| ) ne- 
plati. Napriklad metric ky pros tor (0,1) je Baireuv (viz Priklad |10.6.60| (b)), nikoli 
vsak uplny (viz Priklad |10.6.9| ). 


10.6.63. Opacna implikace k pozorovani uvedenem v |10.6.52| neplati. Oznacme 
P = (0,1) U (Q (1 (2, 3)) a uvazujme metri cky pros tor (P, p cu kl)- Mnozina (0,1) 
je zr ejme ote vrena v ( P, q) a podle Prikladu |l0.6.60| (b) je druhe kategorie. Podle 
Vety |l0.6.43| (b) je tudiz i cely prostor P druhe kategorie. Oznacme dale B = Q(1 
(2,3). Poto m plati B = PC i (2, 3), pricemz mnozina (2, 3) je otevrena vl,a tedyje 
podle Vety |10.3.44| mn ozina B otevrena v (P, q). M nozina B je ale prvni kategorie, 
jak vyplyva z Prikladu |l0.6.42| (a) a z Vety |l0.6.43| (a) . Nalezli jsme tedy otevrenou 
podmnozinu prostoru P, ktera je prvni kategorie, takze prostor P neni Baireuv. 

10.6.64. Priklad. Dokazte, ze mnozina Q neni typu Gg. 

Resent Tvrzeni dokazeme sporem. Diky Prikladu |l0.6.26| (a) vime, ze mnozina Q 
je husta v metricke m prostoru M. Kdyby byla na yic jeste typu Gg, musela by byt 
podle Vety |10.6.49| residualni v 1R. Podle Prikladu |10.6.42|(b) je take mnozina M \Q 
residualni vK. Me tricky prostor M je podle Prikladu |10.6.60| (b) druhe kategorie. 
Podle Vety |10.6.50| tedy plati Q fl (I \ Q) ^ 0, coz je ale spor. * 

10.6.65. Definice. Necht; (P, q) a (Q,a) jsou metricke prostory a /: (P, q) —► 
(Q, cr) je funkce. Necht; x e P. Potom oscilaci funkce / v bode x nazyvame neza- 
porny prvek osc/(x) mnoziny M*, definovany predpisem 

osc/(x) = lim diam ff (/(fi e (x,B))). 

s^-o+ 

10.6.66. Veta. Necht; (P, g) a (Q, a) jsou metricke prostory a. f: (P,g) -*■ (Q,a) 
je funkce. Oznacme symbolem Cf mnozinu tech bodu x e P, v nichz je funkce / 
spojita. Potom plati 


Cf = {x e P\ oscf(x) = 0}. 
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Dukaz. Oznacme A = {x e P\ oscy(x) = 0}. Necht; x e C/ a zvolme e > 0. K 
nemu existuje S > 0 takove, ze pro kazde y e B g (x, 8) plati / (y) e B„(f (x), e). 
Necht; yi,y 2 € B(x,8). Potom 

°ifiyi), /O2)) < fix)) + ct(/(x), /(j 2 )) < e + e = 2e. 

Odtud plyne, ze pro kazde e > 0 existuje 5 > 0 takove, ze 
diam a (f(B g (x,8)) < s, 

tedy 

lim diam ff (/(B e (x, 8))) = 0. 

S^-o+ 

To znamena, ze osc/(x) = 0, a tedy x e A. Dokazali jsme inkluzi C/ C A. 

Nyni predpokladejme, ze x e A, tedy osc/(x) = 0. Potom pro kazde s > 0 
existuje 8 e > 0, takove, ze pro kazde 8 e M, 8 e (0, 8 S ), 
diam <r (/(B(x, 8)) < e. 

Tedy pro kazde y e B e {x,8) plati 

a{f{y),f{x)) < diam ff (/(£(x,5))) < s. 

To znamena, ze funkce / je v bode x spojita, takze x € Cf. Tim je dokazana inkluze 
A C Cf, a tedy i pozadovana rovnost A = Cf. m 


10.6.67. Veta. Necht; (P , q) a (Q, a) jsou metricke prostory a f : (P,q) -*■ (Q,a) 
je funkce. Necht; C/ je mnozina bodu spojitosti funkce /. Potom Cf je typu Gg. 


Dukaz. Pro kazde n e N definujme 

B n = {x e P; osc/(x) < 


Dokazeme, ze pro kazde n e N mnozina B n otevrena. 
Necht; s > 0 a polozme 


F e = {x e P; osc/(x) > s}. 

Necht' je posloupnost prvku mnoziny F e splnujici lim,t^oo x k = x, kde 

x e P. Potom pro kazde 8 > 0 existuje k e N takove, ze 

B(x k , 8 -) C B(x,8). 


Tedy 

diam a (f(B(x,8))) > diam a (f(B(x k , ^))) > osc/(x fc ) > e. 

Odtud plyne, ze x e F e , a tedy je mnozina F e uzavrena. Polozime-li pro n e N 
specialne s = dostaneme, ze mnozina Fi je uzavrena. Protoze B n = P \ Fi, 
dostavame z Vcty |10.3.17| , ze mnozin a B n je otevrena. 

Mnozina Cf podle Vety |10.6.66| splnuje 


Cf = {x e P\ oscf(x) = 0} 
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a navic zrejme plati 

{x e P ; osc/(x) = 0} = B n . 

n = 1 

Odtud vyplyva, ze mnozina Cf je prunikem spocetne mnoha otevrenych mnozin, 
tcdy jc typu Gg. ■ 

Jak vime, Dirichletova funkce je spojita prave ve vsech iracionalnfch bodech 
mnoziny R. Na otazku, zda existuje realna funkce, ktera by byla spojita naopak 
prave ve vsech racionalnich bodech, dostavame z dokazanych tvrzeni mozna tro- 
chu prekvapive zapornou odpoved'. 

10.6.68. Dusledek. Neexistuje funkce /: R -»• R, pro kterou by platilo Cf = Q. 

Dukaz. Podle Vcty |l0.6.67| musibyt Cf typu Gg, avsak podle Prikladu |l 0.6. 64| mno- 
zina Q neni typu Gg- Odtud plyne tvrzeni. ■ 

Metoda kategorii, zalozena na Baireove-Osgoodove vete, predstavuje dulezi- 
ty priklad nekonstruktivni dukazove techniky. V tomto odstavci metodu kategorii 
podrobne popiseme a ilustrujeme na priklade. 

10.6.69. Necht; X je mnozina a V(x), x e X je nejaka vyrokova forma na X. 
Chceme-li dokazat vyrok E x e X : V(x), staci na X najit metriku q, vzhledem k 
niz je metricky prostor ( X, q) uplny a dokazat, ze vzhledem k teto metrice je mno¬ 
zina {y e X, ->F(y)} prvni kategorie. Podle Baireovy-Osgoodovy vetypaknemuze 
platit 

X = {}> e X, -K(y)}, 

protoze uplny prostor nemuze byt prvni kategorie, a tedy musi existovat nejaky 
prvek x e X splnujici V(x). 

Metodu kategorii ilustrujeme na nasledujicim prikladu. 

10.6.70. Priklad. Existuje spojita funkce na [0,1], ktera nema v zadnem bode zad- 
nou z jednostrannych derivaci. 

10.6.71. Definice. Banachovym prostorem nazyvame uplny normovany linearni 
prostor. 

10.6.72. Priklad. Dokazte, ze normovany linearni prostor (C([0,1]), || • || sup ) je Ba- 
nachuv, ale (C([0,1]), || ■ ||m t ) neni Banachuv. 

Resent a 

10.6.73. Priklad. Necht; p e [1, oo). Definujme mnozinu 

IP = {*„}• e R, n e N, J \x„\p < oo 





a funkcional 
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Dokazte, ze pak dvojice (l p , || • || ip) tvorf Banachuv prostor. 

Resent. 

10.6.74. Priklad. Definujme mnozinu 

l°° = {{ Xn }, Xn el, n e N, 3 AT > OVn e N: \x n \ < K} 


a funckional 


Dale definujeme mnozinu 


||{x„}|U 0 0 = SU P |x„|. 

neN 


c 0 = {{x„}, x n e R, n e N, limx„ = 0}, 

Dokazte, ze obe dvojice (l°°, || • ||foo) a (co, || • tvori Banachovy prostory. 
Resent 


10.6.75. Veta (o algebraicke bazi Banachova prostoru). Banachuv prostor nemuze 
mit spocetnou algebraickou bazi. 

Dukaz. Necht; X je Banachuv prostor a {x n } je nejaka jeho baze. Pro neN oznac- 

me symbolem E n linearni obal mnoziny {x\ _ x n }. Potom je pro kazde neN 

mnozina E n uzavrena a ridka a plati 

x = 0 E - 
71 = 1 

To je ale podle Vety |10.6.59| spor s uplnosti prostoru X. m 

10.6.76. Veta. Metricky prostor je kompaktni prave tehdy, kdyz je totalne omezeny 
a uplny. 

Dukaz. ^ Tato implikace vyplyva z Vety |10.6.12| a Vety |10.5.25| . 

<= Necht; (P, q) je uplny a totalne omezeny metricky prostor a {x n } je po- 
sloupnost jeho prvku. Pro kazde teN nalezneme konecnou ^-sit: D^. Zkonstru- 
ujeme posloupnost \dk\ takovou, ze pro kazde k e N jsou splneny nasledujici dve 
podminky: 

• d k e D k , 

• mnozina 4cN definovana predpisem 

A k = {j e N; xj e B(d u l) n ••• n B(d k . i)} 

je nekonecna. 

Necht; nejprve k = 1. Potom 

N = (J {j e N; xj e B(d, 1)}. 

deDi 
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Vyjadrili jsme mnozinu prirozenych cfsel jako sjednocenf konecne mnoha mnozin. 
Alespon jedna z nich tedy musf byt nekonecna. To znamena, ze existuje d\ e D\ 
takove, ze prfslusna mnozina A\ je nekonecna. 

Nynf predpokladejme, ze mame jiz zvoleny body d \,..., d k . Potom 

A k= U {j 6 A k ; xj e B(d, ^y)}- 

deD k+1 

Opet jsme vyjadrili nekonecnou mnozinu A k jako sjednoceni konecne mnoha mno¬ 
zin, a tedy alespon jedna z nich musi byt nekonecna. Tedy existuje d k +\ e D k+ \ 
takove, ze prfslusna mnozina A k+I je nekonecna. 

Nynf zvolfme rostoucf posloupnost prirozenych cfsel {ni c }^L 1 takovou, ze pro 
kazde k e N platf n k e A k . Zvolme e > 0. K nemu nalezneme ko e N takove, ze 
jr < s. Potom pro kazde k, k' e N, k > ko, k' > ko platf 

1 1 2 

Q(x k ,x k r) < e(x k , 4o) + Q{dk 0 ,x k ') c — + — = Y 0 <s - 

Posloupnost {x nk }^ =1 je tedy cauchyovska. Protoze P je uplny, je tato posloup¬ 
nost konvergentnf. Z libovolne zvolene posloupnosti prvku z P jsme tedy vybrali 
konvergentnf podposloupnost. Jinymi slovy, P je kompaktnf. ■ 


10.7. Separabilni prostory 

10.7.1. Definice. Rekneme, ze metricky prostor (P, q) je separabilni, jestlize ob- 
sahuje spocetnou hustou podmnozinu. 

10.7.2. Prfklady. (a) Dokazte, ze prostory E" a C", n e N, jsou separabilni. 

(b) Dokazte, ze metricky prostor (C([0,1]), p S up) je separabilni. 

(c) Dokazte, ze diskretnf metricky prostor je separabilni prave tehdy, kdyz je 
spocetny. 

Resent (a) Mnozina Q je spocetna a husta via mnozina 
{zeC; z = x + iy, rjeQ) 

je spocetna a husta v C. Pro n e N je mnozina bodu zl's racionalnfmi sourad- 
nicemi spocetna a husta vl"a mnozina tech bodu z C”, jejichz vsechny realne i 
imaginarnf souradnice jsou racionalnf, je spocetna a husta v C". 

(b) Necht; / e C([0,1]) a zvolme e > 0. Podle Weierstrassovy vety (Veta |l2.2^ ) 
pak existuje polynom P splnujfcf 

sup \f(x)-P(x)\ <s. 

*«[o,i] 
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Necht; P{x) = J2j=o a i x 7 P ro nejake n e N, a a ,..., a n e R a pro kazde x e [0,1]. 
Nalezneme racionalnf cfsla bo,...,b n splnujfcf 

Y | a.j — bj\ < s. 

7=0 

Oznacme P(x) = Yj=o b j xJ Potom 

\\p - Pllsup = sup \P(x)~ P(x)\< sup Y\ a j~ b i\ xl 
7C6[0,1] 7C6[0,l]y=0 

<Y,\ a j~ h j\ <e - 

7 = 0 

Tedy 

11/ -P llsup < 11/ - i’ll,up + IIP - Pllsup < 2s. 

Dokazali jsme tudfz, ze mnozina vsech polynomu definovanych na [0,1], jejichz 
vsechny koeficienty jsou racionalnf cfsla, je husta v metrickem prostoru (C([0,1]), p sup ). 
Protoze tato mnozina je zrejme spocetna, je tento prostor separabilnf. 

(c) Necht; P je mnozina a q je diskretnf metrika na P. Podle Prfkladu |10.6.26| 
je jedinou hustou podmnozinou prostoru (P, q) mnozina P. Odtud ihned plyne 
tvrzenf. * 

10.7.3. Veta. Necht; (P, q) je metricky prostor. Jestlize existuje nespocetna mnozi- 
na^cPas>0 takove, ze pro kazde x,y e A, x ^ y, platf q(x, y) > s, pak P 
nenf separabilnf. 

Dukaz. Necht; A a e splnujf predpoklad vety. Predpokladejme, ze D je libovolna 
husta mnozina v P. Potom pro kazde x e A existuje d x e D C I B(x, |). Necht; 
x, y e A, x ^ y. Potom platf B(x, |) fl B(y, |) = 0, nebot; kdyby existoval prvek 
Z e B(x, |) D B(y, |), pak bychom dostali 

£ < q(x, y) < e(x, z) + q(z, y) < ^ ^ = s, 

coz je spor. Odtud plyne, ze d x / d y . To znamena, ze zobrazenf F : A —> D, ktere 
kazdemu x e A prirazuje prvek d x e D, je proste. Tedy mnozina A ma stejnou 
mohutnost jako mnozina F(A). Protoze A je nespocetna mnozina, je nespocetna i 
mnozina F(A). Dale vfme, ze F(A) C D. Odtud vyplyva, ze i Dje nespocetna mno¬ 
zina. Dokazali jsme, ze prostor P neobsahuje zadnou spocetnou hustou mnozinu. 
Tudfz prostor P nenf separabilnf. ■ 

10.7.4. Definice. Necht' (P, q) je metricky prostor a 33 je nejaky system otevrenych 
podmnozin P. Rekneme, ze 33 jc baze otevrenych mnozin prostoru P, jestlize pro 
kazdou otevrenou mnozinu G C P existuje 33* C 33 takova, ze |J 33* = G. 
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10.7.5. Kazdou otevrenou mnozinu muzeme obdrzet jako sjednocenf mnozin ba- 
ze, pficemz system bazovych mnozin muze byt podstatne mensf nez system vsech 
otevrenych mnozin. Prazdna mnozinaje rovna sjednocenf prazdneho systemu mno¬ 
zin, a proto baze nemusf, ale muze, obsahovat prazdnou mnozinu. 

10.7.6. Veta (charakterizace separabilnfch prostoru). Metricky prostor je separa- 
bilnf prave tehdy, kdyz ma spocetnou bazi otevrenych mnozin. 

Dukaz. => Necht' (P, p)je separabilnf metricky prostor a Dje spocetna hustapod- 
mnozina P. Polozme 


3$ = {B(x, r); x £ D, r £ Q, r > 0}. 

Mnozina D x Q je spocetna podle Vety |l.7.19| (c). System <53 je o brazem mnozi- 
ny D x Q pri zobrazenf F: (x, r) B(x, r), a tedy je podle Vety |l.7.19| (d) take 
spocetny. 

Dokazeme, ze 33 je bazf otevrenych mnozin P. Mnoziny v 33 jsou otevrene 
koule, a tedy otevrene mnoziny. Necht; G C P je otevrena mnozina. Polozme 
jg* = {H e 33; H c G}. Zrejme platf U i8* C G. Dokazeme opacnou inkluzi. 
Predpokladejme, ze x e G. Potom existuje s > 0 takove, ze B(x, s ) C G. Nalezne- 
me y e B(x, |) D D a r e (|, |) n Q. Potom q(x, y ) < r, takze x £ B{y, r). Dale 
pro kazde z e B(y, r ) platf 

q(x, z ) < q(x, y) + e(y, z) < s - + e - = s, 

a tedy B(y, r ) C B(x, s) C G. Odtud vyplyva, ze B(y, r) £ <53*. Protoze x £ B(y, r), 
plyne odtud, ze x £ 1J <S*. Platf tedy G = [J 33*. 

<= Necht' 33 = {B n ; n £ N} je spocetna baze neprazdnych otevrenych mno¬ 
zin metrickeho prostoru (P, q). Potom pro kazde n £ N zvolfme x n £ B n a polo- 
zfme D = {x„: n £ N}. Mnozina D je zrejme spocetna. Predpokladejme, ze G je 
neprazdna otevrena mnozina. Potom existuje n £ N takove, ze B n c G. Potom 
mame x n £ G, a tedy G fl D ^ 0. Podle Vety |10.6.29| je tudfz mnozina D husta v 
P. Odtud plyne, ze prostor P je separabilnf. ■ 

10.7.7. Dusledek. Necht' (P, q) je separabilnf metricky prostor a Q C P. Potom je 
metricky prostor (Q, q) separabilnf. 

Dukaz. Podle Vety |10.7.6| existuje spocetna baze 33 otevrenych mnozin prostoru P. 
Definujme system 33q = {Q n B; B £ 33}. Dokazeme, ze 33q je bazf otevrenych 
mnozin prostoru Q. 

Sys tem 33q zrejme spocetny a kazdy jeho prvek je otevrena mnozina v Q pod¬ 
le Vety |10.3.44 Predpokladejme, ze G C Q je otevrena mnozina v Q. Podle Ve¬ 
ty |0^44|existuje mnozina G C P otevrenavP splnujfcfG = GC\Q. Pro mnozinu 
G nalezneme system 33* C 33 splnujfcf G = [J <53*. Polozme <53g = {Q fl B; B £ 
i8*}. Potom zrejme <53g C S3q a [J 33q = Qn[J33* = QnG = G. 

Prostor (Q,q) je separabilnf podle Vety |10.7.6| , nebot; ma spocetnou bazi ote¬ 
vrenych mnozin. ■ 
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10.7.8. Definice. Necht; X je mnozina a A c X. Charakteristickou funkci mno- 
ziny A nazyvame funkci /A'- X —> TR, definovanou predpisem 

, . ( 1 pokud x e A 

Xa(x) = < r 

/ 0 pokud x f A. 

Specialne pro X = Nad c N definujeme charakteristickou posloupnost {xa}™=i 
mnoziny A predpisem 

_ j 1 pokud n e A 
{U)n ~ \ 0 pokud n 4 A. 

10.7.9. Veta. (a) Prostor £°° neni separabilni. 

(b) Prostor co je separabilni. 

Dukaz. (a) Necht; A, B c N, A ^ B. Potom zrejme plati 
\XA~Xb\v* = 1. 

nc boi po sloupnosti /A a xb obsahuji pouze nuly a jednicky a nejsou stejne. Z Ve- 
ty |10.7.3| tedy vyplyva, ze prostor i°° neni separabilni. 

(b) Pro n e N polozme 

D n ={xe c 0 ; x = {xj}jL j, xj e Q, xj = 0 pro j > n } 
a 

D=(]D n . 

Potom D n je spocetna pro kazde n e N, a tedy je take D spocetna. Dokazeme, ze 
D je husta v c<j. 

Necht; y = je prvek z Co, tedy y je posloupnost realnych cisel splnujici 

limy^oo yj = 0. Zvolme e > 0. K nemu nalezneme no € N takove, ze \yj \ < s pro 

kazde j > n. Dale pro kazde j e {1__ no} nalezneme rj e Q splnujici \rj —yj\ < 

s. Posloupnost x = {xj}'jL 1 , definovana predpisem 

rj pokud j = 1_,/Jo. 

0 pokud j > no, 

potom splnuje ^ € D no , tedy x e D, a 

II* — j|U°° = sup \xj —yj\ = max{ sup \xj - yj\, sup |0 —»-|} 
je N jsN,j<no je N j>no 

< max{e, e} = s. 

Mnozina D je tedy husta v Co- Odtud vyplyva, ze prostor co je separabilni. ■ 

10.7.10. Veta (vztah totalni omezenosti a separability). Necht; (P,q) je totalne 
omezeny metricky prostor. Potom je P separabilni. 
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Dukaz. Podle definice totalni omezenosd existuje pro kazde n e N konecna ^-sit: 
D n prostoru P. Polozme D = IJ^l, D n . Podle Vety |l. 7.1 9| (b) je potom mnozina 
D spocetna. Zvolme t e P a s > 0. Nalezneme n e N takove, ze ^ < e. Ponevadz 
D„ je ^-sit:, existuje y e D n takove, ze g(x, y) < i. Potom y e D a plati g(x , y) < e. 
Odtud plyne, ze D je husta v P. Prostor P je tedy separabilni. ■ 

10.7.11. Dusledek. Necht' (P, g) je kompaktni metricky prostor. Potom je P sepa¬ 
rabilni. 

Dukaz. Tvrzeni plyne z Vety |10.5.25| a Vety |10.7.10| . ■ 


10.8. Souvisle prostory 

10.8.1. Definice. Rekneme, ze metricky prostor (P, g) je souvisly, jestlize neni sjed- 
nocenim dvou neprazdnych disjunktnich otevrenych mnozin. Rekneme, ze mno¬ 
zina A C P je souvisla, jestlize je metricky prostor (A, g) souvisly. 

10.8.2. Poznamka. Necht' ( P, g) je metricky prostor a x e P. Potom je mnozina 
{a:} souvisla v prostoru (P, g). 

10.8.3. Priklady. (a) Dokazte, ze metricky prostor 1R je souvisly. 

(b) Dokazte, ze metricky prostor [0,1] U (2, 3) neni souvisly. 

(c) Dokazte, ze metricky prostor (P, Pdiskr) je souvisly prave tehdy, kdyzje mno¬ 
zina P bud’prazdna nebo jednobodova. 

Resent, (a) Predpokladejme, ze Gi,G 2 C M jsou neprazdne disjunktni otevrene 
mnoz iny spln ujici G| U G 2 = R. Podle vety o strukture otevrenych mnozin v R 
(Veta |10.3.20| ) je mnozina Gi nejvyse spocetnym sjednocenim disjunktnich otevre¬ 
nych intervalu. Protoze G 2 ^ 0, neplati G\ = R, a tedy alespon jeden z krajnich 
bodu alespon jednoho z techto intervalu je prvkem R. Oznacme tento bod sym- 
bolem a. Potom a £ G\, a tedy a e G 2 . Protoze G 2 je otevrena v M, existuje r > 0 
takove, ze (a — r, a + r) c G 2 . Protoze a je krajnim bodem nektereho intervalu 
leziciho v Gi, musi platit (a-r,a+r)nGi ^0. To je vsak spor s tim, ze mnoziny 
Gi a G 2 jsou disjunktni. 

(b) Mnozina [0,1] je otevrena, protoze pro kazde x e [0,1] a pro kazde r e M, 
0 < r < 1, plati B(x,r) c [0,1]. Ze stejneho duvodu je take otevrena mnozina 
(2,3). Dany metricky prostor je sjednocenim techto dvou neprazdnych disjunkt¬ 
nich otevrenych mnozin, a je tedy nesouvisly. 

(c) =*> Predpokladejme, ze mnozina P ma alesp on dva ru zne prvky x a. y. Po¬ 
tom mnozina {a:} i mnozina P\{A'}jsou podle Prikladu |l0.3.18| v prostoru (P, paiskr) 
otevrene, zrejme jsou neprazdne a disjunktni a mnozina P je jejich sjednocenim. 
Prostor (P, Pdiskr) je tedy nesouvisly. 

-<= Tvrzeni plati zrejme, dokonce pro libovolny metricky prostor. * 

10.8.4. Definice. Necht; (P, g) je metricky prostor a H c P. Rekneme, ze H je 
obojetna, jestlize je zaroven otevrena i uzavrena. 
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10.8.5. Poznamky. (a) Vkazdem metrickem prostoru (P, g) jsou prazdna mnozina 
a mnozina P obojetne. 

(b) V metrickem prostoru [0,1] U (2,3) jsou mnoziny [0,1] a (2, 3) obojetne. 

(c) Kazda podmnozina metrickeho prostoru ( P, pdiskr) je obojetna. 

10.8.6. Veta (charakterizace souvislych prostoru). Necht' (P, p) je me tricky prostor. 
Pak jsou nasledujici ctyri vyroky ekvivalentni. 

(i) Prostor P neni souvisly. 

(ii) Existuji dve neprazdne disjunktni mnoziny F\ , F 2 C P uzavrene v ( P, g) a 
takove, ze P = F\ U F 2 . 

(iii) Existuje obojetna neprazdna mnozina H splnujici H ^ P. 

(iv) Existuje spojite surjektivni zobrazeni /: (P, g) ->• ({0,1}, Pdiskr)- 

Dukaz. (i)=k(ii) Nalezneme neprazdne disjunktni otevrene mnozin y G1 a G 2 spl¬ 
nujici P = G\ U G 2 . Polozme F\ = G\ a F 2 = G 2 . Podle Vety |l0.3.17| jsou mnoziny 
F\ a F 2 uzavrene. Navic jsou zrejme disjunktni a neprazdne a plati P = F\ U F 2 . 

(ii) =>- (iii) Polozme H = F\. Potom FI je neprazdna, uzavrena a ruzna od P. 

Protoze F 2 je uzavrena, je H take otevrena, a tedy obojetna. 

(iii) => (iv) Polozme / = Xh- Protoze H ^ 0 a H ^ P, je / je surjek¬ 
tivni zobrazeni. Dokazeme, ze / je spojite. V prostoru {0,1} existuji pouze tri ne¬ 
prazdne otevrene mnoziny, a sice {0}, {1} a {0,1}. Podle predpokladu jsou mnoziny 
y— 1 ({0}) = H i /~ —1 ( {1}) = P \ H otevrene. Mnozina y —1 ({0, 1}) = P je otevrena 
trivialne. Podle Vety |l0.4.6| jc tedy / s pojite. 

(iv) =>- (i) Podle Prikladu |l0.3.18| jsou mnoziny {0} a {1} otevrene. Ze spojitos- 

ti zobrazeni / a Vety |l0.4.6| plyne, ze mnoziny / _1 ({0})a / _1 ({1}) jsou otevrene v 
prostoru (P, 0 ). Navic jsou tyto dve mnoziny zrejme neprazdne a disjunktni a plati 
P = y -1 ( 0) U y —1 (1). Prostor P tedy neni souvisly. ■ 

10.8.7. Definice. Necht' (P,q) je metricky prostor a A c P. Rekneme, ze A je 
komponenta, jestlize A je souvisla a kazda mnozina B c P splnujici A c B a 
A ^ B je nesouvisla. 

10.8.8. Veta. Necht; (P, q) je metricky prostor, G C P je otevrena mnozina v (P, q), 
icPaGni = 0. Potom G fl A = 0. 

Dukaz. Predpokladejme, ze x e G fl A. Potom diky otevrenosti mnoziny G v (P, g) 
existuje r > 0 splnujici B(x,r ) c G. Protoze x e A, bud plati x e A nebo x e 
3 A. V kazdem pripade vsak existuje s > 0 takove, ze B(x, s) fl /l / 0. Polozme 
t = min{r, 5}. Potom plati B(x,t ) C G a B(x,t ) fl A ^ 0. To je ale spor s tim, ze 
G fl A = 0. Tvrzeni je dokazano. ■ 

10.8.9. Veta (vlastnosti souvislych prostoru). Necht; ( P , q) je metricky prostor. 

(a) Necht; (Q,a) je metricky prostor a /: (P, g) —> je spojite zobrazeni. 

Necht; A c P je souvisla mnozina v prostoru (P, g). Pak /( A ) je souvisla mnozina 
v prostoru (Q,a). 

(b) Necht; Ac P je souvisla mnozina v prostoru (P, g) a A c B c A. Pak je 
mnozina B souvisla v prostoru (P, g). Specialne, mnozina A je souvisla v (P, g). 
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(c) Necht; I ^ 0 je indexova mnozina a necht; pro kazde a e I je A a souvisla 
mnozina v prostoru (P, g). Necht; plati 

f]A a ^0. 

ael 

Potom je Uae/ souvisla mnozina v prostoru (P, g). 

Dukaz. (a) Predpokladejme, ze mnozina / (A) neni souvisla v prostoru (Q, a). Oznac- 
me symbolem g zuzeni zobrazeni / na mnozinu A. Potom g: (A,g) —► (Q,a) 
je spojite zobrazeni a f(A) = g(A). Existuji tedy neprazdne disjunktni mnoziny 
Gi, G2 C Q otev rene v prostoru ( Q , a) splnujici g(A ) = Gi U G2. Ze spojitosti zob¬ 
razeni g a z Vety |T0X^ plyne, zemnozinyg ^Gajjsouotevrenevprosto¬ 

ru {A, q). Navicjsou zrejme neprazdne a disjunktni a plati A = g~ l (Gi) U g~ [ (G 2 ). 
Mnozina A tudiz neni souvisla v prostoru (A,q), a tedy ani v prostoru (P, q). 

(b) Predpokladejme, ze B = Gi U G2, pric emz G1, G2 jsou neprazdne, dis¬ 
junktni a otevrene v prostoru ( P, q). Podle Vety |l0.3.44| jsou mnoziny A fl G\ a 
A fl G2 otevrene v prostoru (A, q). Navicjsou tyto dve mnoziny zrejme disjunktni 
a plati 

A = (A n Gi) U (A n G 2 ). 

Dokazeme, ze obe tyto mnoziny jsou neprazdne. Predpokladejme, ze napriklad 
A fl Gi =0. Potom A c G2. Vime ale, ze existuje bod x e B fl Gi. Protoze 
B c A, plati x e A, a tedy diky Vete |10.3.41| (c) mame q(x, A) = 0. Mnozina G1 
je ale otevrena v prostoru (P, q) a disjunktni s G2, takze existuje r > 0 takove, ze 
B{x,r ) c G\. Pak ale q(x, G 2 ) > r > 0, a tim spise dist(jc:, ^4) > 0, coz je spor. 
Obdobne lze dokazat, ze A n G2 ^ 0. Mnozina A je tedy nesouvisla, coz je spor. 

(c) Necht; G\, G2 jsou disjunktni a otevrene mnoziny v (P, q) a plati Uae/ = 
Gi U G2. Pak pro kazde ael mame 

A a = (Aa n Gi) U (Aa n G 2 ), 

pricemz mnoziny A a fl Gi a A a fl G2 jsou disjunktni a podle Vety |10.3.44| otevrene 
v metrickem prostoru (A a ,g). Tento metricky prostor je ale souvisly, takze alespon 
jedna z mnozin A a D Gi a A a D G 2 musi byt prazdna. Bez ujmy na obecnosti pred- 
pokladejme, ze A a (A G 2 = 0. Potom A a C G\. Dokazali jsme, ze pro kazde ael 
plati bud' A a c G\ nebo A a C G 2 . Protoze ale prunik vsech G a je neprazdny, plyne 
odtud, ze pro kazde ael plati 4„ C Gi. Mnozina G2 je tudiz prazdna. Mnozina 
Uae/ j e tedy souvisla v prostoru ( P, g). ■ 

10.8.10. Veta (charakterizace souvislych mnozin v M). Necht; A c E. Pak A je 
souvisla mnozina v prostoru M prave tehdy, kdyz A je bud prazdna nebo interval. 

Dukaz. =k Predpokladejme, ze A je neprazdna mnozina a neni to ani interval. 
To specialne znamena, ze A neni ani degenerovanym intervalem, a tedy je alespon 
dvoubodova. Existuji tudiz body a,b e A a c e M, c ^ A, takove, ze a < c < b. 
Potom 


A = [A n (-00, c)] U[4n (c, 00)]. 
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M noziny A fl (— 00 , c) a A fl (c, 00 ) jsou zrejme neprazdne a disjunktnf. Podle Ve- 
ty |10.3.44| jsou navfc otevrene v metrickem prostoru (A, q), kde q je zdedena euk- 
leidovska metrika na R. Mnozina A tedy nenf souvisla v prostoru R. 

-<= Je-li mnozina A prazdna, pak je zrejme souvisla podle Definice |10.8.1| . Je- 
li mnozina A degenerovanym intervalem v R, pak je jednobodova, a tedy souvisla 
podle Poznamky |10.8.2| . 

Necht; a, b e R, a < b. Predpokladejme, ze [a, b] neni souvisly v prostoru R. 
Pak existuji neprazdne disjunktnf mnoziny Gi, G 2 otevrene v R splnujfcf [a, b\ = 
Gj U G 2 . Bez ujmy na obecnosti predpokladejme ze b € G 2 . Pak dfky otevrenosti 
G 2 existuje 8 > 0 takove, ze ( b — 8,b) C G 2 . Polozme 

^ = sup Gi. 

Potom % < b. Necht; ^ e G|. Potom dfky otevrenosti mnoziny G\ existuje r > 0 
takove, ze (f, £ + r) c G\. To je vsak spor s tfm, ze f = sup Gi. Necht; tedy ^ e G 2 . 
Potom dfky otevrenosti mnoziny G 2 existuje s > 0 takove, ze — s, f) C G 2 . To 
je ovsem opet spor s tfm, ze f = sup Gi. K obdobnemu sporu dojdeme, jestlize 
predpokladame, ieb e G\. Odtud plyne, ze interval [a, b\ je souvisly v prostoru R. 

Necht; a e R, b e R* a a < b. Necht; {x„)” =l je rostoucf posloupnost realnych 
cfsel splnujfcf a < x 1 a lim x n = b. Takova posloupnost vzdy existuje, nebot' pro 
iiel stacf volit 


a pro b = 00 stacf volit x n = a + n. Potom platf 

\a,b) = |J [a,x n \. 

neN 

Podle jiz dokazaneho tvrzenf je pro kazde neN interval [a, x n ] souvislou mnozi- 
nou v R. Navfc platf 

Pi + 0 - 

nsN 

nebot' naprfklad 

ae f)[a,x n \. 
neN 

Podle Vety |10.8~9| (c) je tedy interval [a, b) souvislou mnozinou v prostoru R. 

Obdobne lze dokazat, ze pro kazde a e R* a b e R takove, ze a < b, je interval 
(a, b] souvislou mnozinou v prostoru R. 

Konecne necht' a,b e R* a platf a < b. Zvolfme libovolny bod c e (a,b). 
Potom platf 

(a,b) = (a,c]U[c,b) 

a (a,c] fl [c,b) ^ 0. Podle jiz dokazaneho tvr zenf jso u oba intervaly ( a,c] a [c,b) 
souvisle v R. Podle specialnfho prfpadu Vety |l0.8.9| (c) je tedy interval (a, b) sou¬ 
vislou mnozinou v prostoru R. 

Tfm jsou vycerpany vsechny moznosti typu intervals a tvrzenf je dokazano. ■ 
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10.8.11. Priklad. Necht: G C R" je souvisla otevrena mnozina v prostoru R" a 
/: G —> R je zobrazenf takove, ze pro kazde x e G platf f'(x) = 0. Dokazte, ze 
potom / je konstantnf na G. 

10.8.12. Definice. Necht' (P, g) je metricky prostor a / C P. Rekneme, ze J je 
krivka v prostoru (P, g), jestlize existuje spojite zobrazenf /: [0,1] —> (P, g) tako¬ 
ve, ze /([0,1]) = /. 

Rekneme, ze mnozina A c P je krivkove souvisla v prostoru (P, g), jestlize 
pro kazde a,b e A existuje spojite zobrazenf /: [0,1] —> (A, g) takove, ze /(0) = a 
a /(1) = b. 


10.8.13. Veta (o vztahu souvislosti a krivkove souvislosti). Kazda krivkove souvisla 
mnozina v metrickem prostoru je v tomto prostoru souvisla. 


Dukaz. Necht' A je krivkove souvisla mnozina v prostoru (P, g), ktera nenf v tomto 
prostoru souvisla. Potom existujf neprazdne disjunktnf mnoziny Gi, G 2 C P ote- 
vrene v (P, g) splnujfcf A = G\ U G 2 . Zvolfme libovolne body a e G\ a b e G 2 . 
Podle predpokladu existuje spojita funkce /: [0, 1] — > (A, g) takova, ze /(0) = a 
a /( 1) = b. Potom ale [0,1] = / -1 (Gi) U / -1 (G 2 ). Ze spojitosti zobrazenf / a 
Vety |10.4~6| plyne, ze mnoziny a / _1 (G 2 ) jsou otevrene v prostoru [0,1]. 

Zaroven jsou zrej me disjun ktnf a neprazdne. Interval [0,1] je tedy nesouvisly. To 
je ale spor s Vetou |10.8.10| . ■ 

10.8.14. Priklad. Dokazte, ze mnozina icli 2 definovana predpisem 
A = {[x,y]eR 2 -, xeR,y = f(x)}, 


kde 


(0 pokud x € (- 00 ,0], 

j sin (i) pokud x G (0, 00 ), 


je souvislou podmnozinou prostoru M 2 , ktera ale nenf krivkove souvisla. 


Resent. Polozme 


A 1 = {[x, y] e R 2 \ x e (0, 00 ), y = f(x)}. 


Necht; [xi,yi], [T 2 ,y 2 ] € A 1 . Definujme zobrazenf g: [0,1] —> A\ predpisem 

8 (,) = [(!-»)», + te.,m( (1 _ () j, +a2 )l. 

Potom g je spojite zobrazenf splnujfcf g(0) = [xi,yi] a g(l) = [x 2 ,yi\- Mnozina 
A\ je tudfz krivkove souvisla, a tedy i souvisla v R 2 . 

Pro n e N polozme x n = Potom pro kazde n e N platf [x n ,0\ e A\ a 
limx n = 0. Odtud plyne, ze [0,0] e A\. Oznacfme-li tedy 
^2 = ^1 u {[0,0]}, 

pak dostaneme A \ C A 2 C A \. Podle Vety |l0.8.9| (b) je tudfz A 2 souvisla v prostoru 

M 2 . 
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Konecne oznacme 

A 3 = {[x,y] e R 2 ; x e (—oo,0], y = 0}. 

Potom A 3 j e zrejm e souvisla vl 2 anavicplati A 2 CiA 3 = {[0,0]}, takze A 2 (AA 3 ± 0. 
Podle Vety |10.8.9| (c) je tedy take mnozina A 2 U A 3 souvisla v R 2 . Vzhledem k tomu, 
ze A = A 2 U A 3 , dokazali jsme, ze mnozina A je souvisla v R 2 . 

Predpokladejme pro spor, ze mnozina A je navic krivkove souvisla v R 2 . Po- 
lozme a = [—1,0] a b = [i, 0]. Pak existuje spojite zobrazeni h : [0,1] —*■ A takove, 
ze h( 0) = a a h( 1) = b. Tvrdime, ze pro kazde x € [—1, existuje t e [0,1] ta¬ 
kove, ze h(t) = x. Kdyby tomu tak nebylo, pak by platilo h: [0,1] -*■ A 4 , kde 
A 4 = A \ {[^:, / ( jc)]}. Pro toze mnoziny (—oo, tjxla ( x , oo) x R jsou otevrene v M 2 , 
jsou podle Vety ^0.3. 44| mnoziny d 4 n((— oo, r)xl) ad 4 fl((x, oo)xR) otevrene v A 4 
a diky spojitosti zobrazeni h a Ve te |l0.4.6| j s o u take mnoziny/? -1 (/) 4 n((—oo, r)xR)) 
a h~ ] (A 4 fl ((x,oo) x M)) otevrene v [0,1]. Protoze jsou take zrejme neprazdne a 
disjunktni a interval [0,1] je jej ich sjedn ocenim, plyne odtud, ze interval [0,1] je 
nesouvisly, coz je spor s Vetou |10.8d0| . Tim je dokazano nase tvrzeni. Specialne 
tedy pro kazde ?z e N existuje t„ e [0,1] takove , ze h(t„ ) = \(% + 2n7t) _1 ,1]. Zrej¬ 
me plati lim h(t„) = [0,1]. Podle Vety |10.5.11| a Vety (l0.5.5| je mnozina /?([0,1]) 
kompaktni v R 2 . Podle Vety |l0.5.6| jc tato mnozina uzavrena v M 2 . Podle jiz doka- 
zaneho tvrzeni obsahuje mnozina /?([0,1]) posloupnost {[(y + 2«7r) _1 ,1]}^ =1 . Jak 
jsme jiz uvedli, tato posloupnost je v prostoru M 2 konvergentni a jeji limitou je bod 
[0,1], takze [0,1] e A. To ale neplati, takze dostavame spor. Mnozina A tedy neni 
krivkove souvisla v prostoru R 2 . * 

10.8.15. Poznamky. (a) Spojity obraz krivkove souvisle mnoziny je krivkove sou¬ 
visla mnozina. 

(b) Necht' A je krivkove souvisla mnozina. Pak A nemusi byt krivkove souvisla 
mnozina. 

(c) Necht; {A a } C P jsou krivkove souvisle mnoziny s neprazdnym prunikem 
Da pficemz a probiha indexovou mnozinu libovolne mohutnosti. Pak [J a A a 
je krivkove souvisla mnozina. 

(d) Necht; A c R" je otevrena a souvisla. (Takova mnozina se nazyva oblast .) 
Pak A je krivkove souvisla. 


10.9. Soucin metrickych prostoru 

10.9.1. Necht;?? e N a (Pi, pi),..., (P n , q„) jsou metricke prostory. Definujme 
mnozinu P = P\ x ■ ■ • x P n a funkci CToo: f x f -> [0, oo) predpisem 


kde x, y e P, x = (x \,..., x n ) a y = (_yi,..., y n ). Potom dvojice ( P , (Too) tvori 
metricky prostor. 
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Dukaz. Tvrzeni plyne ihned z t oho, ze g ,, i e {1,..., n], jsou metriky a z vlastnosti 
metriky q zavedene v Prikladu |10.1.10| . ■ 

10.9.2. Definice. Metricky prostor (P, CToo) zavedeny v |10.9.1| nazyvame kartez- 
skym soucinem metrickych prostoru (P \, pi),_ (Pn , Qn)- 


10.10. Teoreticke priklady k metrickym prostorum 


10.10.1. Priklad. Necht' (P, q) je metricky prostor. Dokazte, ze pro kazdax, y,u,v e 
P plati 

le(^. y) - e(w. «)l < q(x, u ) + e(y, v). 


Resent Plati 
takze 


e(x, y ) < q(x, u ) + q(u, v) + q(v, y), 
q(x, y) - q(u, v ) < q(x, u) + e(y, v). 


Ze symetrie dostavame 


q(u, v ) - q(x, y) < e(x, u ) + g(y, v). 
Tvrzenf plyne z kombinace predchazejicich dvou odhadu. 


10.10.2. Priklad. Necht' (P, q) je metricky prostor, {x„} je konvergentnf posloup- 
nost prvku P s limitou x e P a {} je konvergentnf posloupnost prvku P s limitou 
y e P. Dokazte, ze e(x„,y„) -*■ q(x, y). 

Resent Podle Prikladu |10.10.1| platf 

\e(x„,yn)-Q(.x,y)\ < e(x n ,x) + e(y„,y). 

Podle predpokladu konverguje prava strana k nule, a tedy i leva. Odtud plyne 
tvrzenf. * 


10.10.3. Priklad. Oznacme symbolem i°° mnozinu vsech omezenych posloup- 
nostf realnych cfsel. Definujme funkci || • \\too : l°° —> [0, oo) predpisem 

\\{x n }\\t°° = sup lx,|, neN. 

neN 

Dokazte, ze (l°°, || ■ |[|oe) je normovany linearnf prostor. 

10.10.4. Priklad. Oznacme symbolem c<j mnozinu vsech posloupnostf realnych 
cisel s nulovou limitou. Dokazte, ze (co, || ■ |U°°) je normovany linearni podprostor 
prostoru c, a tedy take prostoru i°°. 

10.10.5. Priklad. Necht; p e [l,oo). Oznacme l p mnozinu vsech posloupnosti 
realnych cisel { x n } splnujicich 
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Definujme funkci || • ||ip : l p —> [0, oo) predpisem 

\\{x»}\kP = (^,\Xn\ P y ■ 

Dokazte, ze (l p . || • \\ip) je normovany linearnf prostor. 

10.10.6. Priklad. Necht! (P, e) je metricky prostor. Dokazte nasledujfci tvrzeni: 

(a) pro kazde x e P a pro kazde r > 0, plati B(x, r) c B(x, r), 

(b) opacna inkluze obecne neplati. 

Resent, (a) Necht! xeP,r>0a.ye 3 B(x,r). Predpokladejme pro spor, ze 
q(x, y ) > r. Polozme s = q(x, y) - r. Potom s>0a pro kazde z e B(y, s ) platf 

q(x, z) > e(x, y) - g(y, z ) > q(x, y)-s = r , 
takze z ^ B(x,r). To znamena, ze B(y,s) fl B(x,r) = 0. To je ale spor s tfm, ze 
y e 3 B(x, r ). Musf tedy platit q(x, y) < r, a tedy 3 B(x, r ) c B(x , r). Celkem tedy 
mame 

B(x, r) = B(x, r ) U 3 B(x, r ) C B(x, r ). 

(b) Necht! P je diskretnf metricky prostor obsahujici alespon dva ruzne body 
a x € P. Potom 

B(x , 1) = P(^T) = M, 

ale B(x, 1) = P. Protoze P ma alespon dva ruzne body, inkluze B(x, r ) C B(x, r ) 
neplati. * 

10.10.7. Priklad. Necht! (P, q) je metricky prostor a {F n } je nerostoucf posloupnost 
uzavrenych mnozin v P. Necht' pro kazde n e N je x n e F n , pricemz posloupnost 
{x n } konverguje k nejakemu bodu x € P. Dokazte, ze x € n«t=i Fn- 

Resent. Necht! k e N je dano. Pak {x n }™ =k je posloupnost bodu v F k konvergujfcf k 
x. Protoze mnoziny F k jsou uzavrene, platf x e F k . Tedy x e F k pro kazde ieN, 
a proto x e F k - * 

10.10.8. Priklad. Necht' (P, g) je metricky prostor a A c P. Dokazte, ze potom 
platf 

IntT = P\P\ A. 

Resent. Necht! x e Int A. Potom existuje r > 0 takove, ze B(x, r) c A. Tedy B(x, r)C\ 
(P \ A) = 0. Tudfz x ^ 3 (P \ A). Navfc zrejme plati x P \ A, takze x ^ P \ A. 
Dokazali jsme tedy inkluzi IntT C P \ P \ A. 

Nyni predpokladejme, ze x e P \ P \ A. Potom x P \A, takze existuje r > 0 
takove, ze bud' B(x, r) n (P \ A) = 0 nebo B(x, r) n A = 0. Druha moznost ale 
nemuze nastat, nebot' 


e P\P\Ac P\(P\A) = A. 
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Tedy B(x, r) C\ (P \ A) = 0, neboli B(x, r) c A. To znamena, ze x e Int A. Tim 
je dokazana inkluze P \ P \ A C IntT, a tedy i pozadovana rovnost IntT = P \ 
P \ A. * 


10.10.9. Priklad. Definujme zobrazeni <p: R* —► [—j, f] predpisem 

! —j, pro x = -oo, 
arctgx, pro tel, 
j, pro x = oo 

afunkcip: R*xR* —> [ 0 , oo) predpisem g(u, v) = \<p(u)—<p(v)\. Dokazte, ze(R*,p) 
je metricky prostor. 

Resent. Zrejme pro kazda x,y e TR* platf q(x, y) > 0, pricemz e(x,y) = 0 prave 
tehdy, kdyz x = y. Dale pro kazda x,y e M* pro zrejme platf g(x,y) = g(y,x). 
Nechtx,y,z € R*. * 


10.10.10. Prfklad. Necht' Me R* je nepraz dna uza vrena mnozina v prostoru 
(R*,p), kde q je metrika zavedena v Prfkladu |10.10.9| . Dokazte, ze pak existuje 
posloupnost realnych cfsel { a „ } takoy a, ze mnozina hromadnych hodnot posloup- 
nosti {a n } zavedena v Definin' [2.4.17| je rovna mnozine M. 

Resent. Pro kazde neNaieZ polozfme 


Oznacme A = {[«, k] e N x Z; /„ ; fc n M ^ 0}. Pro kazde [n,k\ e A nalezneme 
x n ,k € I n ,k H M. Oznacme 

D = {x n , k \ [n,k] e A}. 

Potom mnozina D jespocetna, amuzeme tedyjejiprvkyoznacit symbolyyi, y2, 
Definujme posloupnost 


a oznacme ji symbolem {a m }. V posloupnosti {a m } se kazdy prvek mnoziny D vy- 
skytuje nekonec nekrat. Zrejme plati D c H({a m }). Dale je {a m \ me N} C M, 
takze z Prfkladu |2. 5.1 1| plyne, ze H({a m }) C M. 

Necht; kMfll Zvolme e e R, s > 0. K nemu nalezneme n e N a k € Z 
takove, ze b e I„ t k C B(b,s). Z konstrukce posloupnosti {a m } pak plyne, ze je 
mnozina {m e N: a m e B(b,e)} nekonecna. Protoze e bylo zvoleno libovolne, 
vyplyva odtud, ze b e H({a m }). Takze jestlize M c R, pak H({a m }) = M, a tedy 
{a m } je hledana posloupnost. 

Jestlize oo e M, pak polozfme 

m, pokud m je sude, 
a m , pokud m je liche. 
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Pak zrejme platf H({a' m }) = M, a tedy jednou z moznych hledanych posloupnostf 
je posloupnost {a' m }. Je-li — oo e M, postupujeme obdobne. * 

10.10.11. Priklad. Dokazte, ze spojity obraz uzavrene mnoziny nemusf byt uza- 
vrena mnozina a spojity obraz otevrene mnoziny nemusf byt otevrena mnozina. 

Resent Uvazujme spojite zobrazenf jt: R 2 —» R zobrazujfcf [x,y] e R 2 na x e R. 
Dale polozme 

A = {[x, -]; x € (0, oo)} 

Dokazeme, ze A je uzavrena mnozina v R 2 . Definujme funkci g: (0, oo) 2 —> R 
predpisem g(x,y) = y — Potom g je zrejme spojita. Navfc plat f A = g~' ({0}). 
Mnozina {0} je kompaktnf, a tedy uzavrena v R, takze podle Vety |l0.4.6| jc A uza¬ 
vrena v (0, oo) 2 , a tedy i v R 2 . Zrejme vsak platf n(A) = (0, oo), coz nenf uzavrena 
mnozina v R. 

Funkce sin: R -»• R je spojita funkce zobrazujfcf otevrenou mnozinu R na 
[—1,1], coz nenf otevrena mnozina. * 

10.10.12. Priklad. Necht: {x n } je posloupnost prvku metrickeho prostoru P spl- 
nujfcf x n ^ x pro nejake x e P. Dokazte, ze mnozina K = {x n ; x € N} U {a:} je 
kompaktnf. 

Resent Necht: je nejaky system otevrenych podmnozin pokryvajfcf K. Potom 
existuje G e ^ takova, ze jc e G. Protoze x n —> x, existuje no e N takove, ze 
pro kazde n > n 0 platf x n € G. Pro kazde k e {1,..., n 0 } existuje Gk e splnujfcf 
Xk e Gk- Potom soubor mnozin §* = {G, G\,.. , G nn } tvorf konecny podsystem 
systemu §, ktery zrejme pokryva K. Podle Vety |l0.5.26| je tedy mnozina K kom¬ 
paktnf. * 

10.10.13. Priklad. Necht: P je nekompaktnf metricky prostor. Sestrojte neomeze- 
nou spojitou funkci /: P -> R. 

10.10.14. Priklad. Dokazte, ze metricky prostor (P, q) je kompaktnf prave teh- 
dy, kdyz pro libovolnou posloupnost { F „} neprazdnych uzavrenych mnozin v P 
splnujfcfch F n +1 c F n pro kazde n e N platf fj^l, F n ^ 0. 

Resent =y Necht: { F n \ je posloupnost neprazdnych uzavrenych mnozin v P spl- 
nujicf F n+ 1 c F n pro kazde n € N. Pro kazde n € N vybereme libovolny prvek 
x n e F„. Protoze P je kompaktnf prostor, existuje podposloupnost {x„ k j po- 
sloupnosti {x n } a prvek x e P takove, ze lim^-s-oo x n k = x - Zvolme n e N. Z 
predpokladu plyne, ze pro vsechna k e N splnujfcf nk > n platf x„ k e F n . Protoze 
F n je uzavrena, vyplyva odtud, ze take x e F n . Protoze n bylo zvoleno libovolne, 
platf x e a°°=i Mnozina fj^Li Fn je tedy neprazdna. 

<= Necht: {x n } je posloupnost prvku z P. Pro kazde n e N polozme 

F n = {xj\ j e N, j > n}. 

Potom je pro kazde n € N mnozina F n uzavrena v P a platf F n+i c F n . Podle pred- 
pokladu vety tedy existuje x e fj^=i F n . Protoze x & F U plyne z definice mnoziny 
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Fi, ze existuje index ri\ e N takovy, ze g(x nl ,x) < 1. Predpokladejme, ze pro neja- 
ke k e N mame zvoleny indexy n \,Protoze x e F k + 1, plyne z definice teto 
mnoziny, ze existuje index n k +i e N splnujici n^+\ > n* a g(x„ k+l , x) < jJry. Tak- 
to ziskame rostouci posloupnost indexu {nk}'^L l , takovou, ze pro kazde k e N plati 
g(x nk , x) < p Tedy Hindoo x„ k = x. Z libovolne posloupnosti jsme tedy vybrali 
konvergentni podposloupnost. To znamena, ze prostor P je kompaktni. * 

10.10.15. Priklad. Necht: (P, g) je metricky prostor, K C P je kompaktni, F C P 
je uzavrena a dist(A, F) = 0. Dokazte, ze potom K fl F ^ 0. 

Resent Nalezneme posloupnosti {x„}prvku F a {y„} prvku K takove, ze lim n _>oo g(x n , y n ) = 
dist(.A, F) = 0. Protoze K je kompaktni, lze z {y n j vybrat konvergentni podpo¬ 
sloupnost {y nk } s limitou y e K. Potom 

g(x„ k ,y) < g(x nk ,y„ k ) + g(y„ k ,y) -> 0, 

takze x n/c —> y. Protoze F je uzavrena, plati y e F. Tedy y e K fl F. a 

10.10.16. Priklad. Necht' (P, g) je metricky prostor, s > 0 a existuje nekonecna 
mnozina A C P splnujici g(x,y) > s pro ruzne body x,y e A. Dokazte, ze pak 
prostor P neni kompaktni. 

Resent Mejme mnozinu A c P splnuji ci predpoklady tvrzeni. Protoze je A neko¬ 
necna, obsahuje podle Prikladu |l.7.22| posloupnost {x„} splnujici 

g(x n ,x m )>s, n,meN,n^m. (10.10) 

Pak {x n } nema konveregentnipodposloupnost. To nahledneme takto. Kdyb y \x ni , } 
byla konvergentni podpo sloupn ost posloupnosti {x n }, byla by podle Vety |10.6.4| 
cauchyovska. To ale diky ( |10.10[ ) zjevne neni. * 

10.10.17. Priklad. Dokazte, ze mnozina A = {{x n } e l 2 ; \x n \ < i ,n e N} je 
kompaktni v i 2 ■ 

Resent Protoze I 2 je uplny prostor, staci dokazat totalni omezenost A. Zvolme s > 

0. Nalezneme no e N takove, ze J2™=n 0 ^ < e2 - Zobrazena 7t: l 2 (M"°, ||-|| eufel ) 
definovane jako 

7t({x n }) = (x l ,...,x no ), {x n }el 2 , 

je linearni a ||jt|| < 1. Protoze je mnozina A ome zena, je omezena i mnozina tx(A). 

Tedy je v M" 0 totalne omezena (viz Veta |10.5.8| ). Proto existuje konecna mnozina 
F C tz(A), ktera tvori e-sit;. Pro kazde x e F vybereme y x e A takove, ze 7t(y x ) = x. 

Pak je mnozina {y x \ x e F} 3e-sit: v A. 

Abychom to ukazali, definujeme linearni zobrazeni a: l 2 -*■ l 2 jako 

ct({*«}) = (xi,...,x„ o ,0,...), {x n } € i 2 -. 

Pak ||<j({^n})IU 2 = lk({^n})lleukl P ro ka ^de {x n } € l 2 . 




596 


10. METRICKE PROSTORY 


Mejme z e A. Vybereme x e tt(A) takove, ze \\tv(z) — x|| < s. Pak 
\\z-y x \\ < |ik-o-(z)ll + \\o{z) ~ a<Jx)\\ + IkO*) - y*|| 

< e + \\n{z) - 7t(y x )\\ +e 
— 2e + ||jt(z) -*#f < 3s. 

Tedy A je totalne omezena, a tudfz kompaktnf. * 

10.10.18. Prfklad. Dokazte, ze mnozina B = {{x n } e c 0 ; ||{x„}|| < 1} nenf kom¬ 
paktnf v Co- 

Resent Uvazujme vektory e n e cq, n e N, kde e n je ra-ty kanonicky vektor v Co, tj 
e n = (0, - - - ,0,1,(),•••). 

kde 1 je na n-tem mfste. 

Pak 

\\e n -e m || = 1, n,m e N,« + m, 

a tedy mnnozina 

D = {e n \ n e N} 

je nekonecna mnozina splnujfcf predpoklady Pnkladu |10.10.16[ Proto nenf A kom¬ 
paktnf. * 

10.10.19. Prfklad. Ncchf ( P, p) je mctricky prostor a K, L C Pjsou kompaktnf ne- 
prazdne podmnoziny P. Dokazte, ze existujf x e K a y e L splnujfcf dist(F, L) = 
Q(x, y). 

Resent Necht; {x n }, {y„} jsou posloupnosti v K, respektive v L, takove, ze g(x n , y n ) -> 
dist(F, L). Dfky kompaktnosti K vybereme podposloupnost {x nk } posloupnosti 
{x „} konvergujfcf k nejakemu bodu x e K. Dale vyuzijeme kompaktnost L k nale- 
zenf podposloupnosti {y „ k ,} konvergujfcf k nejakemu y e L. Pak ale x„ k . —> x, a 
tedy dfky Prfkladu |10.10.2| mame 

dist(Ai, L) = Hm g(x„ k . , y„ k . ) = g(x, y). 


10.10.20. Prfklad. Naleznete prfklad metrickeho prostoru, jeho kompaktnf pod¬ 
mnoziny K a uzavrene podmnoziny F, jejichz vzdalenost nenf realizovana, tedy 
neexistujf x e K a y e F, takova ze dist(F, F) = g(x, y). 

Resent Definujme funkci g: N x N [0, oo) predpisem g(m,n) = ^ + £. Potom 
(N,p)je metricky prostor. Polozmc K = {1} a F = N\F. Potomje F jednobodova 
mnozina, a tedy je kompaktnf. Zaroven platf B(\, 1) c K, takze K je otevrena, a 
tedy je F uzavrena. Dale platf 

dist (K,F) = inf{p(l,n); n e N, n > 2} = inf{l + n € N, n > 2} = 1. 

Na druhe strane ale pro kazde m e F platf p(l ,m) = 1 + ^ > 1, takze vzdalenost 
mnozin F a K nenf realizovana. * 
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10.10.21. Pfiklad. Necht; A, B c R" jsou takove neprazdne mnoziny, ze A je 
kompaktnf a B je uzavrena. Dokazte, ze existuji body x e A a y e B splnujici 
dist(+, B ) = q(x, y ). 

Dalenajdete dve disjunktni neprazdne uzavrene mnoziny vl 2 splnujici dist(+ B ) 

0. 

Reseni Necht' {x n }, {y n } jsou posloupnosti v A, respektive v B, splnujicf g(x n , y„) 
dist(+, B). Diky kompaktnosti A existuje podposloupnost {x„ k } posloupnosti { x n } 
konvergujicf k nejakemu x e A. Dale plati, ze {y nk } je omezena. To plyne z nasle- 
dujici uvahy. Necht' A'o e N je takovy index, ze Q(x nic ,y„ k ) < dist(/l, B) + 1 a 
Q{x nk ,x) < 1. Pak 

Q(jn k ,x) < Q(y„ k ,Xn k ) + Q{x„ k ,x) < dist(T, B) + 1 + 1, k > k 0 . 

Z tohoto odha du jiz p lyne omezenost {y „ k }. 

Diky Vete |10.5.8| lze z posloupnosti {y nk } vybrat podposloupnost {y nk .} kon- 
ver gujici k nejakemu y e R". Z uzavrenosti B dostavame y e B. Proto z Prikla- 
du |l0.10.2| mame 

dist(+, B) = _lun g(x„ kj , y„ k .) = g(x, y). 

Abychom dokazali druhe tvrzeni, uvazujme mnoziny 

A = {(je, 0) e M 2 ; x e R}, B = {(je, i) e R 2 ; x e [0, oo)}. 

Mnozina A je zrejme uzavrena. Uzavrenost B pak plyne z Prikladu |l 0.10.1 1| . 

Dale jsou mnoziny 4aB disjunktni. Plati vsak, ze 

dist(T, B) < inf{p((n, 0), (n, -)); n e N} = 0. 

* 

10.10.22. Pfiklad. Necht; (P. q) je kompaktnf neprazdny metricky prostor. Dokaz¬ 
te, ze existujf x,y e K splnujicf diam P = g(x, y). 

Reseni Prostor P je omezeny (Veta |l0.5.7| (a)), a tedy diam P < oo. Nalezneme 
posloupnosti {x n }, { y n } ve P splnujici 

Q(xn, yn) -► diam P. 

Diky kompaktnosti P lze z {x n } vybrat podposloupnost {x„ k } konvergujici k neja¬ 
kemu bodu x e P. Podobne vybereme podposloupnost {y nkj } posloupnosti {y nk } 
konvergujici k bodu y e P. Pak mame 

diam P = ^lim g(x nkj , y „ kj ) = g(x, y). 


10.10.23. Pfiklad. Necht; {P, g) je kompaktni metricky prostor a /: P ->• P je 
izometrie. Dokazte, ze f(P) = P. 
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Resent Necht' f(P) P. Vezmeme x 0 e P \ f{P) a oznacfme d = dist(x 0 , /(P)). 
Protoze je / spojite, je f(P) kompakt, a tedy d > 0. Polozme x n = f n (x 0 ). Pak 
jsou cleny posloupnosd {x n } obsazeny v f(P), a tedy q(x 0 , x n ) > d pro kazde n e 
N. Diky kompaktnosti vybereme podposloupnost {x„ k } konevrgujicf k nejakemu 
y e f(P). Tedy existuji indexy n < m takove, ze q(x„, x m ) < d. Protoze je / 
izometrie, platf 

d > e(f n (x 0 ),f m (xo)) = Q(f n ~ 1 (xo),f m ~ 1 (x 0 )) = ••• 

= Q{x 0 , f m ~ n {x 0 )) > d, 

coz je spor. * 

10.10.24. Priklad. Naleznete prfklad metrickeho prostoru a posloupnosd jeho 
prvku {x n } splnujfci 

Ve > 0 E«o e N Vn e N,n > «o: Q(x n ,x n + 1 ) < s. 

ktera ale neni cauchyovska. 

Resent Polozme napnklad x n = log n, n e N. Potom platf 
|x*+i - *i>| = log(l + ->• 0, 

ale posloupnost {x n } zrejme nenf cauchyovska vl. * 

10.10.25. Prfklad. Definujme nalxl metriky e(x,y) = \x - y\ a a(x,y) = 

| arctg x — arctg y \. Naleznete posloupnost, ktera je cauchyovska vzhledem k prave 
jedne z techto dvou metrik. Dokazte, ze prostor (R, Q 2 ) nenf uplny. 

Resent Polozme naprfklad x n = log n, n e N. Potom platf \x n +\ — x n \ = log(l + 
—+ 0, ale posloupnost \x n } zrejme nenf cauchyovska vl. a 

10.10.26. Prfklad. Necht' (P, q) je metricky prostor a T : P -+ P je zobrazenf 
splnujfcf 

Vx,y € P,x ^ y : e (Tx, Ty ) < q(x, y). 

(takove zobrazenf nazyvame neexpanzfvnf) . Dokazte, ze potom zobrazenf / : P 
[0, 00 ) definovane predpisem 

fix) = q(x,Tx) 

je spojite. 

Resent Necht! x,y e P. Potom bud x = y nebo g(Tx,Ty ) < g(x,y), v kazdem 
prfpade vsak platf g(Tx,Ty) < g(x, y), a tedy 

fix) - fiy) = gix,Tx ) - eiy, Ty) 

< six, y) + eiy - Ty) + eiTy, Tx)- eiy, Ty) 

= eix,y) + eiTx,Ty) 

< eix, y) + eix, y) = 2g(x, y). 
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Obdobne plati (viz podmmku (b) z Definice |l 0.1. l| ) 
f{y)-f{x)<2e(x,y). 


a tedy 


\f(x)-f(y)\<2e(x,y). 

Necht: x e P a e > 0. Polozme S = |e. Potom pro kazde y e P splnujici q{x, y) < 8 
plat l 


\m-f(j)\<2 Q {x,y)<28 = E, 

takze / je spojite v bode x. Protoze bod x byl zvolen libovolne, je / spojite na 
P. * 


10.10.27. Priklad. Necht: (P, q) je neprazdny kompaktni m etricky pr ostor a T : P —»■ 
P je neexpanzivm (pro definici tohoto pojmu viz Priklad |10.10.26| ). Dokazte, ze 
potom T manaP prave jeden pevny bod. 

Resent. Definujme zobrazeni /: P [0, oo) predpisem 
fix) = q{x,Tx). 

Podle Prikladu |10.10.26| je / je spojite, a tedy nabyva na kompaktnim metrickem 
prostoru ( P, q) sveho minima. Existuje tudiz bod Xq e P takovy, ze pro vsechna 
y e P plati 

fix o) < fiy). 

Predpokladejme, ze f(x o) > 0. Potom z neexpanzivnosti zobrazeni / vyplyva, ze 
f{Tx 0 ) = q(Tx 0 ,T 2 x o) < q(x 0 ,Tx 0 ), 

coz je spor. Tedy f(x o) = 0. To znamena, ze q{x o, T x 0 ) = 0, neboli ze xo je pevnym 
bodem zobrazeni T. Zbyva dokazat jeho jednoznacnost. Necht: x,y e P jsou dva 
ruzne pevne body zobrazeni T. Potom 

g(x,y) = q(Tx , Ty) < g(x,y), 

coz je spor. Odtud vyplyva, ze pevny bod zobrazeni T je jednoznacne urcen. * 

10.10.28. Priklad. Necht' ( P , q) je neprazdny uplny metricky prostor a T : P P 
je zobrazeni. Necht' existuje n e N takove, ze T n je kontrakce na (P, q), kde T n = 

T o T o • • • o T je «-krat slozene zobrazeni T. Dokazte, ze potom ma T na P prave 
jeden pevny bod. 

Resent. Podle Banachovy vety o kontrakci (Veta |10.6.23| ) ma T n v P prave jeden 
pevny bod, oznacme jej xq. Potom 

T n {Tx o) = T(T n x 0 ) = Tx 0 , 

takze Tx o je take pevnym bodem zobrazeni T n . Takovy bod vsak existuje prave 
jeden, a tedy musi nutne platit Tx o = xo- Bod xo je tedy pevnym bodem zobra¬ 
zeni T. Zbyva dokazat jeho jednoznacnost. Necht: y je pevny bod zobrazeni T. 
Dokazeme matematickou indukci, ze potom pro kazde k e N je y pevnym bodem 
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zobrazenf T k . Pro k = 1 tvrzenf platf. Necht: pro nejake k e N je y pevnym bodem 
zobrazenf T k . Potom 

T k+1 y = T(T k y) = Ty = y. 

Tim je nase tvrzenf dokazano. Specialne je tedy y pevnym bodem zobrazenf T n . 
Zobrazenf T n ma vsak prave jeden pevny bod, a to xq, tedy platf y = xq. Odtud 
vyplyva, ze pevny bod zobrazenf T je jednoznacne urcen. * 

10.10.29. Prfklad. Necht' (P, q) je metricky prostor a necht' pro kazdou posloup- 
nost neprazdnych uzavrenych mnozin {F n } v P splnujfcf 

lim diam F n = 0 

a takovou, ze pro kazde n e N platf F n+ \ c F n , je Hn^i Fn jednobodovou mnozi- 
nou. Dokazte, ze potom je prostor P uplny. 

Resent Necbf {x n } jc cauchyovska posloupnost v (P,q). Pro kazde n e N sestrojfme 
mnozinu 

F n = {Xj\ j > n). 

Podle Vety |l0.3.4l| (b) a (d) je pro kazde n e N mnozina F n uzavrena v ( P, q) a 
platf 

F n +1 C F n . 

Zvolme e > 0. Potom z Bolzanovy-Cauchyovy podmfnky specialne vyplyva, ze 
existuje no e N takove, ze pro kazde n e N, n > no, platf Q(x n ,x „ 0 ) < e. Odtud 
a z konstrukce mnoziny F n plyne, ze lim diam F n = 0. Podle predpokladu je tedy 
mnozina D«^=i F n jednobodova. Oznacme symbolem x jejf jediny prvek. Potom 
pro kazde n e N, n > no, platf 

Q(x,x n ) < diam Fn o < £ - 

Odtud plyne, ze limx„ = x. * 

10.10.30. Prfklad. Necht; A je podmnozina separabilnfho metrickeho prostoru. 
Dokazte, ze A je separabilnf. 

Resent Podle Vety |l0T6l stacf ukazat, ze A ma spocetnou bazi. Prostor P vsak 
spocetnou bazi ma. Zjevne je pak 

{A PI B] BO8} 

spocetna baze A. a 

10.10.31. Prfklad. Naleznete uplny metricky prostor, jeho uzavrenou neprazdnou 
podmnozinu F C P abodx e P takove, zeneexistuje y e F splnujfcf dist(x, F) = 
e(x,y). 

Resent Uvazujme Banachuv prostor l 2 . Necht' pro n e N je e n n -ty kanonicky vek- 
tor v l 2 , tj. 

e n = (0,..., 0,1,0,...), 

kde 1 je na n-tem mfste. 
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Uvazujme mnozinu 

A = {(1 + -)e n ; n e N}. 


Pak pro ruzne indexy n , m e N 

|(1 + V - (1 + i)e m || = (1 + l -) 2 + (1 + i ) 2 > 2 , 

a tedy \\e n — e m \\ > V2. Odtud plyne, ze A je uzavrena v l 2 . 

Dale uvazujme bod 0 € l 2 . Pak 

dist(0. A) = inf{||(1 + ^)e"|| ; n e N} = inf{l + ^;neN}= 1, 


ale 

pro kazde 


1 


1 


0- (1 + -) = (1+-) >1 
e N. Neexistuje tedy x e A splnujici 

||^-0|| = dist(0, A) = 1. 


10.10.32 (Cantorovo diskontinuum). Necht' P = ([0,1], p cu ki)- Uvazujme nasledu- 
jlci Cantorovo schema neprazdnych uzavrenych intervalu v [0,1]. Polozme Bg = 
[0,1]. Predpokladejme, ze n e N U {0} a mame zkontruovany intervaly B s , s e 
{0, l} <iV pro |s| < n. Necht; s e {0,1}" a B s = [a, b\. Pak polozme 

B s , 0 = [a,a+ l -(b - a)], B s , t = [b - l -(b - a), b]. 

Nym uvazujme mnozinu 

c=n u «• 

«=0i6{0,l}' 1 

Ukate, ze C je homeomorfni s {0,1 } N . Dale ukazte, ze C je perfektnf, kompaktnf 
rfdka podmnozina [0,1] mohutnosti kontinua, ve ktere lze kazde dva body oddelit 
obojetnou mnozinou. 

Mnozina C se nazyva Cantorovym diskontinuem. 

10.10.33. Priklad. Necht' A je mnozina typu F„ v R. Dokazte, ze existuje funkce 
/: R —>■ R takova, ze A je mnozina bodu nespojitosti /. 

Reseni. Pismc A = [J /!„, kde jsou uzavrene mnoziny v M. Bcz ujmy na obecnosti 
lze predpokladat, ze 0 ^ A\ c A 2 C A 3 c •••. Rozlozme kazde A n na A n = 
B n U C n , kde B n = lntA„ a C n = A n \ Intd„. Je-li B n ± 0, najdeme spocetnou 
hustou mnozinu D n C B n . Polozme 

fn = Xc n uD n . ne N, 
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Pak / je dobre definovana funkce na R. Necht: x £ A je dan. Necht: e e (0, oo). 
Nalezneme «o e N takove, ze Y^n=n 0 < e - Protoze x F„ 0 , splnuje funkce / 
odhad 




na nejakem okolf bodu x. Tedy / je spojita v x. 

Necht; xeiano^Nje prvnf index takovy, ze x e T„ 0 . Predpokladejme, ze 
x e C„ 0 . Pak vlibovolnem okolf x existuje y e R\d„ 0 . Pro tato y pakje f„ 0 (y) = 0, 
a tak 


f(y)< 




3 • 4"o 


1 

4"o 


< /(*)• 


Tedy / nenf spojita v x. 

Je-li x e D no , v libovolnem okolf x existuje y splnujfcf /„ 0 (y) = 0. (Tnt n / 
je nespocetna pro kazdy interval / protfnajfcf Tnt A„ 0 .) Pro tato y mame podobne 
jako vyse odhad 


fix) 


> — > — = V -> /(y). 
' 4«o 3 • 4"o ^ 4" “ 7 


Opettedy / nenf spojita v x. 

Konecne predpokladejme, ze x e 5„ 0 \ D„ 0 . Pak /„ 0 (x) = 0. V libovolne 
malem okolf x nalezneme y e D„ 0 . Pro tato y pak mame odhad 


f(x)< 


y -/„< — < — < f(y). 

4 n Jn — 3.4 no 4«o — J ’ 


Funkce / tedy nenf spojita v x ani v tomto prfpade. 


10.10.34. Prfklad. Necht' ( P,q ), (Q,o) jsou metricke prostory, D c P husta a 
f,g:P —> Q spojita zobrazenf splnujfcf /(x) = g(x) pro x e D. Dokazte, ze 
/ = g na P. 

Resent. Mnozina {x 6 P; /(x) = g(x)} je uzavrena a podle predpokladu husta v 
P. Tedy se rovna P. * 


10.10.35. Prfklad. Necht' (P, q) je metricky prostor. Mnoziny A,B C P nazveme 
separovanymi (v P), pokud 

AHB =<d = AHB. 


Dokazte, ze nasledujfcf tvrzenf jsou ekvivalentnf. 

(i) Prostor P je souvisly. 

(ii) Pokud P = AUB a A, B jsou separovane, je alespon jedna z nich prazdna. 
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Resent, (i) =A (ii) Necht; P = iUS, kde A, B jsou separovane neprazdne. Pak 
A = P\ BiB = P\ A jsou otevrene disjuktm neprazdne mnoziny pokryvajici P. 
Tedy P neni souvisly. 

(ii) =>• (i) Necht; P neni souvisly, tj. existuji neprazdne disjunktni otevrene 
mnoziny A, B pokryvajici P. Pak jsou zjevne separovane, pokryvaji P a jsou obe 
neprazdne. * 

10.10.36. Priklad. Necht' (P, q) je souvisly metricky prostor obsahujici alespon 
dva body. Potom je P nespocetny. 

Resent. Necht; x,y e P, x ^ y. Predpokladejme, ze P je spocetny. Potom existuje 
r e (0, p(x,y)) takove, ze mnozina {z e P\ q(x,z) = r} je prazdna. To plyne z 
toho, ze 

U {zeP; Q(x,z) = r}cP, 

re(0,e(x,y)) 

pricemz mnoziny v tomto sjednocenijsou po dvou disjunktni. Polozme H = B(x . r). 
Potom H je zrejme neprazdna (nebot; x e H) a otevrena. Podle Prikladu |l0.6.58| jc 
B(x, r) uzavrena mn ozina, a tedy podle Vcty |l0.3.4l| (g) plati H c B(x, r ). Celkem 
tedy podle Prikladu |l0.10.6| (a) mame 

77 C B(x , r) = B{x, r)U{ Z 6 P\ q(x, z) = r} = B(x, r) = H, 
takze H je uzavrena, a tedy obojetna. Protoze r < q(x, y), plati y e P \ H , takze 
P \ H je neprazdna. To je podle Vety |10.8.6| spor s tim, ze P je souvisly. Odtud 
plyne tvrzeni. * 

10.10.37. Priklad. Necht; ( X, ||-||) je normovany linearni prostor. Dokazte nasle- 
dujici tvrzeni. 

(a) Konvexni mnozina v X je krivkove souvisla. 

(b) Otevrene i uzavrene koule v X jsou krivkove souvisle. 

(c) Prostor X je lokalne souvisly. 

Resent, (a) Necht; A c X je konvexni a x, y e A. Pak zobrazeni t i-> tx + (1 — t)y je 
spojite zobrazeni [0,1] do A spojujici body x ay. Tedy A je krivkove souvisla. 

(b) Kazda koule je v X konvexni, tedy tvrzeni plyne z (a). 

(c) Necht; x e X a r e (0, oo). Pak lze diky (b) za mnozinu C v definici lokalni 

souvislosti volit primo B(x. r ). * 

10.10.38. Priklad. Dokazte, ze uzaver krivkove souvisle mnoziny nemusi byt kriv¬ 
kove souvisla mnozina. 

Resent. Polozme 

£ = {[x,sin(i)]; *6(0,1]} 

a C = B. Pak B neni krivkove souvisla mnozina, zatimco B je. Bod [0,0] e B nelze 
totiz spojit krivkou s bodem [^,0]. Kdyby to bylo mnozne, meli bychom krivku 
spojujici tyto dva body. Protoze lze vsak krivkou spojit body [—1,0] a [0,0], slo by 
spojit krivkou i body [—1,0] a [^,0], coz neni mozne. * 
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10.10.39. Priklad. Dokazte, ze je-li S je system neprazdnych krivkove souvislych 
mnozin s neprazdnym prunikem, pak 1J $ je krivkove souvisla mnozina. 

Resent. Zvolme x e Necht' body a. b e [JS jsou dany. Pak existuji mnoziny 
S a ,Sb e S splnujici a e S a ,b e Sb- Spojime krivkou v S a body data krivkou v Sb 
body x a b. Pak lze zjevne nalezene krivky pouzit ke konstrukci krivky spojujiciho 
a a b v U S. * 

10.10.40. Priklad. Rozhodnete, zda soucin dvou kompaktnich prostoru je kom- 
paktni prostor. 



KAPITOLA 11 


Funkce vice promennych 


V teto kapitole zavedeme a prozkoumame zakladni pojmy diferencialniho po- 
ctu funkci vice promennych. Pri vykladu budeme potrebovat nektere pojmy a vy- 
sledky z teorie vektorovych prostoru. Podrobny vyklad teto teorie je obsazen na- 
pnkladv®. 


11.1. Parcialni derivace a totalni diferencial 

11.1.1 (R" jako vektorovy prostor). Pripomenme, ze mnozina R", kde n e N, je 
mnozina vsech usporadanych n-tic realnych cisel, nebot; jde o kartezsky soucin o n 
faktorech: 

R" = R x R x • • • x R . 

n-krat 

Je-li x e R", potom jeho /-tou souradnici znacime Xi, a muzeme tedy psat jc = 
[x\,... ,x n \. Mnozina R" obsahuje nektere vyznamne prvky. Je to predevshn po- 
catek, to jest prvek, jehoz vsechny souradnice jsou nulove. Znacime jej o. Zvolme 
i € {1,a definujme prvek e 1 e R" takto: 

e i =|0 J ...,O, 1 ,0,...,0], 

-fadn?ce 

I tyto prvky budou pro nas pozdeji dulezite. 

Prvky R" muzeme mezi sebou scitat a muzeme je nasobit realnym cislem.Je-li 
x e R", jc = [jci, ... ,x n ], y e R", y = [y i,... ,y„], A e R, pak definujeme 
x + y = [xi + yi,...,x n +y„], 

A • jc = [Xxi,...,Xx n \. 

Trojice (R n , +, •), kde + a • jsou vyse uvedene operace, tvori vektorovy prostor nad 

R. Mnozina B = [e l \ i e {1.«}} tvori bazi prostoru R", tj. jde o linearne 

nezavislou mnozinu a kazdy prvek jc = [x\,..., x n ] e R" muzeme psat jako lineami 
kombinaci vektoru z mnoziny B. Zde konkretne mame jc = x,- e'. 

O mnozine R" s operacemi scitani a nasobeni realnym cislem budeme mluvit 
jako o prostoru R" a o prvcich z R" jako o bodech tohoto prostoru. Nekdyje ovsem 
uzitecne pohlizet na dany prvek jc z R" jako na vektor, tj. orientovanou usecku s po- 
catecnim bodem v pocatku a koncovym v bode x. 
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Pouzijeme-li v dalsim textu symbol R”,R fe ,R m apodobne, budou n,m,k vzdy 
prirozena cisla. 

11.1.2. V prubehu cele kapitoly budeme na R" uvazovat eukleidovskou normu 



a eukleidovskou metriku Qi(x,y) = ||jc - y ||, x, y e R". Vizte Priklad ??. 

11.1.3. Podrobne pojednani o skalarnich soucinech naleznete v [^, kapitola 26]. 
Zde pouze pripomeneme nekolik zakladnich faktu. Skalarni soucin prvku x,y e 
R" definujeme predpisem (x ,y) = Xj y ; -. Skalarni soucin ma nasledujici vlast- 

nosti 

(a) Vjc e R": {x,x) = ||jc|| 2 > 0, 

(b) Vxj.ze R”: (x + y,z) = (x,z) + ( y,z), 

(c) Va e R Vx,y e R": ( ax,y) = a(x,y), 

(d) Vjc,j e R": ( x,y) = {y,x). 

Vektory x, y e R" jsou navzajem ortogonalni (kolme), jestlize plati (x, y) = 
0. Necht; Me R". Rekneme, ze vektor x e R" je ortogonalni (kolmy) na mnozinu 
M, jesdize je ortogonalni na kazdy vektor mnoziny M. Symbol M 1 - znacimnozinu 
tech vektoru, ktere jsou ortogonalni na mnozinu M. 

11.1.4 (linearni zobrazeni z R" do R m ). Rekneme, ze zobrazeni L: R" -»• R m je 
linearni, jestlize splnuje 

(a) Vm, v e R": L(u + v) = L(u ) + L(v), 

(b) Va e R V« e R": L(au ) = aL(u). 

Mnozinu vsech linearnich zobrazeni prostoru R" do R m budeme znacit symbolem 
X(R",R m ). Kazde L e j£(R",R m ) je reprezentovano matici A = («y),=i.. m o m 

7 = 1..n 

radcich a n sloupcich ve smyslu, ze pro kazde x e R" plati 



Vizte [Q, kapitola 11]. 

11.1.5. Umluva. V souladu s definici R" budeme prvky x e R" chapat jako radko- 
ve vektory. Pokud budeme ale pracovat s maticovou reprezentaci linearnich zobra¬ 
zeni, tak budeme x uvazovat jako sloupcovy vektor neboli matici typu nxl. Potom 
bude soucin Ax z predchoziho paragrafu dobre definovan. 

11.1.6. Terminem realna funkce n promennych budeme rozumet funkei z R" do 




11.1. PARCIALNf DERIVACE A TOTALNI DIFERENClAL 


Necht; / je realna funkce n promennych a a = [a\,U 2 , ..., a n \ e R n . Chovani 
/ v blizkosti bodu a muzeme zkoumat nasledujicim zpusobem. Zvolime jednu 
souradnici, napriklad prvni, a budeme se divat, jak se meni hodnoty funkce /, 
memme-li pouze tuto souradnici nezavisle promenne funkce / a ostatni souradnice 
zustavaji rovny pfislusnym souradnicim bodu a. Velikost zmeny funkcni hodnoty 
pak porovname se zmenou velikosti prvni souradnice, tj. zkoumame vyraz 

/(ti,fl2.a„)-/(ai,a2.a n ) 

x x -ai 

ktery lze pomoci vektoroveho zapisu zapsat jako 

f(a + (xi-ai)e 1 )- f(a) 

Xi-ai 

Pri tomto pristupu je ale uvedeny vyraz funkci jedne promenne, totiz promenne 
xi, a je tedy mozne jej vysetrovat pomoci metod Kapitoly ||. Tyto uvahy nas vedou 
k nasledujici dulezite definici. 


11.1.7. Definice. Necht; / je realna funkce n promennych, a e M" a i e {1,_/;}. 

Pak parcialni derivaci funkce / v bode a podle i- te promenne definujeme pred- 
pisem 


OXi t—>o t 


( 11 . 1 ) 


Symbolem ^ oznacujeme parcialni derivaci funkce / podle i-te promenne, tj. 
funkci z 1R" do M definovanou predpisem 

v_. 

3 Xi ’ 




Vnekterych pripadech se pouzivamisto symbolu ^(a) i znaceni 3, /(a), D; /(a) 
a podobne. 

11.1.8. Necht; /, a a i jsou jako v predchozi definici. 

(a) Pokud jde o vztah ( |ll.l| ), muzeme rozlisit nasledujici moznosti: 


limita v ( |ll.l| ) 


I neexistuje 
| existuje 


( vlastni, tj. je rovna realnemu cislu 
J nevlastni a je rovna | °° 


(b) Pokud parcialni derivace podle i -te promenne v bode a existuje, pak pro nejake 
S > 0 plati {a + te 1 ; 1 < 3} C £>(f ), neboli funkce / musi ve svem definicnim 
oboru obsahovat usecku, ktera prochazi bodem a. 

11.1.9 (derivace parcialni funkce). Necht; / je realna funkce n promennych, a el" 
a i e {1Polozime-li 

g(y) = f(a 1 ,a 2 ,...,aj- 1 ,y,aj+ u ...,a„). 
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pak g'(aj ) existuje, prave kdyz existuje nebot: vypocet vede v obou pripa- 

dech na stejnou limitu. Pokud obe derivace existuji, pak jsou si rovny. 

Na nasledujicim obrazku je pro jistou funkci / dvou promennych videt geo- 
metricky vyznam funkce g, ktere rikame parcialm. 




11.1.10 (aritmedka parcialnich derivaci). Z predchoziho paragrafu plynou nektera 
pravidla pro vypocet parcialnich deriv aci, neb ot' lze pouzit vetu o aritmetice deri¬ 
vaci pro funkce jedne promenne (Veta |5.1.l7| ). Pro realne funkce / a/izl", bod 
a e K" a i e {1,..., n} tak dostavame 


d(f + h) 

3 %i 


axi oxi 


3 (fh) 

3 Xi 


(a) = 


^-{a)h{a) + /(a)- 


(«). 


pokud fa), ^ 7 (a) existuji vlastni. 


11.1.11. Umluva. V dalsim textu bude vyrok „parcialni derivace existuje" zname- 
nat, ze parcialni derivace existuje vlastni. 

11.1.12. Priklad. Pro funkci /: R 2 — ► R definovanou predpisem f(xi,X2) = 
e XlX 2 spoctete ^ a 

Reseni Podle |11.1.10| v kazdem bode [x\, x 2 ] e M 2 plati 

^-(xi,x 2 ) = e XyX 2x\, ^-{xi,x 2 ) = e XlX hx l x 2 . 
dxi dx 2 
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Necht: / je realna funkce n promennych a a e R". Existujf-li derivace ^ (a), 
i = 1pak nam poskytujf informaci o chovanf funkce / blfzko bodu a na 
useckach, ktere jsou urceny pomocf vektoru e 1 ,..., e n . O chovanf funkce / naprf- 
klad na usecce tvaru {a +1 (e 1 + e 2 ); t e (—8, 5)}, kde 8 > 0, vsak zadnou informaci 
nemame. Funkce / dokonce nemusf byt definovana v zadnem bode takove usecky 
vyjma bodu a. Abychom mohli zkoumat chovanf funkce / v malych okolfch bodu 
a a ne pouze na nekterych useckach, zavedeme v nasledujfcf definici novy pojem, 
ktery nam to umoznf. 

11.1.13. Definice. Necht; / je realna funkce n promennych, «6t"ai:l"-> R je 
linearnf zobrazenf. Rekneme, ze L je totalnf diferencial funkce / vbode a, pokud 
platf 


lim /(«+.) — m-L ih) =o 

h~+ 0 ||A|| 

11.1.14. Necht' / a a jsou jako v predchozf definici. 

(a) Vyrok ( |l 1 ,2[ ) je ekvivalentnf vyroku 

fa /(x)-/(«)-r(x-«) _ a 

X^a || JC — a|| 


( 11 . 2 ) 


(11.3) 


(b) Z existence totalnfho diferencialu v bode a plyne, ze funkce / je definovana na 
nejakem okolf bodu a. 

11.1.15 (geometricky vyznam totalnfho diferencialu). Predpokladejme, ze / je re¬ 
alna funkce n promennych, ktera ma v bode a e R" totalnf difere ncial L. Definujme 
funkci T: R" R predpisem T(x) = f(a) + L(x — a). Podle ( |l 1 ,3[ ) platf 


lim 

*-►« JC-a 


= 0. 


Tento vztah - neformalne receno - ukazuje, ze funkce T aproximuje velmi dobre 
funkci / v blfzkosti bodu a. Rozdfl funkcnfch hodnot / (x) — T(x) je ve srovnanf 
se vzdalenostf ||jc — a | maly. 

Grafem funkce T je afinnf podprostor prostoru R” +1 . V uvedene situaci jej 
nazyvame tecnou rovinou, pokud n = 2, nebo tecnou nadrovinou, pokud n > 2, 
ke grafu funkce / v bode [a, f(a)\. Graf totalnfho diferencialu je potom afinnf 
(dokonce vektorovy) podprostor R ra+1 , ktery obsahuje pocatek protoru R" +1 a je 
rovnobezny s tecnou (nad)rovinou. 
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Obrazek 2. 


11.1.16. Veta (vztah totalnfho diferencialu a parcialnfchderivacf). Necht; /jefunk- 
ce n promennych, ktera ma v bode a e !" totalnf diferencial L. Pak existujf parci- 
alnf derivace few ,..fe(«) a pro kazde h eW 1 platf 

L(h)= K-ia)h 1+ -+^ia)h n . 


Dukaz. Zobrazenf L je linearnf, a proto existujf realna cfsla A t ,...,A n takova, ze 
pro kazde A el" platf 

L{h) = L(hi . h„) = Aihi +■■■ + A n h n . 


Zvolme i e {1, .., n}. Zobrazenf <p : t m>- te l je spojite a (pit ) ^ o pro t ^ 0. Tedy 
die Vety |10.4.22| platf 


Q _ Hm /(« + <p(t)) ~ /(«) - T(<?(0) _ ]im fja + te 1 )- f jo) ~Ajt 

IlfKOB l f l 


Odtud 

neboli 


I f(a + te‘) - fia) 


9/,, r fia + te 1 )-f(a) 
= ;- 


= 0 , 

■ = At. 


Tfm je dukaz dokoncen. 


11.1.17. Z Vety |l 1.1. 16| plyne, ze existuje-li totalnf diferencial, je urcen jednoznac- 
ne, protozeje reprezentovan maticf (a). • • •, g^(a)), kteraje urcenajed- 

noznacne. To nas opravnuje k zavedenf nasledujfcfho znacenf. Existuje-li tedy to¬ 
talnf diferencial funkce / v bode a, pak jej znacfme symbolem fia). Hodnotu 
lineamfho zobrazenf fia) v bode h e M" pak znacfme fia)(h). 
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Upozorneme, ze v pffpade n = 1 zde, bohuzel, vznika kolize ve znaceni. Sym¬ 
bol f'(a) pak totiz jednak oznacuje derivaci funkce / v bode a, tedy realne cislo, a 
jednak totalni diferencial funkce / v bode a, tedy linearm zobrazeni. Toto linearm 
zobrazeni je vsak reprezentovano matici 1 x 1, jejimz jedinym prvkem je prave hod- 
nota derivace. Z kontextu vsak bude vzdy zrejme, ktery vyznam mame na mysli. 

11.1.18. Veta. Necht; / je funkce n promennych, ktera ma v bode net" totalni 
diferencial. Potom je funkce / v bode a spojita. 

Dukaz. Diky spojitosti zobrazeni x i->- ||x — a|| a h i->- f'(a)(h) mame 



+ /(«) + f'( a )(x — a)) 
= 0 • 0 + f{a) + 0 = f(a). 


Tedy / je spojita v a. 


11.1.19. Z pouhe existence parcialnich derivaci v danem bode jeste spojitost funk¬ 
ce vtomto bode nevyplyva,jak ukazuje nasledujici priklad. Definujme funkci /: M 2 
R predpisem 


1, pokud x\ = 0 nebo X 2 = 0, 
0, jinak. 


f(xi,x 2 ) = 


Pak plati ^-(o) = ^(o) = 0, ale / neni v o spojita. Tedy ani f\o) neexistuje. 
Uvedomme si, ze v tomto pripade lze definovat linearni zobrazeni, ktere je repre¬ 
zentovano matici parcialnich derivaci, ale toto zobrazeni neni totalnim diferenci- 
alem funkce / v bode o, protoze nesplnuje vztah s limitou z definice totalniho 
diferencialu. 

Pokud ale predpoklad ohledne existence parcialnich derivaci vhodne zesilime, 
pak jemozne existenci totalniho diferencialu odvodit. Tento vysledek je obsahem 
Vety |11.1.21| , v jejimz dukazu vyuzijeme nasledujici lemma, ktere je vicedimenzio- 
nalni variantou Lagrangeovy vety o stredni hodnote. 


11.1.20. Lemma. Necht; / je realna funkce n promennych, I = (ai, /3i) x ••• x 
(a„, fi n ) C R n ,a,b e I. Necht; v kazdem bode I existuji vsechny parcialni derivace 
prvniho radu funkce /. Potom existuji body c 1 ,..., c n el takove, ze 
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Dukaz. Oznacme 

p° = ( ai,a 2 ,a 3 ,.. ,,a n -i,a n ) = a, 
P 1 = ( bi,a 2 ,a 3 ,...,a n - 1 ,a n ), 

P 2 = (bi,b 2 ,a 3 ,..,a„-i,a„), 

p n ~ l = (b 1 ,b 2 ,b 3 ...,b n - 1 ,a n ), 

P n = (b 1 ,b 2 ,b 3 ...,b n - 1 ,b n ) = b. 

Potom platf 


m-f(a) = p(f(p i )-f(p i - 1 )). 


(11.4) 


Pro i e {1,..., 7 i} polozme 


gi(x) = f(bi,... ,bi-i,x,a i+ i,... ,a n ), x e 


Funkce gi ma v (a,-, Pi) vlastnf derivaci rovnou 


g'i (x) = ,bj-ux^i+u... ,a n ). (11.5) 

OXi 

Pokud ai 7 ^ bi, existuje podle Lagrangeovy vety (Veta |5.2.4| ) bod Zi v intervalu s 
krajnfmi body a ; - a bi takovy, ze 


f(p l ) ~ f(p < " 1 ) = gi(bi) - giiai ) = g'(zi) ■ (bi - ai ) ( 11 . 6 ) 


V prfpade, ze ai = bi, volme Zi = ai. Pak ( |11.6[ ) platf i v tomto prfpade. Polozme 

c 1 = (b\ , b 2 ,... ,bi-i,Zi,ai+i,... ,a „), i = 

Potom podle ( |ll.5[ ) a ( |ll. 6 | ) platf f(p l ) — f(p'~ l ) = ^r( c ')(bi ~ ai)- Odtud a z 
( |ll.4| ) dostavame dokazovany vztah. 

Nasledujfcf obrazek ilustruje zakladnf myslenku dukazu pro n = 2 . 
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Obrazek 3. 


11.1.21. Veta. Necht: / je realna funkce n promennych, a e R" a ..., ^ jsou 
spojite v bode a. Pak ma funkce / v bode a totalnf diferencial. 

Dukaz. Ukazeme, ze linearnf zobrazenf L: R" —* R definovane predpisem 




h = (hi . h„) e R", 


je totalmm diferencialem funkce / v bode a. 

Zvolme s > 0. K nemu nalezneme 8 > 0, takove, ze 

Vi € Va e B(a,S): < s. 


= a oznacme 


I = (ai - 8, ai + 8) x • ■ • x (a„ - 8, a n + 8). 

Potom pl atf B(a 8) Cl C B(a. 8). Necht; jc e B(a, 8) je libovolnc. Pak po die 
Lemmatu |11.1.20| existujf body c 1 ,... ,c n e I takove, ze 
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Pak mame 

I/O) - /(«) - L(x - a)| = ^(c ; )Oi - «i) - |^0)Oi - «i)j 

< en ||x — a|| . 

Tedy pro x e B(a , 5) \ {a} mame 

\f(x)~ f(a)-L(x -a)\ 

-M- 7 : - — nS ’ 

10 — «|| 

cfmz je dukaz proveden. ■ 


V definici parcialnf derivace jsme pracovali s kanonickymi vektory e 1 ,... ,e n . 
Stejny prfstup pouzijeme i v nasledujfcf definici, kde ale budeme uvazovat libovol- 
ny vektor z R". 

11.1.22. Definice. Necht: / je funkce n promennych, a el"av e R". Pak derivacf 
funkce / v bode a podle vektoru v rozumfme limitu 


D v f(a) = lim 

I->-0 


/(« + tv)- /(a) 


pokud existuje vlastni. 

11.1.23. (a) Jestlize je / funkce n promennych, a e R” a i € {1,..., n}, potom 
zrejme plati D e t f(a) = (a). 

(b) Pokud parcialnf derivace podle vektoru vi v bode a existuje, pak pro nejake 
5 > 0 platf {a + tv, |t| < C £>(f), neboli funkce / musf ve svem defmicnfm 
oboru obsahovat usecku, ktera prochazf bodem a. 

(c) Necht' / je realna funkce n promennych, a e R" a v e M". Polozfme-li g(t) = 
f(a + tv) pro t splnujfcf a + tv e <£)(/), pak g'(0) existuje, prave kdyz existuje 
D v f(a), nebof vypocet vede v obou prfpadech na stejnou limitu. Pokud obe de¬ 
rivace existujf, pak jsou si rovny. Na nasledujfcfm obrazku je pro jistou funkci / 
dvou promennych videt geometricky vyznam funkce g. 
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a\ ai +1 


Obrazek 4. 


(d) Podobne jako v prfpade parcialnich derivaci plynou z predchozfho vykladu 
nektera pravidla pro pocftanf s derivacemi podle vektoru. Pro realne funkce f ah 
z R", bod a e R" a v e M" tak dostavame 

D v (f + h)(a) = D v f(a) + D v h(a), 

D v (fh)(a) = D v f{a) ■ h(a) + f(a ) ■ D v (a), 

pokud D v f(a), D v h{a) cxistujf. 

11.1.24. Definice. Necht' / je funkce n promennych, a e 1" a f'{a) existuje. Pak 
definujeme vektor V f(a) z M" predpisem 


.C (o) ) 


a nazyvamejcj gradient funkce / v bode a. 

11.1.25. Necht; / aa jsoujako vpfedchozf definici. Chapeme-li V/(a) jako matici 
typu 1 x n, pak jde o reprezentujfci matici totalniho diferencialu f'(a). Pokud se 
na V f(a) divame jako na vektor, pak muzeme pomoci skalarniho soucinu psat 
f'(a){h) = (V/(a),A) pro kazde h e M". 

Souvislost totalniho diferencialu, derivace podle vektoru a gradientu zachycu- 
je nasledujici veta. 

11.1.26. Veta. Necht; / je realna funkce n promennych, njel’a existuje f'(a). 
Potom plati: 


(a) f’(a)(y) = D v f(a), 

(b) max{2>,/(«); ||r|| = 1} = ||V/(«)||. 
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Dukaz. (a) Pokud v = o potom dokazovana rovnost zrejme platf. Predpokladejme, 
ze v ^ o. Potom platf 


D v f{a) = lim 


f(a + tv)- f(a ) 


-&( 


f(a + tv) - /(a) - f'(a)(tv) 
\\tv\\ 




Funkce t i-> ^ je omezena naK \ {0} a platf 

Hm /(« + tv)- /(a) - /'(«)(* v) 

f-*-0 t 

Odtud plyne D v f(a) = 0 + /'(a) = f(a)(v). 

(b) Z Cauchyovy nerovnosti (Veta |10.1.6[ ) mame 


D v f(a) = f{a)(v) = 


± Jt, (^w) 2 • JE”. 2 = i v /wii • i'll ■ 


(11.7) 


Pokud V/(a) = o, pak dokazovana rovnost platf, nebot' obe stranyjsou rovny 
nule. Predpokladejme, ze platf V f (a) ^ o. Polozme 

® = F/(«)ir 1 -v/(fl). 


Pak podle jiz dokazane casti (a) platf D v f(a) = f'(a)(v) a muzeme psat 
D v f(a) = f'(a)(v) = HV/Cajir 1 £ |£(«) * |^(«) = l|V/(a)||. 

Odtud a z ( |11.7[ ) jiz plyne (b). ■ 


11.1.27. (a) Pokud V/(a) ^ a,paksev(b) nabyva maxima prave pro v = ||V/(a)||" 
V/(a). 

(b) Necht; a e K" a /'(a) existuje. Jestlize vektory v e I" a V/(a) svfrajf uhel mensf 
nez j, neboli (V/z(a), v) > 0, pak existuje 5 > 0 takove, ze pro kazde t e (0,5) platf 
/(a + fv) > /(a) a pro kazde f e (—5,0) platf /(a + tv) < /(a). Uvazujme funkci 
g z S do R definovanou predpisem g(t) = f(a + tv), pokud a + tv e G. Potom 
platf 

g'(0) = (V/(a), v) > 0 

a podle Vety |5.4.3| dostavame uvedene tvrzenf. 
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11.2. D erivace vektorovych funkci 

Pojem totalnfho diferencialu pro funkce z 1" do 1 je mozne zobecnit i pro 
vektorove funkce, tj. funkce z R" do R m . To je provedeno v nasledujfcf definici. 

11.2.1. Definice. Necht; F je zobrazenf z R" do R m , a e R" a L: R" -> R m je 
linearnf zobrazenf. Rekneme, ze L je derivacf zobrazenf F v bode a, pokud platf 


Km F(a + h) - F(a) - L{h) 
a™ || h || 


( 11 . 8 ) 


11.2.2. (a) Ve vztahu ( |ll.8[ ) se vyskytuje dvakrat symbol oznacujfcf nulovy vektor. 
V prfpade vyrazu h -> o jde o vektor z R”, ve druhem prfpade jde o vektor z R m . 
Vzhledem k tomu, ze je z kontextu jasne, z kterych prostoru jsou uvedene vektory, 
pouzfvame jeden symbol v obou prfpadech, ackoliv jde o rozdflne vektory, pokud 
n ^ m. 

Vztah ( |ll.8| ) je splnen, prave kdyz platf 


lim 

h^o 


\\F(a + h)-F(a)-L(h)\\ 

m 


= 0. 


(11.9) 


Zde se dvakrat vyskytuje symbol normy. Podobne jako pro nulovy vektor je z kon¬ 
textu jasne, ze norma v citateli je normou na prostoru R m a norma ve jmenovateli 
je normu na R". 


(b) Zobrazenf F z R" do R m ma v bode a e R" derivaci prave tehdy, kdyz kazda 
jeho slozka, tedy kazde zobrazenf Fi z R” do R, i £ {1,..., m}, ma v bode a totalnf 
diferencial. Podfvejme se postupne na obe implikace v predchozfm tvrzenf. 

=r- Podle Vety ?? platf ( |ll .8| ), prave kdyz kazda slozka funkce, jejfz limitu pocf- 
tame, ma limitu rovnou nule, tj. pro kazde i e {1__ m) platf 

,F{a + h)-F{a)-L{h )x F t (a + h) — F t (a) — L t (h) 

l'Z( -H-). = 1”-W- = °' <n ' 10) 


Z druhe rovnosti plyne, ze funkce Fi ma v bode a totalnf diferencial rovny linear- 
nfmu zobrazenf L,. 

<= Definujme zobrazenf L : R" R m predpisem L(h) = ( F[(a)(h ),..., T^(a)(A)). 
Zobrazenf L je linearnf, nebot; F[(a),..., F' m (a) jsou linearnf. Z definice totalnfho 
diferencialu platf pro kazde i e {1. m } 

lim Fj(a + h) - Fj(a) - F»(/i) = q 
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Podle Vety ?? dostavame 

.. F(a + h) - F(a) - L(h) 

l'z-—m - 

_ [ Fi(a + h) - F 1 (a) - F[{a)(h) F m (a + h) - F m {a) - ^(«)(*) 1 

kZ[ \\h || m J 

= [0.0] =o. 

Linearnf zobrazenf L je tedy derivace zobrazenf F v bode a. 

11.2.3. Oznacenf. (a) Z |11.2.2| (c) je videt, zema-li F vbodea derivaciL = (L u ... ,L m 
pak je Li totalnfm diferencialem F t v bode a pro kazde i e {1,..., m}. Totalnf dife- 
rencial je urcen jednoznacne, pokud existuje, a tedy derivace zobrazenf F v bode 
a je urcena jednoznacne, pokud existuje. 

(b) Pokud mame v definici derivace m = 1, pak je vztah ( ]ll.8[ ) ekvivalentnf s ( jl 1.2[ ). 

V tomto prfpade tedy znovu definujme pojem totalnfho diferencialu. V dalsfm tex- 
tu jiz nebudeme termm totalnf diferencial pouzfvat a dame prednost termfnu deri¬ 
vace. 


11.2.4. (a) Necht' fleR"aF:R“-i je zobrazenf, ktere je konstantnf na jistem 
okolf bodu a. Pak F’(a) je linearnf zobrazenf, ktere libovolnemu vektoru iel" 
prirazuje nulovy vektor v prostoru M m . Stacf nalezt e > 0 a b e R m takove, ze 
F(x ) = b pro kazde jc e B(a, s). Potom pro kazde h e M", \\h || < s, platf 

F(a + h) — F(a) - F\a)(h) = b-b-o = o. 

Odtud okamzite plyne nase tvrzenf. 

(b) Je-li L : M" —> linearnf zobrazenf, pak v kazdem bode a e M" platf L'(a) = 

L, nebot; pro kazde h e R" platf 

\\L{a + h)-L(a)-L{h)\\ = \\o\\=0. 


11.2.5 (geometricky vyznam derivace). Predpokladejme, ze F je zobrazenf z R" 
do R m , ktere ma v bode a e R" derivaci. Na zobrazenf F se muzeme podfvat 

jako na m-tici funkcf F\ . F m a pro kazdou z techto funkcf uvazovat jejf deri- 

vaci, po mocf ktere muzeme aproximovat jejf chovanf v okolf bodu a ve smyslu 
|1 1.1.1 5| . Pomocf derivace F'(a), ktera ma slozky F[(a )...., F^(a), pak muzeme 
aproximovat chovanf funkce F v okolf bodu a, nebot' muzeme aproximovat chova¬ 
nf jednotlivych slozek. Jinymi slovy, definujeme-li funkci T: R" ->• R m predpisem 
T(x) = F(a) + F'(a)(x - a), pak podle definice platf 


lim 


Fix) - T(x) 
||x — a|| 


Afinnf funkce T, ktera je obecne jednodussf objekt nez F, aproximuje velmi dobre 
funkci F v blfzkosti bodu a. Vektor F(x) — T(x) je totiz ve srovnanf s velikostf 
vektoru x — a maly. 
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11.2.6. Veta. Necht: F je zobrazenf z R" do R m , ktere ma v bode a e R" derivaci 
F'(a). Pak je F'(a) reprezentovano maticf 


/&(«) • 

W(«) - T&Wy 


Dukaz . Slozky zobrazenf L oznacme Lj a slozky zobrazenf F oznacme Fy, y e 
{1_ ,m}. Zvolme i e {1,_«} a y e {1_ ,m}. Vfme, ze platf 


a proto take 


Platf 


Jim \\F{a + h)-F(a)-L(h)\\ = Q 

II *11 


Hm ||F(« + te l ) — F(a) — F(tg*')|| = Q 


0 < \Fjia + ftP) - Fy(a) - t£y(<P)| = [*/(« + te l ) - Fy(a) - Ly(fe ! ')| 
< [|F(a + te l ) - F(a ) - £(fe ! )||, 
takze take 

lim - 


|FX. + ..')-f ) |.l_ M<l) L 0 


Odtud mame 


dFj Fj(a + te l ) — Fj (a) t 

—Ma) = lim — - - - --= Lj (e ). 

dxi f 


Jelikoz je linearnf zobrazenf L reprezentovano maticf 

(Lj{e% r j.. mn , 

je tvrzenf dokazano. 


11.2.7. Oznacenf. Matice reprezentujfcf F'(a ) se nazyva Jacobiho matice. Pokud 
m = n, pak determinant Jacobiho matice nazyvame jacobian a znacfme ho J f (a), 
prfpadne 


D(F 1 ,...,F n ) 

D(x 


(«)• 


11.2.8. Veta. Necht; F je zobrazenf z R" do R m , ktere ma v bode a e R" derivaci 
F'(a). Pak F je spojite v a. 

Dukaz. Podle |ll.2.2| (a) existujf derivace F'(a), i = 1__ m , takze vsechny funkce 

Fi jsou spojite v a. Platf tedy lim*-^ F,(jc) = F ; (a), i = 1,_ m. Odtud plyne 












[. FUNKCE VICE PROMENNYCH 


a tedy lim*^ F(x) = F{a). ■ 

11.2.9. Veta. Necht: F je zobrazenf zK"dol m ,ael' I a^ jsou spojite v a pro 
kazde i e {1,... ,n}, j e {1,... ,m}. Pak F'(a ) existuje. 

Dukaz. Podle Vety |l 1.1.21 1 cxistuji derivace F[{a ),..., F' m (a). Z |ll.2.2| (a) dostava- 
me existenci F'{a). ■ 


11.2.10. Lemma. Necht; L: R" ->• M m je linearnf zobrazenf. Pak existuje Cel 
takove, ze 


Dukaz. Necht' matice A = (aji)j=i.. m 
Cauchyovy nerovnosti (Veta |l 0.1. 6[ ) 


\\Lx\\ <C ||*||. 

e M(m x n) reprezentuje L. Pak mame z 


im = Jj 2( L ( x ^) 2 = 


± i/E(E4)(E^ 2 ) = ,EE4 mi 

\ j =1 < = 1 i =1 y j=l i=l 


Polozfme-li 


C = 



dostavame pozadovany vysledek. 


11.2.11. Definice. Na mnozine <S£(R",M m ) zavedeme operace scftanf prvku a na- 
sobenf prvku realnym cfslem takto 

(Li + L 2 )(x) = L\ (at) + L 2 (x ), L\, L 2 G , M m ), x G K”, 

(cL)(x) = cL(x), L e el,te R". 

Vzhledem k temto operaefm tvorf R m ) vektorovy prostor nad realnymi cfsly. 

Definujeme pro L e ,£(R",]R m ) normu 

||L|| =sup{MjM; x e M", jc ^ o|. 

11.2.12. Lemma. Vektorovy prostor , M m ) je s vyse definovanou normou nor- 
movany linearnf prostor. 

Dukaz. Musfme overit, ze zobrazenf L i-> ||L|| je norma na L(R", IK'"). Zjevne je 
norma nuloveho zobrazenf rovna nule a ||L|| =0 prave tehdy, kdyz ||L(x)|| = 0 
pro kazde x e R", tj. kdyz L = 0. 
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Snadno tez odvodfm pro L e L(R",R m ) acel rovnost 


\\cL\\ = sup j 


(IkOOII. 


x e R", jc ^ o 


= kl sup | 

=mu. 

Co se tyce trojuhelnfkove nerovnosd, mame pro L \, e L(R", R m ) 
Ikt + i&V* sup | l|Ll ^)+ || L2(x ) 11 ; g R", * ^ O j 
Ik 1 (x)|| + Ik 2 (x)||. 


<sup 


cer,r/o 




11.2.13. Poznamka. Povsimneme si, ze pro kazde L e L(M",R m ) a 
||L(jc)|| < ||L|| ||x||. Mejme totiz r^ovl" dano. Pak 


IkOOII 




a tedy 

\\L(x)\\ < ||L||||x|| 
Pro x = o platf nerovnost trivialne. 


e R" platf 


11.2.14. Lemma. Necht: F je zobrazenf z R" do R m majfcf derivaci v bode net". 
Pak existujf ceRa<5eR,<5>0 takove, ze 

V/z e B(o,S) : ||F(a + *)-F(«)|| <C ||A||. 


Dukaz. Nalezneme S € R, S > 0, takove, ze pro kazde h e B(o. S ) platf 
\\F(a + h)- F(a)- F'(am\\ < P||. 

Potom pro h e B(o, S) mame 

§F(a + h)-F(a )|| < \F(a + h) — F(a) — F'(a)(h)j + ||F'(«)(A)|| 

< PI + IIAII 

= (i .+'!>» |) ii ah. 

Cfslo C = 1 + || F'(a)\\ tedy vyhovuje pozadovane nerovnosd. ■ 


11.2.15. Veta (derivace slozeneho zobrazenf). Necht; F : R" -> R*, G: R* —>■ M' s , 
F ma derivaci v a e R" a G ma derivaci v b = F(a ) e R*\ Pak existuje (G o F)'(a) 
a platf 


(G o F)'{a) = G'(b) o F'(a). 
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Dukaz . Z Lemmatu |11.2.14| najdeme C e M a 8 0 e M, <$ 0 >, takove, ze 

Vh € B(o, So) : ||F(a + A) - F(a)|| < C ||A||. (11.11) 

Ukazeme, ze linearnf zobrazem G'(b) o F'(a) : M” —> R* je derivaci zobrazenf 
G o F v bode a. Mejme s e R, e > 0, dano. K nemu nalezneme r) e R, rj > 0, 
takove, ze 

VueB(o,r)) : ||G(A + u) - G(b) - G\b)(u)\ <e||«||. (11.12) 

Dale nalezneme <5 e M, 8 > 0, takove, ze 

VA e B(o,8) t J'F (a + h) - F(a) - F'(a)(A)|| < e ||A|| (11.13) 

a 

VA € B(o,8) : \\F(a + A) - F(«)|| < C ||A|| < rj. (11.14) 

Pak pro A e B(o, 8) mame diky ( |l 1.1 2[ ) a ( |l 1.1 4| ) odhad 

\G(h + ( F(a + A) - F(«))) - G(A) - G'(A)(F(a + A) - F(a))|j 
<e||F(a + A)-F(«)|| 

< Csj|A||. 

Dale pro tato A plat! z ( |11.13| ) 

||G'(*)(F(« + A) - F(a)) - G\b) o F'(«)(A)|| 

< |G'(A)|| |f(« + A) - F(a ) - F'(a)(A)|| 

< « ||G'(A)|| || A||. 

Kombinaci predchazejicich dvou odhadu dostaneme 
||G(F(« + A)) - G(F(«)) - G'(A) o F»(A)j 
< |G(A + (F(a + A) - F(a))) - G(A) - G'(A)(F(« + A) - F(a))|] 

• |G'(A)(F(« + A) - F(«)) - G'(A) o F'(a)(A)j 
<(C + ||G'(A)j|)«||A||, 

clmz je dukaz hotov. ■ 

11.2.16. Poznamka. Diferencial (GoF)'(a)je reprezentovan soucinem made, ktere 
reprezentuji F'(«) a G'(b). Tedy (G o F)'(a) je reprezentovan matici 



11.2.17. Veta (retizkove pravidlo). Necht; funkce /i ,...,/* z M" do M maji v bode 
a e R" derivaci a funkce g z R* do R ma v bode A = (/i(a),..., fk(a)) derivaci. 
Definujme funkei h z R" do R predpisem 

h(x) = g(Mx),Mx),...,f k (x)). 
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Pak ma funkce h v bode a derivaci a pro i e {1[ plati 



d A 

dxi 


(«)■ 


(11.15) 


Dukaz. Existencederivaceplynez Vety |ll.2.15| . Die Poznamky |ll. 2.1 6| plati ( |l 1.1 5| ) , 
jelikoz 


9h -( 9, 


5r«) 


'gw •• 

.. gw' 

few •• 

• gw, 


11.2.18. Priklad. Necht' /: R 2 -»• R ma derivaci v kazdem bode. Definujme 
h : R 2 —> R predpisem 


h(r,t) = f(r cos t,r sint), (r, t) e (0, oo) x R. 
Potom pro ( r , t ) e (0, oo) x R plati 


= (^(rcosf,rsinO,^(rcosr,rsino)f . Y 

v 7 \sinf r cos t I 

a tedy 

9 h df . 3/ 

— (r, t) = — {r cost, r sin t) cos t + — (r cos f, r sin f) sin ?, 

dr dx 9 y 

dh df df 

— (r, 0 = — (r cos t, r sin?)(—r sinf) + — (r cost, r sin t)(r cos t). 

dt dx 9 y 

11.2.19. Poznamka. Necht; f\, f 2 jsou funkce z R" do R, ktere maji v a e R" 
derivaci. Pak plati 

(a) (fi + f 2 )'{a ) = f((a) + f 2 (a), 

(b) (fifiYia) = h(a)f[(a) + Ma)f'(a), 

(c) (fi/fiYia) = ff 2 (a) {h(a)f[(a) - fy(a)f’(a)), pokud f 2 (a) + 0. 


K dukazu (a) uvazujme g : 


l definovanejako 


giyi-yi) = yi+y 2 
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a / = c/l, /2) : R 2 . Pak (g o /)(*) = f\{x) + f 2 (x) a g'(6) = (1,1) pro 

kazdy bod b e R 2 . V bode a tedy platf 
(A + fiYia) = (go f)'(a ) 



= // (a) + fi(a). 

Podobne postupujeme v prfpadech (b) a (c) za pomoci funkci g(yi,y 2 ) = 
yiy 2 , respektive g(yi,y 2 ) = yi/yz- 

11.2.20. Veta (o prfrustku funkce). Necht; / je funkce z R" do R, ktera ma diferen- 
cial vkazdembode otevrene mnoziny G C R". Necht' a,b e G ausecka L spojujfcf 
body a, b je obsazena v G, tj. {ta + (1 - t)b ; t € [0,1]} C G. Pak existuje c e L 
takove, ze 

m-m = f(c)(b-a). 

Dukaz. Definujme funkci g: [0,1] R predpisem 

g(0 = /((l ~t)a + tb), t e [0,1], 

Zobrazeni r i—> (1 — t)a + tb ma spojitou derivaci, takze g je spojite na[0,1] a v kaz¬ 
dem bode (0,1) ma derivaci. Potom podle Lagrangeovy vety (Veta |5.2.4| ) existuje 
to e (0,1) takove, ze 

g(l)-g(0) = g'(t 0 ), 
neboli pro c = (1 — to)a + tob mame 

f(b)~ f(a) = g(\)~ g(Q) = g’(to) 

) 

= f'(c)(b-a). 


11.2.21. Definice. Necht' A je mnozina vR". Rekneme, zejekonvexm, pokud pro 
kazde dva body z A plati, ze usecka je spojujfcf je obsazena v A. 

11.2.22. Prfklad. Pro zobrazenf z R" do R m nemusf analogic Vety |1 1.2. 20| platit. 
Uvazujme zobrazenf F : R -*■ R 2 definovane predpisem 

F(t) = (cos t, sint) 

Pak F'(t) = (- sin?, cos t) ^ o pro kazde t e R, 

F(2jv) — F(0) = (1,0) — (1,0) = (0,0), 


ale 


F'(c)(2jt — 0) = 2jt(- sine, cos c) ± (0,0), c e (0,1). 
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11.2.23. Veta. Necht: n, k e N, K e K, G C M” je otevrena konvexnf mnozina, 
F : G ->• M* je zobrazenf majfcf derivaci v kazdem bode G a necht' 

sup-|j|jF'(je)|| ; x e G} < K. 

Pak F je lipschitzovske s konstantou K, tj. 

Va,beG: ||F(i) - F(a)|| <K\\b-a\\ . 

Dukaz. Mejme a,b e dany. Pokud /(a) = f(b), tvrzenf zrejme platf. Predpokla- 
dejme tedy, ze / (b) f /(«) a polozme 

= m - /(«) 
v wm-mw 

Definujeme-li funkci (p : G —> K jako 

<p(x) = (f(x), v) = J2 fjix)vj. 


platf 

Dale mame 


Wib) - via )| = \{f(b) - /(«), v)\ = II/(*) - /(«)II. 


<p'(x) = £>/;(*), xeG, 
2 = 1 

a pro libovolne h e R", ||/t|| < 1, platf 


|<p'00(*)| = 


7=1 


| (/'(*)(*),») | 


1)/'(*)(*) || IInil < J/ # (*)f ll|®II 
Sj /'(*)][. %-K. 


Tedy 

= sup{|<p'(x)(A)|; h eR",||A|| < 1} < K. 
Podle Vcty |l 1 .2.20| cxistuje c e G splnujfcf 

<p(b) ~ Via) = <p'(c)(b - a). 


II m ~ m\\ = | v'(c)(b - a) I l\b-a\\<K \\b -a\\. 


Tedy 
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11.3. Derivace vyssich radu 


11.3.1. Definice. Necht; / je funkce z R n do R, i, j e {1,..., n) a a e ffi". Parcialni 
derivaci funkce podle y'-te promenne v bode a znacfme d f.- )xj (a), pokud i ^ 
j, prfpadne | -Jr(a), pokud i = j. Analogicky znacfme parcialm derivace vyssfch 
radu. 


11.3.2. Poznamka. Vsimnete si poradi symbolu 


d 2 f 
dxj d Xi 


(a) = 


dxj 


(a). 


11.3.3. Definice. Necht; Gcl“ je otevrena mnozina, / : G^lapeN. Rekne- 
me, ze / je tridy C fe , pokud jsou vsechny parcialm derivace funkce / az do radu A: 
vcetne spojite na G. Mnozinu vsech funkci /: G —> R tridy C k oznacujeme C k (G) 
a klademe C°°(G) = n*Li C k (G). 

O funkci g rekneme, ze je tridy C k na G (k e N U { 00 }), pokud g\o e C k (G). 


11.3.4. Priklad. Dokazte, ze funkce Jti(x) = Xi, x e M", lezi v mnozine C°°(]R"). 


Resent 


11.3.5. Poznamky. Necht; Gel" je otevrena mnozina. 

(a) Jestlize / e C 1 (G), pak ma die Vety |ll.l.2l| derivaci v kazdem bode G. 

(b) Zrejme plati 

C°(G) D C\G) D C 2 (G) D .... 
pricemz funkcemi tridy C°(G) se rozumi spojite funkce na G. 

(c) Necht; ieNU { 00 }. Pokud f g e C k (G), pak i / + g, fg a.cf, c eR, lezi 
v C k (G). Je-li navic g nenulova na G, tak i //ye C k (G). K overeni techto tvrzeni 
staci pouzit vzorce pro vypocet derivace souctu, soucinu, podilu a matematickou 
indukci die k. 

11.3.6. Definice. Necht; G C Rje otevrena mnozina, p e NU{oo}a /jezobrazeni 
z M” do M m . Rekneme, ze F je zobrazeni tridy C k , pokud jeho slozky 

jsou tridy C k . 

11.3.7. Poznamka. Zobrazeni tridy C 1 na otevrene mnozine G ma derivaci v kaz¬ 
dem bode mnoziny G. 

11.3.8. Veta. Necht; p e N U { 00 }, G C M”, H c M* jsou otevrene mnoziny, 
f\G-¥ R k , g: H ->• jsou tridy C p a plati /(G) C H. Pak zobrazeni g o f je 
tridy C p . 

Dukaz. Oznacme h = (hi,..., h s ) = go f. Ponevadz f \ G —* M*, g: H -*■ M- 5 
a /(G) C H, je zobrazeni h definovane na G. Dale budeme postupovat pomoci 
matematicke indukce podle p. Predpokladejme nejprve, ze p = 1. Prokazdejc e G 
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existujf podle Vcty |ll.l.2l| dcrivacc fix) a g'(f(x)). Podle Vety |11.2.17| pak platf 
pro kazde x G G, / G {1_,i}, i 6 {1vztah 




(11.16) 


Funkcex i->- fly (/(*)),* h»- §^(x)jsouspojite, a proto je funkce podle ( |11.16| ) 

spojita. Odtud jiz okamzite vyplyva, ze zobrazenf go f je trfdy C 1 na G. 

Predpokladejme nynf platnost tvrzenf pro p — 1, kde p G N, p > 1, a do- 
kazme ho pro p. Stejne jako v pfed chozfm pnpade platf pro kazde x G G, / G 
{1,..., a-}, i G {1 ,n} vztah ( |11.16| ). 

Necht; / G {1 ,... ,s},i G {1,a j G {1__ k). Funkce jc t->- |^-(x) je trfdy 

C p ~ l na G. Funkce x t-»- |y / -(/'(x)) je die indukcnfho predpokladu trfdy C p ~ l 
na G, nebot; y t-> je trfdy C p ~ l na H a / G C P (G) C C P ~ 1 (G). Podle 

Poznamky |11.3.5| (c) je funkce * ^ (X) tez trfdy C p 1 na G. Tedyje tato funkce 
trfdy C 7 ’ a indukcnf krok je dokoncen. 

Je-li p = oo, tvrzenf plyne prfmo z definice podle predchozfho. ■ 


11.3.9. Veta (zamennost parcialnfch derivacf). Necht; / je funkce z R” do R, a G 
R” a i,j G {1,...,«}. Jestlize funkce a majf derivaci v bode a, pak platf 

Dukaz. Predpokladejme nejprve, zc n = 2. Necht; a = [ai, a 2 \ € R 2 a S G > 0, 
je takove, ze 

(a 1 — ai + 5) x (a 2 — a 2 + £) C n 

Oznacme Z) mnozinu na prave strane inkluze. Definujme pomocnou funkci W : (0,5) —*■ 
R predpisem 

W(t) = ^(/(«i +t,az + f)-f(a\ + t,a 2 ) 

- f(ai,a 2 + t) + f(ai,a 2 )). 

Zvolme nynf pevne t G P+ (0, 8). Definujme dalsf pomocnou funkci <p : [fli.fli + 

5) —> R predpisem 

<p(x) = f(x,a 2 + t) - f(x,a 2 ). 

Potom platf 

W(t) = ^(<p(ai + t) - (p{a{j) 


(p\x) 


df df 

— (x,a 2 + 0 - ^-( x,a 2 ), 
ox dx 


x G (ai,ai + 8). 


a dale 
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Podle Lagrangeovy vety (Veta |5.2.4| ) existuje c(t) e (d,d + t) takove, ze 
<Kd + t) - <p(a x ) = ip'(c(t)) ■ t. 

Pak pro kazde t e (0,5) platf 

w{t)= iCiL {c{t) ’ az+ °“^ (c(o,fl2) )- (1L17) 

Funkce ma v bode a derivaci, a proto existuje funkce zi : (—5, S) 2 M takova, 
ze pro kazde [a, fi\ e (-S, S) x (-5, S) platf 


+ «.fl2 + P) = ^(«) + + |^(«)/> + «t(«. P), 


(11.18) 

(11.19) 


i- Zt(«,j8) _ n 

o || (a, jS) 1 

Dosadime-li do ( |11.18| ) za [a, fi] bod [c(t) — a\,t], respektive [ c{t ) — d,0], kde t f 
(05), obdrzfme rovnosti 

^-(c(t),a 2 + t)= ^-{a) + ^4(fl)(c(0 - d) + w4r~(a)t + zi(c(t) - d,f), 
dx dx dx 2 dydx 

df df d 2 f 3 2 f 

= J-(a) + g^(«)(c(0 -d) + ^(«) - O + zjd*) -d,0). 


Tyto vyrazy dosadime do ( |l 1.17[ ) a dostaneme 

3 2 /, 


Platf 


lim 


Zi(c(f) -d,0 _ 


-+o + |(c(0-d,0I t 

nebot: prvni clen konverguje k 0 podle ( |l 1.1 9[ ) a absolutni hodnota druheho clenu 
je omezena cfslem \/2, nebot' 

||(c(0-d,0i < VlcCO-ai) 2 +t 2 < y/t 2 + t 2 = V2\t\. 

Podobne dostaneme 


3 2 f 

Hm Wit) = (a). 

?-*-o + 8y3v 


Mame tedy 

Nyni vyjadnme W{t) jinym zpusobem. Pouzijmepomocnou funkci i Jr: [a 2 ,a 2 + 
5) -*■ R definovanou pro pevne t e (0,5) predpisem 

i'iy) = /(at +t,y)~ f{a\,y). 
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Pak mame 

W(t) = ^{^(a 2 + t)-f(a 2 )). 
Analogicky jako vyse odvodfme 




i. 


kde zi je funkce splnujici 

[aJ]Uo \\(<X,m 

Odtud plyne podobne jako v predchozfm prfpade 
D 2 f 

lim W{t) = - ' (a). 
f-*-o+ dxdy 

Pkti tedy |^r(a) = Siy(a). 

Uvazujme nyni obecnou / : R" —> R a i, / e {1,... ,n} 
funkci g : R 2 —> M predpisem 

g(x, y) = f(ai, a t -1 ,x,a i+ 1.a/-i, J, aj+i, ■ 

Polozme jeste 

y(x,y) = 0*1, • • • ,ai-i,x,a i+ i,... ,aj-i,y,a j+ i,,., ,a n ). 

Pak 


< j ■ Definujme 
.,a n ). 


&■’>- 



d 2 f 

^-(y(x,y)) 

dxjdxi 


Hf(r(x,y)) 

dxj 


d 2 f 


( 11 . 20 ) 

Zobrazenf y : M 2 —> R" ma derivaci v kazdem bode R 2 , a tedy majf derivaci 

v (cii ,aj).Z predchozfho a ( |11.20| ) dostavame pozadovane tvrzenf. ■ 

11.3.10. Parcialm derivace nejsou obecne zamenne, jak ukazuje nasleduj id pri- 
klad. 

11.3.11. Priklad. Dokazte, ze funkce /: R 2 ->• R definovana predpisem 

xy *2+y2 ’ jestlize [x,y] ^ [0,0], 

0, jestlize [x, y] = [0,0], 

d 2 f 3 2 / 

; (o, °) # • i (o.o). 

dxdy dydx 


f(x,y) = 


splnuje 
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Resent Plati 


dx 


(x,y) = 




jestlize [x,y] ^ [0,0], 
jestlize [x,y] = [0,0], 


dy o, 


x 2 X + y2)2 ) ’ jestlize [x, y] ^ [0,0], 
jestlize [x, y] = [0,0], 
Odtud vyplyva, ze / e G^M 2 ). Dale pro kazda tjel plati 

a f 

i^y) = -y 


dy 

9 2 f 

dx'dy 

a 2 / 

dydx 


(x,0) = x, 

(0,0) = 1 
(0,0) = -l. 


Odtud plyne tvrzeni. * 

11.3.12. Veta. Necht: G C R" je otevrena, p € N a / e C P (G). Necht: a e G a 
jt : {1, {1,... ,/>} je permutace a *i,..., i p e {1,..., n}. Potom plati 

* P f _8V 


• • • 3x ;i ^ 3xi jr(/)) • • • 3x Ijr 


(«)- 


Dukaz. Je-li p = 1, tvrzeni zrejme plati. Pro p > 1 staci tvrzeni dokazat pro permu- 
taci ve forme „sousedni transpozice“. Necht; j e {1,_ p — 1} a 

0 + 1, l — h 

tt(/) = | ;, l = j + 1, l e {1-- /?}- 

(/, jinak, 

Kazda permutace je totiz slozemm permutaci uvedeneho typu. Oznacme 

w , 

s ax, 7 _, • ■ • ax„ 

Potom g je tridy C 2 na G a podle predpokladu Vety |ll.+9| plati 

d2 s M _ d2 s M _ d2 s 


a n -(*) = -(*) = 

oxj +1 OXJ aXj oxj +1 

Odtud jiz dostavame tvrzeni. 


^x n (j+i)dx x (j) 


(x), x e G. 














LI.3. DERIVACE VYSSfCH RADlJ 


631 


11.3.13. Definice. Necht; n,p € N. Zobrazenf L : (R")^ -> ® fc se nazyva p- 
linearnf, jestlize 

u i-» L(v l ,...,v l ~ l ,u,v l+1 ,...,v p ) 

jelinearnf zobrazenf zl" do®* prokazdef € {1_ ,p}, v 1 ,..., i> ,+1 . v p e 

®". Mnozinu vsech p-lincarnich zobrazenf z (R")^ do ®* znacfme L p (R n ,R k ). 

11.3.14. Poznamky. (a) Pro B e L 2 (®",®*) platf pro u, v e R" 

b(u, v) = b(^ 2 u i e ‘ > X! v J eJ ) = X! XI u i v j B ( e ‘ ’ e *) 

1=1 7=1 i=lj=l 

Obdobne pro L e /^(R^R*) a u 1 . u p e R" dostaneme 

Liu 1 ,.... u p ) = ■■■ uj^-uf L(e h ,...,e ip ). (11.21) 

n = i ip =1 


(b) Pokud L e Lp(R",R*) ah e R", pak zobrazenf 
(u 2 ,...,u p )^ L(h,u 2 . u p ) 


patrf do L^-^R",®*). 

11.3.15. Lemma. Necht; L e L p (R n , R*). Pak existuje C e R takove, ze 

VO 1 . u p ) e (R n ) p : ||l(h 1 ,...,h p )|| < C ||« 1 ||...|^ll • 

Dukaz. Polozme 


K = max II L(e ll t ..., ) || ; i\, _ i p £ {L 

Pak pro h 1 . u p e R" mame die Poznamky |11. 3. 14) 


4 


K 1 . « p )| ^ K ib---iL |« i |---ii« i ’ii <Kn p ||« i |-ii« p ii- 


Tedy C = Kn p splnuje pozadovane. ■ 

11.3.16. Definice. Normou L e L p { R",R*) rozumfme cfslo 

lift! = sup||ft(« 1 ,...,H / ’)||; In 1 1 < l| 

11.3.17. Poznamka. Prostor L p (K n , R fc )je s vyse definovano u normo u normovany 
linearnf prostor. Dukaz probehne obdobne jako v Lemmatu |ll.2.12[ 

11.3.18. Definice. Necht; / je zobrazenf z R” do R*, p e N a a e ®". Jeho /?-tou 
derivacf vbode a rozumfme /i-lincarnf zobrazenf L e L p ( R”,R*) splnujfcf 

Hm \\f^- l \a + h)-f^\a)-L{h .,,)|| = q 

11*11 
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11.3.19. Poznamky. (a) Povsimneme si, ze prechazejici definice ma indukdvni 
charakter, tj. p- ta derivace je definovana na zaklade znalosd definice (p — l)-ni 
derivace. 

(b) Navic je definice korektni, jelikoz pro A el" plad 

/ (p-1) (a + h), / (p_1) (a), L(h, e L p -i(R n ,R k ), 

a tedy 

| f {p ~ l \a + h) - f {p ~ l \a) - L(h ,..., .){| 
je dobre definovany vyraz. 

11.3.20. Veta. Necht' L e L p (K”,M) je p- tou derivaci funkce / : 1" -»• TR v bode 
nel". Pak maji vsechny parcialni derivace funkce / radu p — 1 derivaci v bode a 
a plad 

d p f 

L(e 1 , e p ) = - --—(a), h...,i p e {1. n). 

OXl-y . . . OXi p 

Dukaz ■ Budeme postupovat matemadckou indukci die p. Pokud p = 1, tvrzeni 
plyne z definice. 

Predpokladejme nyni, ze p e N, p > 1, a tvrzeni plad pro p - 1. Zvolme 

ii,...,i p € {1./ 1}. Predpokladejme, ze L e L p je ^-ta derivace / vbode 

a. Tim padem existuji (p — l)-derivace na okoli a a muzeme na tomto okoli die 
indukcniho predpokladu psat 


f^ l \x )(« 2 u p )= E-"E 


d p ~ x f 


Opet die indukcniho predpokladu mame pro funkci 
g(x) = f ( ' p ~ l \e l2 ,...,e lp ) 


rovnost 


na okoli a. Oznacme 


g(x) = 


d p ~ l f 

dxi 2 ... dxi p 


(*) 


w = (e h . e ip ). 


Pak pro h el*\{o), ||A|| < 1, plad 


| f {p ~ l \a + h)(w) - f (p ~ l \a){w) - L(h , w)| 

‘ PI 

< \\f( p - l \a + h)-f( p -'Xa)-L{h .,.)|| 

11*11 


a tedy 


lim 

h^o 


| f {p ~ l \a + h)(w) - f( p ~ l Xa)(w) - L(h, w)| 

11*11 


= 0. 
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Tedy mame 

I im ITTir + *) “ S(fl) ~ L(h, u>)| = 0, 
h^-0 II h || 

coz dava pro h = e H rovnosti 


Bx u (a) dxtjx 


d p f 


-(a) = L(e 1 ' ,e 11 ,..., e ip ). 


Tim je dukaz dokoncen. 


11.3.21. Poznamky. (a) Podle predchozf Vety [il.3.20| je f^ p \a) urcena jedno- 
znacne. 

(b) Pro / = (/i,...,/jt)zE"do R k opet platf, ze f^Ha) existuje prave tehdy, 
kdyz existujf f^ p \a ),..., f£ p> (a). Navfcplatf, ze L e L^fR",R fe ) je p -taderivace / 
v bode a prave tehdy, kdyz y-ta slozka L je y»-tou derivacf fa vbode a, j = 1 ,k. 

11.3.22. Veta. Necht: / je zobrazenf z R" do M. k , a e R" a f (p) (a) existuje. Potom 

je / (/,) (a) symetricke zobrazenf, tj. pokud n : {1__ /?} —^ {1__ p} je permutace, 

pak 

f^ p \a)(u 1 . u p ) = f^(a)(u n ^, _«*^) 

pro kazde u 1 . u p e R n . 


Dukaz. Necht; / = (fa,..., fa) jsou slozky /, tj. fa,..., fa js ou funk ce z R" do R 

takove, ze f(x) = (fa(x) . fa(x)). Vzhledem k Poznamce |ll.3.2l| stacf dokazat 

tvrzenf pro kazdou funk ci fa, l e {1,..., k}. 

Dfky predchozf Vete pT. 3. 20| a Poznamce |ll. 3. 14| stacf dokazat, ze pro i\,... ,i p e 
{1_ ,n} a permutaci n : {1,..., p} —> {1,..., p} platf 


d p fl , = d p fl 

dxi p ... Sxij ^ 3 Xi n{ 


dxi 


Uvedeny vztah opet stacf dokazat pro sousednf transpo; 

1} a 

[j+ 1. s = j, 


fas) = j. 


s = j + 1. 
jinak, 


(a). (11.22) 

ice. Necht' tedy j e {1,..., p— 


s e{ 1,. 


,P}- 


splnuje 


g(x) = 




fax) 


_ V-fal 

d x i n U-l) ' ' ■ d X iK(l) 


na okolf bodu 
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Funkce / ma derivaci (j + l)-niho radu v a, a proto maji funkce 

3g , , 9g 

x i-» -—(*), v i-» - 

dxij 3x ij+ 

derivaci v a (Veta |11.3.20| ). Plati tedy podle Vety |11.3.9| 


-(*) 


3 2 g 

dxjj +J d Xj 

Odtud jiz plyne rovnost ( |l 1. 22[ ) 


-(«) = 


3 2 g 


-(a). 


11.3.23. Veta. Necht' G C R" je otevrena a / : G -> ffi* je tridy CP na G. Pak 
f {p) (x) existuje pro kazde x e G. 

Dukaz. Dukaz staci provest pro jednotlive slozky / die Poznamky |ll.3.2l| , tedy lze 
predpokladat, ze k = 1. 

Pouz ijeme matematickou indukci podle p. Pro p = 1 tvrzeni plati diky Ve- 
te |HZ9| . 

Predpokladejme nyni, ze p e N, p > 1, a ze tvrzeni plati pro p— 1. Oznacme 

A = {1. n} p ~ 1 . Pro a = (i\ . i p - 0 e A je funkce 

d p ~ 1 f 

g - (x)= K—to— M 

tridy C 1 na G a ma na G deerivaci. Zvolme a e G a necht; e e R, e > 0. Pak existuje 
5 el kladne takove, ze 

VaedVAe M", ||/i|| < S : | g a (a + h) - g a (a) - g' a (a)(h) | < e||/z||. 
Polozme 


L(h, v 1 ,.. ,,v p x ) = XX ^7^^“ i"-»a 
= X s' a (a)(h)v' a] ■ ■ ■ v p ~\. 


Zvolme u l ,..., u p 1 e M”, pricemz ||m 1 ||.|| u p 1 1| < 1. Oznacme 

w = ( h 1 ,..., u.p~^). 

Pak pro || A || <8 mame 
|/°’“ 1) (« + h)(w) - f(P~ l \a)(w) - L(h,w)\ 

= | X goi(a + h)u l ai ■ ■ ■ - X Sa(a)u l ai ■ ■ ■ Kph - X s' a ( a )( h ) u l , • • • u a~li 

< X \g<*( a + h ) ~ g<*(a) ~ g' a ( a )( h ) | 


SMMIAII- 
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Tim je dukaz dokoncen, nebot; L = f p {a). 


11.3.24. Poznamky. (a) Necht; / je funkce z R"do 1, a e 1" a /"(a) existuje. 
Potom je f"(a) bilinearnf zobrazenf reprezentovane maticf 



ve smyslu 


Va.celR": f"(a)(u,v) 



Repr ezentujf cf matici bilinearnf formy f"{a) nazyvame Hessovou maticf. Podle 
Vety |ll.3.22| jde o symetrickou matici. 

(b) Druhym diferencialem funkce / v bode a rozumfme kvadratickou formu 
h i->- f"(a)(h,h). Podobne diferencialem p -teho radu rozumfme zobrazenf h i-> 
f (p \a)(h . h). 

11.3.25. Definice. Necht; pro funkci / z R” do R v bode a existuje f( p \a). Potom 
Taylorovym polynomem /;-teho radu funkce / v bode a rozumfme polynom n 
promennych 


p 1 

T/’ a (x) = — f (j \a)(x -a,.. ,,x-a), 

7=0 ] ' 


pricemz symbolem (a) rozumfme funkcnf hodnotu f{a). 

11.3.26. Veta(Lagrangeuvtvarzbytku). Necht; G C R" je otevrena konvexnf mno- 
zina, / € C^ + b(G), kde p € N U {0}, a.x e G. Potom existuje c lezfcf na usecce 
spojujfcf body a, x takove, ze 


fix) = T/’ a (x) + ^rjy f iP+l) (c)(x - 


a,... ,x — a). 


Dukaz. Definujme pomocnou funkci <p : R —>• M predpisem 
(p(t) = f(a + t(x -a)). 

Zobrazenf t i-> a +1 (jc — a) je trfdy C°° na R, a tak podle Vety |ll.3.8| je <p trfdy C p 
na jistem otevrenem intervalu, ktery obsahuje [ 0,11 (p ro vhodny interval I D [0,1] 
je totiz {a + s(x — a); s e 1} C G). Podle Vety |7. 1. 17| existuje t 0 e (0,1) takove, ze 


<p( 1) = £ ^ O) (0) + — / p+l \t 0 ). 

7=0 ^ ^ 


(11.23) 
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Pouzitfm Vety |11.15| postupne dostavame 

<p'(t) = X j^-(a + t ( x ~ a ))( JC «'i _ a h)> 

n n g2 / 

<p"(t) = X X dx . 9x . (a + t(x - a M x h - a h)i x h - a i2 ). 


"(0 “X-X. 




-{a + t(x-a))(x h -a h )---(xij -atj ). 


Polozfme c = a + to(x — a) a dosadfme spoctene derivace cp do ( jll.23[ ). Tak dosta- 
neme pozadovane tvrzenf. ■ 

11.3.27. Veta (Peanuv tvar zbytku). Necht; / je funkce z M" do R, ktera je trfdy 
C p , p e N, na jistem okolf bodu a e R". Pak platf 

o. 


Dukaz. Nalezneme nejprve <5 e R kladne takove, ze / je trfdy C 7 ’ na B{a, 8). Podle 
Vety |11.3.26| pro kazde x e 5 (a, 8) existuje c(x) lezfcf na usecce spojujfcf a a x 
takove, ze 

f{x) = T^(x) + i/ W (c(r))(r-fl,...,r-4 

Potom platf 

fix) - 7/’“(x) = ( f (p) icix )) - / (7>) («)) (or - a . x - a) 

d p f d p f \ 

a^ (cW) - 3^—^ -«*)• 


= if ...y (_— 


Tedy 

|/(*)-7/’“(x)| 


55 E - £ ( a Jj , 8,/ a» J , (cW) - 8x J , 8,/ a« J , (,,) ) to, -*A)~to, —*> 


< (ly... y I — 


(c(x)) - 


a 77 / 


9 */i • • • dx J P 


(«)|) 
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Pak mame 



d p f 


3 p f 


If. 

d\ ^ 


Prava strana prechazejiciho vyrazu vsak konverguje k 0 pro x —*■ a, jelikoz vsechny 
parcialni derivace az do radu p jsou spojite v a a 

lim ||c(jc) — a || < lim ||jc — a|| = 0. 


11.3.28. Poznamka. Symbol o muzeme zfejmym zpusobem definovat i pro funkce 
vice promennych. Pak lze tvrzeni vety preformulovat jako 

f(x) = T/’ a (x)+o(\\x-a\\ p ). 


11.4. Vety o implicitne zadanych funkrich 


11.4.1. Veta (o implicitne zadane funkci). Necht; p e N U {oo}, G C R" +1 je 
otevrena mnozina, F :G->I,[ij]eGa necht; plati 


(i) F e C p (G), 

(ii) F(x,y) = 0, 

(iii) ff(*,y)/0. 

Pak existuje okoli Gel" bodu x a okoli I'd bodu y tak, ze U x V C G a pro 
kazde x e U existuje prave jedno y e V s vlastnosti F(x, y) = 0. Oznacime-li toto 
y jako ^(jc), pak tp e C P (U) a plati 

d<p jyr(x,<P(x)) 

dl(jc) = -^-, x eU,j e{l,...,n}. (11.24) 

f (x,<p(x)) 


Dukaz . Dukaz rozdelime na nekolik kroku. 

Existence (p. Bez lijmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze |y(Jc,y) > 0. 
Diky spojitosti funkce v bode [jc, y] nalezneme e R, <5i > 0, a £i e R, > 0, 
takova, ze 

a F 

V[x,y]eB(x,8 1 )x\y-S 1 ,y + S 1 ]:-^(x,y)>0. (11.25) 

Funkce t F(x,t ) je diky ( |ll.25[ ) rostouci na intervalu [y — £i, y + £i]. Mame 
proto 

F(x,y-^)<0 a F{x, y + &) > 0. 

Spojitost funkce F implikuje existenci 8 2 6 (0, <5|) takoveho, ze 

Vac 6 B(x,8 2 )\ F(x,y-^i) <0 A F{x, y + £1) > 0. 

Polozme U = B(x,8 2 ) a V = (f — £i,J + fi). Necht; jc e U je dano. Funkce 
t i->- F(x,t) je na [y — |i,y + £ 1 ] rostouci, spojita a splnuje F(x,y - fi) < 0 a 
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F(x,y + fi) > 0. To znamena, ze existuje prave jedno y e (y — £ 1 , y + fi) takove, 
ze F(x,y ) = 0. 

Spojitost<p. Zvolme x* e U. Budeme dokazovat, ze (p je spojita vx*. Mejme tedy 
kladne cel dano. Polozme G* = U x ((<p(x*) - £, <p( x *) + e ) n T)) a F* = F\g*. 
Pak 

F* e C P (G*), F*(x*,cp(x*)) = 0, d -^(x*,<p(x*)) > 0. 

dy 

Podle jiz dokazaneho existuje okoli U* C R" bodu x* a V* C R bodu (p(x*) 
takove, ze U* x V* C G* a 


Vx 6 U* Ely € V* : F*(x,y) =0 


Odtud ale plyne 

cp{U*) C V* C (<?(**) - e, <?(**) + e). 

Tim je dokazana spojitost <p v bode x*. 

Plati (p € C l {U). Tvrzeni dokazeme pro F e C 1 (G). Zvolme i e {1,a 
x* e U. Nalezneme S, r] e R kladne takove, ze B(x*,8) C U, <p(B(x*,8 )) cFa 
B(x*,8)x<p(B(x*,8)) C R([x*,^(x*)],7j) C G. 

Pro 0 < |f| < 8 existuje bod c(f) e R" +1 na usecce spojujici body [x*,<p(x*j] a 
[x* + te 1 , (p(x* + te l )\ takovy, ze 

0= F(x* +te‘,(p(x* + te 1 )) - F(x*,<p(x*)) 

= F'icitMe 1 ,(p(x* +te i )-(p{x*)). 


Mame tedy 


0 = |^(c(0) • t + ^(c(t))(<p(x* +te')~ <p(x*)). 
axi dy 


<p(x* + te 1 ) - <p(x*) _ g^( c (0) 

Plati lim^o c (0 = [x*, ^(x*)], jelikoz 

||c(0- [x*,<Kx*)]|| < \t\ + | <p(x* + te l )-<p(x *)|. 


Pak tedy 


3 , $§(**> <P(**)) 


Plati<p e C P (U). Tvrzeni plati pro p = 1 die predchoziho kroku. Predpokladej- 
me, ze tvrzeni plati pro nejake p— 1, kde p > 1 je prirozene cislo. Pak je zobrazeni 

x i-»- (x,(p{x)) tridy C p ~ x na U. Funkce Hj-__ jsou tridy C^ _1 , a tedy 

podle Vety |11.3.8| jsou take funkce J®-,..., ^ tridy C^ -1 na £/ podle ( |11.24| ). 
Proto <pje tridy C p na U. ■ 
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11.4.2. Prfklad. Uvazujme mnozinu 

M = {[x, y] e M 2 : (x 2 + y 2 ) - 2(x 2 - y 2 ) = 0} . 

Ukazte, ze v jistem okolf bodu [^, lze mnozinu M popsat jako graf nejake 
funkce tp promenne x. Spoctete tez <p'(^). 

Resent. Polozme ve Vete nn 

F(x,y) = (x 2 + y 2 )-2(x 2 -y 2 ) a [x, y] = [^, A]. 

Pak 

(i) F € C°°(R 2 ), 

(ii) F(^,i)= 0, 

(iii) f (#> |) = (2(* 2 + y 2 )2y + 4y) l ^ J = 4^0. 

Tedy die Vety |l 1.4.1 1 cxistuje na nejakem okolf bodu ^ funkce tp trfdy C°°, ktera 
splnuje F(x, <p(x)) = 0. Dale platf 


2 i\ 

8v v 2 ’ 2 ' 


=(- 


(2(x 2 + y 2 )2y + 4y) \ 
2(x 2 + y 2 )2x - 4x J 


11.4.3. Veta. Necht' n.ineNapeNU {oo}. Necht: G c M" +m 
mnozina, f :G^r,[i,j]eGa necht' platf 


(i) F e C P (G), 

(ii) F(x.y) = o, 

(iii) 


g-(M) 


&>y) 

I&(*.*) 


7^0. 


Pak existuje okolf Gel" bodu if a okolf K C M m bodu y takove, ze 


je otevrena 


Vx e U Ely e V : F(x,y) = o. 


Oznacfme-li toto y jako <p(x), pak <p e C P (U). 


Duka z. Pou zijeme matematickou indukci podle m. Je-li m = 1, platf tvrzenf podle 
Vety |11.4.1| . 
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Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro nejake m e N. Dokazme ho pro m + 1. 
Necht: tedy mame F a [Jr, y] jako v predpokladech vety. Matice 



je regularm die predpokladu. 

Ukazeme, ze bez ujmy na obecnosti muzeme predpokladat Ap = I, kde 
1 oznacuje jednotkovou matici typu M(m + 1 x m + 1). Uvazujme zobrazeni z 
L: R m+1 —> R m+1 definovane predpisem L(y) = {Ap ) _1 y. Toto zobrazeni je bi- 
jekce R m+1 na R m+ I a je tri'dy C°° na M m+1 . Dale uvazujme zobrazem T \ G ->■ 
M m+1 definovane predpisem T = L o F. Zobrazem T ma nasledujici vlastnosti: 

• Te CP(G), 

• V[jc, y] e G: T(x,y) = o F(x,y ) = o, 

• Ap = A~^ 1 o Ap =1. 

Prvni dve vlastnosti jsou zrejme splneny. Overme jeste treti vlastnost. Zobrazeni 
y i-> F(x, y) ma derivaci v bode y reprezentovanou matici A F . Derivace zobrazeni 
y \-+ T(x, y) = L o F(x,y) je v bode y reprezentovana matici (Ap)~ l Ap = I 
(Veta pd.2.15[ ), coz je ovsem matice Ap. 

Protoze 

d F m +i 

F m+ i(x,y) = 0 a -——(x,y) = 1 0, 

oy m +1 

existuje die Vety |ll.4.l| okoli U* C R" +m bodu [jc, yi,..., y m \ a okoli V* C R 
bodu y m + i takove, ze 

v[x,yi,...,y m ] e U* E!y m+i e V* : F m+1 (x,yi,...,y m ,y m+1 ) = 0. 
Oznacme tento bod jako \jf{x,yi,.... y m ). Pak \// e C P (U*). Definujme FI : U* —» 
R m predpisem 

Hi(x,yi,...,y m ) = Fi{x,yi,...,y m ,f{x,yx,...,y m )), i = \,...,m. 

Pak FI je Tridy C p na U* (Veta |11.3.8[ ) a plati H{x,y\,..., y m ) = o. Parcialni 
derivace H spocteme pomoci 

dHi _ . _ , 3 K _ . 3 Ft „ . . .dir . 

-x—(x,yi . y m ) = — (x,y u ...,y m ) + - (x,y i. y m )p—(x,yi,...,y m ) 

dyj 3 yj dy m+1 3 yj 

=|o; Wi ,M1 . 

Muzeme tedy aplikovat indukcni predpoklad na H v bode [jc, yi,..., y m ]- Nalez- 
neme okoli S C R" bodu x a okoli T c R" bodu [yi,..., y m ] takove, zc S xT C U* 
a 


Vx e S 3![y,.y m ] e r: H(x,y u ... ,y m ) = o 
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Oznacime-li y,- = <Pi(x), i = 1... ,m, a <p m+ i(x) = <pi(x ),..., (p m (x)), potom 

<p = (cpi,..., (p m + 1) je tffdy C p na S. Pak pro x G S mame 


Fi(x,ip(x)) = Fi(x,(p\(x),... ,(p m {x),<p m+ i(x)) 

= Fi(x, <pi(x),<p m (x ), ijf(x, <pi(x),<p m (x))) 
Hi(x,(pi(x),<Pm(x)) = 0, i = 1,... ,m, 
0, i=m + 1. 


Zvolme V C T x V* C R m+1 okoli bodu y a okolf U C <p~ l (V ) C M" bodu x. 
Pokud [x,y] e U x V splnuje F(x,y) = o, pak it 6 Saj e Tx V*, a tedy 

[a, yi, - y m \ e S x T c t/*. Pak nutne y m + 1 = J'i- • • • - Jm), nebot; y m +i € 

V*. Dale yt = q>i(x), i ,m, takze y m +i = <p m+ i(x), a jsme hotovi. ■ 


11.4.4 (vzorec pro vypocet parcialnich der ivaci). I v pnpade vety o implicitmch 
funkcich je mozne odvodit analogii vzorce ( |ll.24| ), tj. explicitni vzorec pro hodno- 
tu parcialni ch der ivaci' vypoctenych funkci. Necht' n,m, p,G,x,y a F jsou jako ve 
zneni Vety |11.4.3| , podle ktere existuje okoli U bodu x a okoli V bodu y takova, 
ze plati 


Vx e U Ely e V: F(x,y) = o. 


Oznacme toto y jako <p( jc). Pak vime, ze plati cp G C P (U). Ukazeme, jak lze vy- 
pocitat parcialni derivace slozek funkce cp. Zvolme i G {1} (cislo promenne 
podle ktere budeme derivovat). Potom pro kazde j G {1. m} ma parcialni de¬ 

rivace funkce x m* Fj(x,(p(x)) podle promenne a,- tvar 


dFj ofj 

k=i 


3 lL ,r 




pro kazde x G U. Protoze plati Fj(x,<p(x)) = 0 pro kazde x G U, musi byt prave 
uvedena derivace rovna nule. Za x dosadime x, potom tp(x) = y a dostavame tedy 
soustavu m rovnic 
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kde neznamymijsou hodnoty ^-(x), k = 1 Soustavu muzeme prepsat tedy 

jako 


t 

t 


dFi d(pir dF\ 

oyk uX( OXi 


Hodnotu jj*-(x) muzeme vypocftat pomocf Cramerova pravidla takto 

2^(x,<p(x)) 

%£(xMx)) 

dXl f£(*, *>(*)) ... |(i,p(i)) ... 0£(x,<p(x)) 

$(*Mx)) ••• $g(*Mx)) ••• H(*. ¥>(*)) 

(*.*>(*)) ••• I••• ^“(*,?(*)) 

Madce ve vyse uvedenem vzorci se lisi pouze ve vyznacenem k- tem sloupci. 

11.4.5. Priklad. Jsou danyvztahy 

exp(w/ x) cos(v/y) = 
exp(w/x) sin(i i/y) = ~^=. 

Dokazte,zevztahydefinujinaokobbodu [1,1,0, j] funkce [x, y] i->- u(x,y),[x,y] i->- 
v(x, y) trldy C°°. Spoctete parcialnf derivace u a v v bode [1,1]. 

Resent. Definujme F : R 2+2 -> E 2 jako F = (F u F 2 ), kde 

F x (x,y,u,v) = exp(w/a;)cos(i;/y) - 

F 2 (x,y,u.v) = exp (u/x) sin (v/y) - -j=. 


9 <Pk, 




-^(x,cp(x)) 


f?(*,?(*)) ... 




LI. 5 . LOKALNI' EXTREMY FUNKCE Vl'CE PROMENNYCH 


Pak F je trfdy C°° na (0, oo) x (0, oo) xlxla F(l, 1,0, j) = [0,0]. Dale mame 
_ A exp(w/x) cos(u/y) -}exp(u/x) cos(i>/»\ 
a -£) [x ,y,u, v] =[iA, o,f] cx P( m A) sin ( B /^) iexp(M/*)cos(«/y) /^ |OWtUt0>f] 

= /t! 471Y 

\7i in / 

a tedy 

^(ki.o4) £ku,o4) = 1 _, 0 

Diky Vetc |l 1 ,4.3| tcdy existuji na nejakem okoli U bodu [1,1]) funkce u, v : U -»■ R 
tndy C°° splnujfcf 

F l (x,y,u(x,y),v(x,y)) = F 2 (x,y,u(x,y),v(x,y )) = 0. 

Derivovam'm techto vztahu podle x dostavame 

exp(u/x) dx *, cos(i ;/y) + exp(u/%)(- sin(u/y)-j-^) - J| = 0, 


exp(u/x)~ 


■ x — u 1 dv 

—--sin(u/y) + exp(w/x) cos(p/y) — —) = 0. 

x 2 y dx 


Dosazemm x = y = 1, m( 1, 1) = 0 a u(l, 1) = j dostaneme soustavu 


jejimz resemmje 


4 


Vypocet parcialmch derivacf 1) a 1) by probehl obdobne. 


11.5. Lokalni extremy funkce vice promennych 

11.5.1. Veta. Necht: G C M" je otevrena, a e G, j e {1 _,«}. Necht: funkce 

/: G —» R ma v bode a lokalni extrem. Pak bud ^r(a) neexistuje nebo je rovna 0. 

Dukaz. Polozme g(t) = f(a + te J ). P ak ma g v bode 0 lokalni extrem, a tedy g'(0) 
bud neexistuje nebo je rovna 0 (Veta |5.1.30| ) . Odtud plyne tvrzeni vety. ■ 
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11.5.2. Lemma. Necht: Q : R" —> je pozitivne definitivni kvadraticka forma. Pak 
existuje e e R kladne takove, ze 

VAeB": Q(h) > e\\h\\ 2 . 

Dukaz. Zobrazenf Q je spojite na R”, nebot; plati 

Q(h) = itit a i jhih j - 

i= 1 j=l 

Oznacme 

e = inf {Q{h)\ h eR",||A|| = 1}. 

Mnoz ina M = {h e R"; [|AJ| = 1} je omezena a uzavrena, a tedy kompaktnf 
(Veta |10.5.8[ ). Podle Vety |10.5.14| nabyva tedy na M funkce Q sveho minima, a 
proto e > 0. Mejme he R” nenulove. Pak 

2< ‘ ) = e ( w w)= ,ife( w ,s « p ' 

Pro h = o pak nerovnost zjevne plati. Tim je dukaz hotov. ■ 

11.5.3. Veta. Necht; G C R" je otevrena, / e C 2 (G), a € G a V/(a) = o. Pak 
plati: 

• Je-li kvadraticka forma h I-+ f"(a)(h,h) negativne definitm, nabyva / v 
bode a ostreho lokalniho maxima. 

• Je-li kvadraticka forma h i-> f"(a)(h,h) pozitivne definitm, nabyva / v 
bode a ostreho lokalniho minima. 

• Je-li kvadraticka forma h i-> f"(a)(h, h) indefinitm, funkce / nema v 
bode a lokalni extrem. 


D ukaz. Pr edpokladejme, ze h i-> f"(a)(h, h) je pozitivne definitm. Podle Lemma- 
tu |ll.5.2| nalezneme e e R, e > 0, takove, ze 

VAeP: f"(a)(h,h) >e\\hf. 

Oznacme 

f(x) - T 2 f ’ a (x) 


( 0 (x) = - 


x e G \ {a}. 


Podle Vety |l 1.3. 27| plati lim*-*, <y(jr) = 0. Existuje tedy S e R, 8 > 0, takove, ze 
Vjc e P(a,8 ) : co(x) > — ^-e. 

Pro a: e P(a,8) pak 

fix) - fia) - f\a)ix -a)- \f"ia)ix -a.x-a) 


> —-e ||je — a | 





Odtud platf 

fix) > f(a) + X 2 f"(a){x -a.x -a) - ^e\\x-a\\ 2 
>f(a)+ X -E\\x-a\\ 2 
> /(«)• 

Tedy ma/v bode a lokalnf minimum. 

Prfpad, kdy je kvadraticka forma negativne definitni, lze dokazat obdobne ne- 
bo prechodem k funkci -/. 

Necht: je nyni kvadraticka forma h m>- f"(a)(h,h ) indefinitni. Potom existuji 
h l ,h 2 eW 1 takove, ze 

f"(a)(h 1 ,h 1 )> 0 a f"(a)(h 2 , h 1 ) < 0. 

Polozme gi(t) = f(a + th 1 ). Potom 

gUO) = f\a){h l ) = 0, gj'(0) = f"(a){h\h l ) > 0. 

Tedy gi ma v 0 ostre lokalnf minimum. Podobne se odvodf, ze funkce gi(t) = 
f(a + th 2 ) ma v 0 ostre lokalnf maximum. Odtud plyne, ze / nema v a lokalnf 
extrem. ■ 

11.5.4. Poznamka. Je-li kvadraticka forma h i-> f"(a)(h. h) pozitivne ci negativne 
semidefinitnf, o existenci lokalnfho extremu funkce / v bode a nelze nic rfct, jak 
ukazujf prfklady f(x, y) = ±x 4 ± y 4 v bode [0,0]. 

11.5.5. Prfklad. Naleznete lokalnf extremy funkce / : R 2 —>• M, jestlize 

fix, y) = x 4 + y 4 - x 2 - 2 xy -y-y 2 . 

Resent. Z rovnic 

0= ^(x,y) = 4x 3 -2x-2y 
ox 

9 / , 

0 = f-(x, y) = 4y 3 -2x-2y 
0 y 

dostavame, ze x = y. Tedy mame rovnici 

4a: 3 - 4 jc = 0. 

Body splnujfcf nutnou podmfnku extremu jsou tedy [-1,-1], [0,0], [1,1]. Protoze 

3 2 / a 2 / , a 2 / , 

^y) = - 2 < ^ix,y) = Ux 2 -2 a ^(*,,)=12y 2 -2, 

mame 


-2 10 


-2 -2 


-2 10 
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Vzhledem k tomu, ze v bodech [1,1] a [—1. —1] je druha derivace / pozitivne de- 
finitnl, ma v techto bodech / lokalni minimum. V bode [0,0] lze pomoci vektoru 
(1,1) a (1, —1) odvodit indefinitnost /"(0,0). Tedy / nema extrem v [0,0]. * 

11.5.6. Veta. (Lagrangeova veta o multiplikatorech). Necht' m, n 6 N, m < n, G C 
M" je otevrena mnozina a fgi,...,g m € C 1 (G). Necht; 


M = {zeG ; gi(z) = 0,..., g m ( z ) = 0} 


a z je bodem lokalniho extremu funkce / vzhledem k mnozine M. Pak je splnena 
alespon jedna z nasledujicich podminek: 

(I) vektory Vy, (z).Vy m (z) jsou linearne zavisle, 

(II) existuji realna cisla Ai,...,A m e M splnujici 


V/(z) + A x Vg!(z) + • • ■ + A m Vg m (z) = 


Dukaz. Predpokladejme, ze (I) neplati. Ukazeme platnost (II). Oznacime s = n—m 
a g = (gu • • •, gm )• Pisme 1" = E* x M m , pricemz promenne z M* znacime jako x 
a promenne z jako y. Die predpokladu o linearni nezavislosti plati 



7 ^ 0 , 




a tedy die Vety |ll.4.3| existuje okoli U C K 5 bodu x = j[! i,..., z s ] a okoli V C 
bodu y = [Si+i,... ,Zm\ takove, ze pro kazde x e U existuje prave jedno y e V 
(oznacme ho <p(x)) splnujici 

g(x,(p(x)) = 0. 

Definujme funkci x/s : U —>• R predpisem 

’ K*) = /0,<K*))- 

Jelikoz <p e C^C/), je i x/s € C^C/). Funkce xjs ma v bode if lokalni extrem, a tedy 
plati Vt/r(jc) = 0. Pro y = 1,..., s tak mame 



(11.26) 


Dale plati 



,m},j e s}. (11.27) 


Oznacme 


u j = (0,..., 0, 1 ,0, 



a 


H = linjK 1 . h s }. 
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Potom 


Wg t (z)eH x , 

die ( |ll.27| ). Dale plati, ze dimenze H je s a dimenze H x je m. Podle ( |l 1 .26| ) pakpla- 
tiV/(z) e H x . Musi tedybyt V/(z) linearni kombinaci vektoru Vgi(z),..., Vg m (z), 
ktere tvori bazi H x . m 


11.6. Regularm zobrazeni 


11.6.1. Definice. Rekneme, ze zobrazeni / z R" do R" je difeomorfismus na ote- 
vrene mnozine U C M, pokud 

(i) / je proste na U, 

(ii) w = f(U ) je otevrena v K", 

(ill) / 6 C\U ), 

(iv) Z" 1 e CHIP). 


11.6.2. Veta (o lokalmm difeomorfismu). Necht; / je zobrazeni z M" do R", ktere 
je tndy C 1 na jistem okolf V bodu «el"a/'(a) je regularm. Pak existuje otevrena 
mnozina (/CR" obsahujicl a takova, ze /It/ je difeomorfismus na U. 


Dukaz. Polozme G = R B x V, b = f(a) a definujme F: G —> R” predpisem 
F(y,x) = f(x)-y. 


Pak 


F{b,a) = f(a) — b = o, FeC l {G), 


g(*,«) .. 

• £(*•«) 


t(«) •• 

• few 




few •• 

• few 


Podle Vety |11.4.3| existuje okoli U\ C V bodu a a okoli W C R" bodu b, ze pro 
kazde y e W existuje prave jedno jc e U\ (oznacme ho (p(y)) takove, ze F(y,x) = 
o. Navic plati <p e C l (W). Pak ale mame 

o = F(y,<p(y)) = f(<p(y))-y, 


tj- 


= y- 


Zobrazeni / je tedy proste na mnozine U\ fl / 1 (W). Polozme U = t/i fl / 1 {W). 
Pak U je otevrena mnozina, a e U C V a (/It/) -1 = <p e C 1 (W). m 


11.6.3. Definice. Necht' G C R” je otevrena mnozina. Zobrazeni /: G —»■ R" je 
regularm, jestlize 

(i) / e CHG), 

(ii) jacobian / je nenulovy v kazdem bode mnoziny G. 
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11.6.4. Veta. Necht: G C K” je otevrena a / : G M" je zobrazenf. Pak / je 
difeomorfismus na G prave tehdy, kdyz / je regularnf a proste. 

Dukaz. Predpokladejme, ze / je na G difeomorfismus. Pak / je zrejme proste a 
trfdy C 1 na G. Pro a e G plati 

Id(«) = Id'(a) = CT 1 o /)'(«) = CTWto) ° /'(«). 
a proto je /'(a) regularnf v kazdem bode a e G. Tedyjejacobian /'(a) nenulovy 
v kazdem bode a e G. 

Obracene, necht; je / regularnf a proste. Pak f € C 1 (G). Pokudy e /(G), pak 
existuje x e G splnujfcf / (jc) = y. Podle Vety |l 1.6. 2| existuje otevrena mnozina 
U C G obsahujfcf jc takova, ze // je difeomorfismus, tj. y e /(G) C /(G), kde 
/(G) je otevrena. Tedy /(G) je otevrena. Navfc je / -1 trfdy C 1 na /(G), takze 
/- 1 6 C 1 (/(G)). ■ 


11.7. Teoreticke priklady 


11.7.1. Prfklad. Uvazujte funkce 


f(x,y) = 


o, 


[x,y]#[0,0], 

[x,y] = [o,o], 


g(x, y) 



[x,y] ^ [0,0], 

[v,y] = [0,0], 


,, , | * 2 2 y , * 7 ^ 0 , 

«(*> J) = < e “^+j,2 

( 0, x = 0. 

Dokazte nasledujfcf tvrzenf. 

(a) Funkce / je spojita v pocatku vzhledem k ose x i y, ale nenf v pocatku 
spojita. 

(b) Funkce g je spojita v pocatku vzhledem ke kazde prfmce pocatkem pro- 
chazejfcf, ale nenf v pocatku spojita. 

(c) Funkce hje spojita v pocatku vzhledem ke kazde krivce tvaru y = c\x\ d , 
c e R, d e (0, oo), ale h nenf spojita v pocatku. 

(d) Funkce f,g,ih majf v pocatku obe parcialnf derivace. 


Resent (a) Polozme 

(p{x) = /(x,0), tel, 

tj. (p{x) = 0 pro x e ffi. Zjevne existuje lim x ^ 0 < p(x) a rovna se 0. Obdobne odvo- 
dfme, ze limy-H) /(0, y) = 0. Blfzfme-li se vsak k pocatku po prfmce y = x, 
x 2 1 

lim /(*,*) = lim -y—-y = 
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Limita lim^^-^o) fix, y ) tedy neexistuje. 
(b) Zjevne platf, ze 


lim g(0, y) = 0 lim g(x, 0). 


Pro pffmku tvaru y = cx, c e E \ {0}, platf 


lim g(x,cx ) = lim - 


Ale 


lim g(x,x 2 ) = lim — r - 7 = 

x—° v x^0X 4 + X 4 2 

Limita lim^^-^o) g(x, y) tedy neexistuje. 

(c) Zrejme mame lim y ^. 0 h(0, y) = 0 = lim x ^. 0 h(x, 0). Necht' c e E \ {0} a 
d e (0, oo). Pak pro krivku y = c\x\ d die Prfkladu ?? platf 


lim h(x, c \x\ d ) = lim 


Cg ** \x\' 


e x2 +c 2 \x\ c 

— lim 

X ^° e~^ \x\~ 2d +, 


= 0 . 


Funkce h vsak nenf spojita v pocatku, nebot' vzhledem ke krivee y = e x 1 platf 

_l_ e x 2 e x 2 1 1 

lim f(x,e x 2 ) = lim -^= lim - = 

^0 2 2 

Limita lim( X;3 ,)_>.(o,o) h{x, y) tedy neexistuje. 

(d) Tvrzenf je zrejme z faktu, ze vsechny tri funkce jsou nulove na osach a: a 


11.7.2. Prfklad. Necht' (a,b) e M 2 a / je realna funkce definovanaE 2 \(a, b) majfcf 
vlastnf limitu v (a,b). Necht' pro kazde x,y e E existujf limity lirnj,-^ f(x,y ) a 
lim x _*. a f{x, y). Pak 

lim fix,y ) = lim lim f(x,y) = lim lim f(x,y). 

(x,y)^>-(a,b) x >a y — yb y^x^ra 


Resent. Oznacme pro x e E funkei <p x (y) = f(x,y), y € M.\ {b}, a pro y e E 
necht' if y (x) = fix, y), x e E \ {a}. Die predpokladu existujf pro x, y e E limity 
lim tpxiy) a lim x _* a ij/ y (x). Oznacme je symboly <p x (b) a f y (a). 

Necht; L = lim( X) j,)_,.( 0j £) fix,y) a e e (0, oo) je dano. Najdeme r e (0, oo) ta¬ 
kove, ze |/(x,y) — L\ < e pro (x,y) e BHa,b),r ) \ {ia,b)}. Vezmeme 8 e (0, oo) 
takove, ze ia-8,a+8)xib-8,b + 8) C BHa,b),r). Necht; x € P s ia) je pevne. Na- 
lezneme r x e (0, oo) takove, ze BHx,b),r x ) c BHa,b),r). Pak pro jsl splnujfcf 
(x, y) e BUx, b), r x ) platf | fix, y) — L\< s. Tedy pro hodnotu <p x if> ) mame odhad 
L — e < < p x ib) < L + e. 
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Tedy pro x e P°(a) platf 

tj- 


\<Px(b)~L\ < e. 


L = lim <p x (b ) = lim lim f(x,y). 
Obdobne odvodfme, ze L = Y\m y ^ h \\m x ^ a fix, y). 


11.7.3. Prfklad. Uvazujte funkce 


fix,y) 


( xsin(y) + y sin(i), xy ± 0, 
(0, xy = 0, 


8K y) (0, x — 0. 

a 

h(x,y) = 

Dokazte nasledujfcf tvrzenf. 

(a) Limitalim( X;;v )^.( 0; o) f(x,y ) = 0 existuje, ale limity lim x ^olinr v _ i .o f(x,y ) 

a lim^o lim x _» 0 fix, y) neexistujf. 

(b) Limita lim x _* 0 liroy-m g{x, y) = 0 existuje, ale limity lim > ,_ i .o lim x _* 0 g(x, y) 
a lim (X;>>) ^ ( o,o) g(x, y) neexistujf. 

(c) Limita lim^o lirrije—»-o h(x, y) = 0 existuje, ale limity lim x _ > o lim^o h(x, y) 
a lim( x> y)_>.(o,c() h(x, y) neexistujf. 

Resent. (a)Jelikoz 

\f{x,y)\ <|*| + |y|,(x,y)eR 2 , 

mame lim^yj-^o) f(x,y ) = 0. Na druhou stranu vsak pro x,y nenulove limity 
lim^^o fix, y) a lim x ^ 0 fix, y) neexistujf. 

(b) Mame 

lim gix, 0) = 0 = lim g(0, y). 

Na druhou stranu vsak platf 

x*~ 1 1 

lim g(x,x) = lim x2 ' +x2 + x sin(-) = -. 

Limita lim^^-^o) gix, y) proto neexistuje. 

Pro kazde tel \ {0} vsak existuje limita 

lim gix, y) = lim —- + y sin(-) = 0. 

y-X) y ^-0 x 2 + V 2 ' V 

Tedy lim x ^o linij^o gix, y) =0. 

Zrejme vsak pro zadne y e R \ {0} neexistuje lim x ^o gix, y). 

(c) Dukaz tvrzenf je analogicky dukazu tvrzenf (b). * 


?f=0, 
= o. 
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11.7.4. Priklad. Uvazujte funkce 




■ y 2 

* 0 , 

(»■ 

= 

y = 

= 0 , 

( y+x sin(i 

), 

y 

7 ^ 0 , 

(»• 


y 

= o, 

[x+y sin(i 

•). 

X 

+ 0 , 

i°> 


X 

= 0 . 


Dokazte nasledujici tvrzeni. 

(a) Limita lim^yj-^o) f(x,y) = 0 neexistuje, ale limity lim x _* 0 lim y _ 
a lim-y^o lim x ^ 0 f(x,y) existuji a rovnaji se. 

(b) Limita lim x ^ 0 g{x, y) = 0 neexistuje, ale limity lim-y-^o lirrij 

a lim( x ^)^((x 0 ) g(x, y) existuji a rovnaji se. 

(c) Limita lim-y-^o lim x ^o h(x,y) =0 neexistuje, ale limity lim x ^o linij 
a lim( X) j,)_^(o,o) h(x, y) existuji a rovnaji se. 


Resent, (a) Tvrzeni plyne z Prikladu |ll.7.l| (a). 

Tvrzeni (b) a (c) se dokazi obdobne jako v Prikladu |ll.7.3| . 


11.7.5. Priklad. Uvazujte funkce 


f(x,y) 



x 2 + y 2 f= 0, 
x = y = 0, 


f(x,y) 
>og(x,y) 
►o h(x, y) 


g(x,y) 


(l, xy + 0, 
10, xy = 0. 


Dokazte nasledujici tvrzeni. 

(a) Limity Iim x -*.o lim^o f(x. y) a lim-^^o Iim*- 
se. Navic neexistuje lim (Xj> ,)^( 0 j o) f(x, y). 

(b) Limity lim^-^o lim-y^.0 g(x, y) a lim^-to Hm_, 
se, ale lim( X J ,)^( 0 0 ) g(x, y) neexistuje. 


Resent (a) Mame 


lim lim f(x,y) = lim lim - 


i f(x,y) existuji a nerovnaji 
,o g(x, y) existuji a rovnaji 


lim lim f(x,y) = lim lim —-- = lim —- 

y—»o jr— >0 J ■" ^0^0r 2 + y 2 y^o y 2 

Limita lim( X;J ,)^.( 0; o) fix, y) neexistuje die Prikladu |ll.7.2[ . 
(b) Zrejme plati 


lim lim g(x,y ) = lim 1 = 1 = lim 1 = lim lim g(x,y), 
x-MJy-X) x->-0 y-+ 0 y-*- 0i->0 
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lirn g(x,0) = lirn 0 = 0. 

Limita li m^.vl-^ fo.oi g(x, >') tedy ne existuje die Heineovy vety pro metricke prosto¬ 
ry (Veta 110.4.151 ) a Pfikladu * 

11.7.6. Priklad. Uvazujte funkci 

AXiy)= \*y$£. s + y^o. 

(0, x = y = 0. 

Ukazte, ze / je diferencovatelna vsude, ale neplati |^(0,0) = |^(0,0). 

Resent. Zrejme je / diferencovatelna vl 2 \ {(0,0)}. Protoze / = 0 na osach x a y, 
plati §>, 0) = g(0,0) = 0. Pak je zobrazeni (x, y) \-+ 0, (x, >') e M 2 , derivaci / v 
(0,0). Mame totiz odhady 


|/(x,y)-/(0,0)| 



Funkce / ma tedy v kazdem bode roviny derivaci. 

Zrejme §£(0,0) = |£(0,0) = 0. Spocteme dale pro body (x, y) mimo pocatek 
derivace 


3 / 

3i ix ' y)=xy 0 


4xy 2 
: 2 + y 2 ) : 
—4 xy 2 


+ y- 


Tedy 


d 2 / 

3x3 y 


(0,0) = lim - 


f^(x,0)- V M ) = lim - = 1, 
V 3 y dy J x-*o x 


ff(0.0) = fa (f (0,?)- §4(0.0)) = lim =2 - - 

dydx y-M) y \dx dx ) y-*-o y 


11.7.7. Priklad. Uvazujte funkci 

f(x,y) = (y-x 2 )(y-3x 2 ), (x,y)e l 2 . 

Ukazte, ze / je ma ostre lokalni minimum v pocatku vzhledem ke kazde pfimce 
prochazejici pocatkem, ale nema v pocatku lokalni minimum. 
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Resent Pro pffmku x = 0 platf /(0, y ) = y 2 , coz je funkce majfcf v pocatku ostre 
minimum. Pro pffmku y = 0 platf f(x, 0) = 3x 4 , coz je opet funkce majfcf v 
pocatku ostre minimum. Je-li prfmka y = cx pro c e R \ {0} dana, platf 

g(x) = f{x, cx) = (cx - x 2 )(cx - x 3 ) = c 2 x 2 - 4cx 3 + 3x 4 . 

Protoze g'(0) = 0ag"(0) = 2c 2 > 0, ma funkce g v pocatku ostre lokalnf minimum. 

Funkce / vsak nema v pocatku lokalnf minimum, nebot' pro krivku y = 2x 2 
platf 

g(x) = f(x,2x 2 ) = —x 2 , 

tj. g ma v pocatku ostre maximum. * 

11.7.8. parcialnf diferencial 


11.8. Pocetni priklady k funkcim vice promennych 
11.8.1. Prfklad. U nasledujfcfch mnozin /Id urcete vnitrek, uzaver a hranici: 



Resent (a) Pokud A = N, pak IntA = 0. Zjevne totiz die Vety Em vidfme, 
ze zadny interval v R nenf obsazen v A. Dale si uvedomfme, ze A je uzavrena. 
Vezmeme totiz libovolnou posloupnost {x„} bodu v A konvergujfcf k nejakemu 
x e R. Jelikoz je {x„} cauchyovska a vzdalenost libovolnych dvou ruznych prvku 
A je alespon 1, musf byt [x n } od jisteho indexu konstantnf. Tedy zrejme x e A. To 
podle definice znamena, ze A je uzavrena. Konecne 3 A = A, nebot' 

dAcdAUA = A = A 

a obracena inkluze A C <)A plyne z faktu Int A = 0. 

(b) Nechl A = {1; n e N}. Stejne jako vyseodvodfme z Vety |l.6.29| , ze Int d = 
0. Dale platf dA = {0} U A. Vskutku, posloupnost {^} konverguje k 0 a je obsazena 
v A a 0 ^ A, a proto 0 e 3 A. Na druhou stranu mame z faktu Int A = 0, ze A c 3 A. 
Proto {0} U A c 3 A. Pro dukaz druhe inkluze uvazujme bod x £ {0} U A. Pokud 
x < 0, pak interval B(x, neprotfna A, a tedy x 3 A. Pokud x > 0, vezmeme 
no e N a S > 0 splnujfcf d- < x—S < x. Pak interval (x—8, x+8) protfna A vkonecne 
mnozine, a tedy existuje rj e (0, 8) takove, ze (x — rj, x + rj) fl A = 0. Proto x ^ 3 A. 
Tfm je druha inkluze ukazana. Uzaver A je tedy roven A = A U dA = {0} U A. a 

11.8.2. Prfklad. U nasledujfcfch mnozin lei 2 urcete vnitrek, uzaver a hranici: 
A = {[x, y] e R 2 ; x>0,y<0}, l = {[x,j]el 2 ; x 2 + e y > 11} , 

A = {[x, y] € R 2 ; x 2 + y 2 + 2 xy = 5} . 
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Resent (a) V prvnfm prfpade platf 

Int A = {[x, y] e M 2 ; x > 0, y < 0} . 

Vskutku, oznacme G = {[x, y] e M 2 ; x > 0, y < 0}. Pak pro kanonicke projekce 
7T X , sty : M 2 ->• M platf 

G = n~ l ((0, oo)) fl ((—oo, 0)), 

a tedy je dfky Pr fkladu |10.4.4| a Vete |10.4.6| mnozina G otevrena. Jelikoz G C A, 
die Vety |l0.3.1l| plyne Int A D G. 

Pro dukaz obracene inkluze uvazujme a = [x,y] e Int A \G C A \ G. Pak 
x > 0 a y = 0. Posloupnost bodu {[v, £]} pak nelezf via konverguje k a , tedy 
a Int A, coz je spor. Proto Int ,4 = G. 

Dale mame 

4 = {[tj]el 2 ; v > 0, y < 0} . 

Vskutku, oznacme F = {[x, y] e M 2 ; x > 0, y < 0}. Pak jako vys odvodlme, ze F 
je uzavrena, a jelikoz obsahuje A, platf A c F (viz Veta |l0.3.4l| (g)). Necht' nynf 
a e F je dano. Pak body [x + ^,y — ^],n e N, lezf v A konvergujf k a. Tedy a e A. 

Konecne urcfme 3 A. Pokud a = [x, y] e 3^4, pak a e A \ Int A = F \ G, a tedy 
x > 0, y < 0 a alespon jedno z cfsel x, y je nulove. Obracene, necht; a = [x, y], kde 
x > 0, y < 0 a xy = 0. Necht' naprfklad x = 0. Pak body [£, y - i], n e N, lezf v 
A konvergujf k a. Dale body [—i, y], « e N, lezf v doplnku A konvergujf k a. Tedy 
a e 34. Podobne se overf, ze a e 34 v prfpade y = 0. Tedy 

3 A = {[x, y]6l 2 ; x > 0, y < 0, xy = 0} . 

(b) Necht; 

i = {[x,y]el 2 ; x 2 + e y > \l} . 

Jelikoz je funkce /: [x, y] t-> x 2 + e y spojita, je mnozina 
A = f~ l ((17,oo)) 

otevrena (viz Veta |l0.4ii[ ). Proto Int A = A. 

Oznacme 

F = {[x,y]el 2 ; x 2 + > 17}. 

Pak A = F. Vskutku, mnozina F je uzavrena (to opet plyne z Vety |10.4.6[ ), obsa¬ 
huje A, a tedy A c F. Pro dukaz opacne inkluze uvazujme a = [x, y] e F. Pokud 
a e A, je zjevne a e A. Necht; tedy a e F \ A, tj. x 2 + e y = 17. Pak body [x, y + |], 
n e N, splnujf 

17 = x 2 + e y <x 2 + e y+ ", 
tj. lezf v A. Jelikoz tyto body konvergujf k a, lezf a v A. 

Hranice A je pak rovna mnozine 

H = {[x,y] effi 2 ; x 2 + e y = 17}. 


Vskutku, 


dA C A \ Int A = F \ A = H. 
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Na druhou stranu, je-li a = [x, y] e H dano, die predchoziho jiz vime, ze a e A. 
Jelikoz a &. A, je i v R 2 \ A. Tedy a e dA a H = 3 A. 

(c) Necht' 

A = {[x, y] e R 2 ; x 2 + y 2 + 2xy = 5} . 

Postupem analogickym k prechozimu odvodime, ze A je uzavrena. Dokazeme, ze 
3 A = A. Vskutku, je-li [x, y] e A dano, body [x, y + £], n e N, splnuji 

x2 + (y + ~i) +2x ( J + «) = 5+ «( 2x + 2j + «)’ ” eM - 

Tedy vsechny az nejvyse na jeden lezi mimo mnozinu A. Jelikoz konverguji k a, je 
a e 3 A. 

Na zaver si uvedomme, ze vztah A = A = dA implikuje Int A = 0. * 


11.8.3. Priklad. U mnoziny 

A = {[jc, y, z] e R 3 ; x > 0, y > 0, z > 0, x + y = 2} 
urcete vnitrek, uzaver a hranici. 

Resent Nejprve si uvedomme, ze Int d = 0. Vskutku, pokud a = [x,y,z] e A, pak 
body [x + \,y,z], n e N, lezi v doplnku A a konverguji k a. Tedy a £ IntT a 
a € 3 A. Dale oznacme 


F = {[jc, y, z] e R 3 ; x > 0, y > 0, z > 0, x + y = 2} . 


Pak plati dA = A = F. Vskutku, F je uzavrena mnozina, neboi obsahuje A a pro 
spojitou funkci /: [x, y, z] i->- x + y plati 

F = JT~\\0, oo)) n jr^-’do, oo) n TT-'do. oo)) n r\{2}). 


Tedy 


Mejme a = [. x,y,z] € F dano. Pomoci bodu [x + ^,y,z], n e N, jako vyse odvo- 
dime, ze a e R 3 \ A. Pokud a e A, je die prechoziho prvkem 3 A. Pokud a e F\A, 
pak z > 0, x > 0, y = 0 a x + y = 2, tj. a: = 2. Body [x — ^.z], n € N, pak lezi v 

A a konverguji k a. Proto a e A. Jelikoz dA = A fl R 3 \ A, mame F c dA. a 


11.8.4. Priklad. Necht' [a, b] e R 2 . Spoctete limitu 



[. FUNKCE VICE PROMENNYCH 


Resent. Funkce :/j_[x 1 y] i->- v a g: [x, v] i-> v jsou spojita na M 2 die Prikladu |l0.4.4| . 
Tedy die Vety |10.4.2l] mame 

lim y/x 2 + y 2 = lim y/(f(x,y)) 2 + (g(x,y)) 2 
[x,y]-+[a,b] [x,y]-+[a,b] 


( lim /(v.y)^ 

~b 2 . 


11.8.5. Priklad. Spoctete limitu 

lim 4^4. 

[*,?]->[<),0] v 2 + y 2 

Resent. Polozime-li ve funkce f(x,y) = * 2 ~^ 2 y = 0, dostavame 
2 

lirn fix, 0) = lirn — = 1. 

Obdobne pro x = 0 mame 

-y 2 

lirn /(0, y) = lirn —y- = -1. 

Die Heineovy vety |10.4.15| tedy limita neexistuje. 

11.8.6. Priklad. Spoctete lim^y^^o] f(x, y), kde 


Resent. Jelikoz 
a plati 

0<|/(x,y)| = |44|-|^|- |> ' 1 ’ 

dostavame lim[ X(J ,]_».[ 0) o] fix, y) = 0. * 

11.8.7. Priklad. Spoctete lim^^j-^^o] fix, y), kde 

fix,y)m ^±L=, [x, y] e M 2 \ {[0,0]}. 

yjx 2 + y 2 

Resent. Povsimneme si, ze k bodu [0,0] se muzeme blizit po ose y zprava a dosta- 
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K bodu [0,0] se vsak muzeme blizit i po pnmce y = x a pak dostaneme 

lim f(x,x) = lim X + * = = \[2. 

*^o+ Vv 2 + V 2 

Podle Vety |10.4.15| tedy limita neexistuje. 

11.8.8. Priklad. Spoctete lim^j^oo] fix, y), kde 

f(x,y) = -=?L=, [x, y] e K 2 \ {[0,0]}. 


Resent. Zadanou funkci muzeme odhadnout 

nJ *y Llfo' + ^L 1 


Jelikoz lim[ X J ]^[ 0j o] y x 2 + y 2 = 0, je zadana limita rovna 0. 

11.8.9. Priklad. Spoctete 


Resent. Nejprve si rozmyslime, ze existuje 8 > 0 takove, ze pro vsechna [x,y\ e 
P(o, 8) plati odhad 

log(l+*V)<2*V. (11.28) 

Vskutku, diky platnosti vztahu lim,^ 0 log ^ 1+ ^ = 1 lze nalezt rj > 0 takove, ze 
log(l + t) < 2t pro libovolne t e P(0, rj). Jelikoz lim^yj-^o] * 2 J 2 = 0, existuje 
8 > 0 splnujici x 2 y 2 e U(0,17) kdykoliv [x,y] e B(o,8). Toje vsakjiz hledane 8, 
nebot; pokud [ x,y] e P(o,8) splnuje xy =_ 0, pak nerovnost ( |ll.28[ ) zjevne plati. 
Pokud xy 0, je x 2 y 2 e P(0, rj), a tedy ( |ll.28| ) plati diky volbe rj. 

Nyni muzeme pro [x,y] e P(o, 8) odhadnout 


= log(l H 


• y 2 ) < 


lx 2 y 2 


Jelikoz limita posledniho vyrazu vbode [0,0] jeO, dostavame z Vety |l0.4.22| rovnost 
lim [*,yMo,o] f(x,y) = e° = 1. 

(Poznamenejme, ze vypocet je mozno zjednodusit pouzitim odhadu log(l + 
t) <t,t e (0, oo).) * 

11.8.10. Priklad. Spoctete limitu 
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Resent. Pisme cost = 1 - y + <p(t), kde lim, 0 ^ = 0. Pak 

2 - cos a: - cosy _ \x 2 + \y 2 <p(x) + cp(y ) 

x 2 + y 2 x 2 + y 2 x 2 + y 2 x 2 + y 2 

Jelikoz 


Of 


<p(x) I I <p(x) I 


a prava strana konverguje k 0 pro x jdouci k 0, mame x 2+ y 2 = 0. 

Obdobne odvodfme nulovost limity druheho clenu. 

Celkem tedy vyjde 

2 — cos x — cos y 1 
.*2 + v 2 = 2' 


lim 

[*.y]-do,o] x 2 + y 2 


11.8.11. Priklad. Spoctete limitu 


lim 


[*.y]-do,o] Jx 4 + y 6 
Resent. Nejprve si vsimneme rovnosd 

2 _I _ _\x\y 2 _ _ 


Of 


Dale plati 


Tedy 


r 4 i v 6 m 


: 2 |y| 


by 6 

ab lab 

a 2 + b 2 ~ a 2 + b 2 


•|y|<|y|, 


(x 2 ) 2 + (\y \ 3 ) 2 
<1, a,b > 0,(a,b) + (0,0). 

xy2 _ = 0. 


t*.y]-»-[o,o] y.r 4 + y 6 

* 

11.8.12. Priklad. Rozhodnete, zda lze funkci rozsirit spojite na celou rovinu 
M 2 . 

Resent. Uvazujme spojitou funkci g: R —»• M definovanou jako 

Pak je funkce 

f(x,y) = g(xy) ■ y, [xj]el 2 , 
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spojita die Vety |10.4.21| a pro [ij]el 2 ,i^0, plati 



y + o, 
y = o. 


Funkce / je tak spojite rozsireni zadana funkce na M 2 . 


* 


11.8.13. Priklad. Spoctete parcialm derivace funkce 

f {x,y) = x 2 sixty, [xj]el 2 , 
v kazdem bode roviny TR 2 . 

Resent. Nechtia = (a, b) ']c dany bod v IR 2 . Spocteme nejprve = 'jy( a )- Podle 

Poznamky ??(d) plati pro funkci 

gi(0 = f(t,b) = t 2 sinb, t eR, 
vztah g\ (a) = Tedy 

zf-(a) = g\ (a) = [t \-+ t 2 sini]' ( __ = [t i-> 2t sin b] t=a = 2 a sinb. 
ox 

Analogicky mame pro funkci 

gz(t) = f(a,t) = a 2 sint, tel, 
vztah g' 2 (b) = %(a). Tedy 

^-(a) = g' 2 (b) = [f i-> a 2 sin t]' t=h = [(h a 2 cost] t= b = a 2 cosb. 
dy 

* 

11.8.14. Priklad. Spoctete parcialm derivace funkce 

f(x,y,z) = x yZ , [x, y, z] e (0, oo) 3 , 

a najdete rovnici tecne nadroviny ke grafu / v bode [2,1, 2,2]. 

Resent. Funkci / vyjadnmejako 


f(x,y,z) = e yZIogx 


Tedy pro [x, y, z] e (0, oo) 3 mame 



— {[x,y,z]) = e eZ]ogyio £ x - log* -e zX ° sy - logy = x yZ y z logx logy. 

Parcialm derivace jsou zjevne spojite n a (0, oo) 3 , a tedy v kazdem bode definicniho 
oboru existuje derivace (Vcta pT. 1.2l[ ). Z prave provedenych vypoctu plyne, ze 
V/([2,1,2]) = [1,4log2,0]. 
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Die Definice ?? je tedy rovnice tecne nadroviny rovna 

t(x, y,z) = 2+ l(x — 2) + 4log2(y — 1) + 0(z — 2) 

= 2 + (x — 2) + 4log2(y — 1), [x,y,z]eR 3 . 


11.8.15. Prfklad. Zjistete, ve kterych bodech existujf parcialnf derivace a derivace 
funkce 

fix,y) = \x\\y\, [x,y]eR 2 . 

ResmL Pro body [x,y] e R 2 mimo souradnicove osy platf 

^(k-jD = (signx) |y| , ^([x.j]) = klsigny. 

Tyto funkce jsou spojite v kazdem bode mimo souradnicove osy, a tedy v nich 
existuje derivace. Die Vety |ll,1.16| plati 

f'(x,y): (hi,h 2 ) » (Vf(x,y),h) = ^Qx.yVhi + jj([x,y])h 2 

= ((signx)y \y\)h x + (\x\ signy)h 2 , i[hi,h 2 ] e M 2 . 
Podivejme se nyni na body lezfcf na ose x, tj. na body tvaru [x, 0], kde tel. 

Pak 

0]) = [t» fit, 0)]U = [t » 0]U = 0, tel. 

Naproti tomu pro x ^ 0 parcialnf derivace podle y v bode [x, 0] neexistuje, nebot; 
pro funkci 

g(t) = f(x,t) = \x\\t\, te R, 

platf 

4(°) = kl> 4(0) = - M* 

coz implikuje neexistenci 

^-([x,0]) = g'(0). 
dy 

V bodech [x, 0], x ^ 0, tak neexistuje ani derivace. 

Pro body tvaru [0, y], y e R, podobne jako vyse odvodfme, ze |y([0, y]) = 0 
a ze |£([0, y]) neexistuje, pokud y ^ 0. To opet implikuje neexistenci derivace v 
bodech [0, y], y ^ 0. 

Zbyva nam vysetrit bo d [0,0). Z predchozfho vfme, ze parcialnf derivace / v 
[0,0] jsou nulove. Die Vety |l 1.1. 16| je tak jedinym kandidatem na derivaci nulove 
zobrazenf. Die definice tak derivace existuje prave tehdy, kdyz 

lim /([0,0] + [x, y]) - /([0.0] - ([0,0]. [x, y]) = Q 
[x,y]-+[o,o\ Ik, yj) 
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Tedy zkoumame vyraz 


Ten ma vsak die Prfkladu |11.8.8| limitu rovnou nule. Tedy derivace / v bode [0,0] 
je rovne [0,0]. * 

11.8.16. Prfklad. Zjistete, ve kterych bodech existujf parcialnf derivace a derivace 
funkce 

f(x,y)= l/x 5 + y 5 , [rj]el 2 . 

Resent. V bodech [x,y] e M 2 mimo pfimku y = —x mame spojite parcialnf derivace 






a tedy v techto bodech existuje derivace a je roven V f([x, y]). 
Uvazujme nynf bod a = {a, —a), kde a ^ 0. Pak pro funkci 


platf 


d JL f 

dx‘ 


Derivace g'(a) je vsak nevlastnf, nebot; dfky spojitosti g lze odvodit 


g'{a) = lim g'{x) = lim 


Obdobne obdrzfme, ze %(a) neexistuje. 

Zbyva vysetrit bod [0,0]. Pro nej platf 

^([ 0 , 0 ]) = [xh f(x,0)]' x =o = [x» ^] x=0 = 1 

a podobne |£([0,0]) = 1. Pokud tedy existuje derivace, je reprezentovan vektorem 
[1,1]. Nutnou a postacujfcf podmfnkou pro jeho existenci je nulovost limity 

/([Q.o] + [^y])-/([o,o])-([i.iU^.y]) 

_IIMI 

'x 5 + y 5 -(x + y) 



Uvazujeme-li pffmku y = x, dostavame 

V^+^-(A + x) _ ,, 


Z/2^-2x f/2-2 


*^o+ ■s/x 2 + x 2 

Die Vety |1Q.4.15| tak derivace v [0,0] neexistuje. 


a/2 


^0. 
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11.8.17. Prfklad. Zjistete, zdali ma funkce 


f(x,y) = x * +y: 


[x,y}^[0,0], 

[*,y] = [0,0], 


totalnf diferencial v [0,0]. 
Reseni Jelikoz 


> fix, 0) = x, xel 


f(0,y) = y 2 , yeR, 

mame (o) = la^(o) = 0. Existence totalnfho diferencial u tak odvisf od nulo- 
vosti limity 


lim 


lim 


bol-Ko.o] J x 2 + y 2 [x,;v]-»[o,o] ( x ‘ 
Uvazujeme-li pfirnku y = x, obdrzfme 

x-l 


lim 


lim 


-1 


•o+ V2(v : 


-D m T2*°- 


-»+ (x 4 + x 2 ) V2j? " 

Tedy totalnf /'(o) neexistuje. 

11.8.18. Pfiklad. Spoctete parcialnf derivace a totalnf diferencial funkce 

f(xy)=\ (x2 + y2)sini ^ ) ’ [ *’^ [ °’° ] ’ 

JK,y> (0, [x, y] = [0,0], 

Ukazte navfc, ze parcialnf derivace / nejsou spojite v pocatku. 

Reseni Pro [x,y] [0,0] spocteme parcialnf derivace 

-1 


!«*■ ( * 2+ ^ cos (^) 

3/ 


ix 2 


;2 ) 2 


a -([x, y]) = 2y sin j + (x + y ) cos j ^^y. 

Obe parcialnf derivace jsou spojite funkce na R 2 \{[0,0]}, a proto podle Vcty |l 1.1.2 l| 
existuje totalnf diferencial pro vsechna [x,y] ^ [0,0]. Ten ma tvar 


f'(x,y): [h l ,h 2 \»([^([x,y]),^f([x,y]),[h 1 ,h 2 ]), [h lt h 2 \el 
dx dy 


V bode [0,0] spocteme parcialnf derivace die definice 

3/xx r /(l,0 )-/(0 ,0) .. f 2 sin(T)- 0 

— (o) = lim-= lim---= lim t sin 

dx t-* o t t-> o t 


(?)- 
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a analogicky 

f (.) = Urn Ml®! = lim = 

Ukazme nynf, ze ^ nenf spojita v pocatku. Jiz vsak jejf restrikce na pffmku 
y = 0 nenf spojita, nebot' 

lirn ^-([x, 0 ]) = lim ^ 2 x sin —j — x 2 ^cos —^ 

neexistuje vlastnf. (K tomu stacf uvazovat body [ j\ nn • 0], n e N.) 

Presto v bode o existuje totalnf diferencial 

f'(0,0)(hi,h 2 ) = d ~f{o)h x + »U)h 2 = 0h x +0h 2 . 

Ox Oy 

Vskutku, pro nulove linarnf zobrazenf mame totiz 


(x 2 + y 2 ) sin ( > z) 

lim - V * +y ’ = lim v 

[jc,y]^-[o,o] J x 2 + v 2 [*,yK[o,o] 


n (^b)- 


Jelikoz 


h y^ 


1 


je limita nulova. Tfm je existence totalnfho diferencialu overena. 
11.8.19. Prfklad. Ukazte, ze funkci 

f(x, y) = e~ 


lze spojite rozsfrit do bodu [ 0 , 0 ] a ze ma v tomto bode totalnf diferencial. 

Resent Nejprve ukazeme, ze x 2 + y 2 + xy > 0 pro [x, y] e M 2 \ {[0,0]}. Vyjadffme 
totiz bod [x, y] e M 2 \ {[ 0 , 0 ]} v polarnfch souradnicfch jako 

[x, y] = [r cos a, r sin a], r > 0 , a e [ 0 , 2 tt). 


Pak 

x 2 + y 2 + xy = r 2 + r 2 cos a sin a = r 2 ^1 + ^ sin 2a^ > 0 

(Mohli bychom tez pouzft odhad x 2 + y 2 + xy > \ (x 2 + y 2 ).) 

Dale odhadneme 

x 2 + y 2 + xy < x 2 + y 2 + ^(x 2 + y 2 ) < 2 (x 2 + y 2 ), 

a tedy 
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Jelikoz 


existuje S > 0 tak, ze pro [x, y ] e P([0,0], 8) platf 

0 < e *?+y 2 **y < I .v 2 ) < (a: 2 + y 2 ) . 

Tedy vidfme, ze danou funkci lze spojite dodefinovat v bode [0,0] hodnotou 0. 
Parcialnf derivace v pocatku spocteme z definice: 


3/ 


(o) = lim 


/(f, 0 )-/( 0 , 0 ) _ 


lim - 


= 0 


a analogicky (o) = 0. 

Existence totalnfho diferencialu je pak ekvivalentni s nulovosti limity 


um lim 

[*o-]-*>[o,o] ||[x,y]|| 

Jelikoz pro [x,y] e P(o,8 ) platf 


( x 2 y mmy i) 


je dana limita nulova. Tedy totalnf diferencial funkce / v pocatku existuje. * 

11.8.20. Prfklad. Ukazte, ze totalnf diferencial funkce 

[*,>•1 ¥= fo , o |. 

[x,y| = [0,0). 

v pocatku neexistuje. 

Resent. Jelikoz je funkce / nulova na osach, jsou parcialnf derivace / v pocatku 
nulove. Totalnf diferencial v o tak existuje prave tehdy, kdyz je limita 

lim (±4= Um 

[x,>>]^[o,o] || [x, y]|| [x.yj-do.o] ( x 4 + y 2 )y/x 2 + y 2 
nulova. Uvazujeme-li vsak parabolu y = x 2 , dostavame 

Um + 

(x 4 + X 4 )~jx 2 + X 

Totalnf diferencial v pocatku proto neexistuje. 

11.8.21. Prfklad. Spoctete totalnf diferencial funkce 


x+x 2 .. l+x 

= lim - = lim — 

*-*• 0 + 2a: Vl + x 2 2 V1 + x 2 
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vsude, kde existuje. 

Resent. Nejprve si uvedomme, ze / je spojita na R 2 . K tomu je treba overit, ze 
lim[ Xi -,,]^.[o ; o] fix, y ) = 0. To vsak plyne z odhadu 

\f(x,y)\< V\x 2 \ + \y\log(x 2 + y 2 ) < l/\x\ + |y|log(x 2 + y 2 ) 

< y/2(x 2 + y 2 ) lo g(x 2 + y 2 ) 

platneho pro [x, y] e R 2 \ { 0 } splnujici |x| < 1 a z faktu lim,— ) .o + r ® logr = 0. 

V kazdem bode [x, y] e R 2 splnujicim y ± —x 2 plati 


^ c ([x,y]) = -(x 2 + y) 3 2xlog(x 2 + y 2 ) + P 2 + y %2 + j2 , 

^([x,y])=^(x 2 + yyhog(x 2 + y 2 )+ l/x 2 + y x2 2 * y2 , 

Uvazujme nyni bod a = (a, -a 2 ), kde fl^0as 2 + fl 4 ^ 1. Protoze 

]T fl (l (* 2 ~ «T 3 2 * lo S(x 2 + a 4 ) + Vx 2 - a 2 x2 2 *^ 

neexistuje vlastni, neexistuje ani 

d f(a)=\im d fi[x,-a 2 ]). 
dx x-ki dx 

Podobne neexistuje |£(a), protoze 

lim 2 ^([a,yj)— lim 2 Q (a 2 + y) _3 2 alog(a 2 + y 2 ) + ^a 2 + y ^^ 2 ) 
neexistuje vlastni. 

Uvazujme nyni bod 0 . Pak ii-> f(x,0)= Vx^logx 2 , a tedy 

f („) = lim /(, - 0) - /( °’ 0) = lim 4/71108,2 
neexistuje vlastni. Podobne 

ay t->o t t-> 0 t 


neexistuje. 
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Konecne vezmeme do uvahy bod a = (a, —a 2 ), kde a 2 + a 4 = 1. Pocitejme 
§£(a) jako limitu parcialnich derivaci. Pak 


|-(«) = lim jt([x,-a 2 ]) 

OX x^a OX 


= lim Q (x 2 - a 2 ) * 2x log(x 2 + a 4 ) + \ 


- X ^a 3 V 2 + a 4 — 1 ( X 2_ a 2)f 

nebot' die Vcty |5.3.1|(a) platf 


! (x 2 -a 2 ) 3 


§2 x(x 2 -a 2 )~3 


Podobne pro (a) mame 


^(«) = ^lim 2 ^([a, y]) = 2 Q (a 2 + y) 9 log(a 2 + y 2 ) + l/a 2 + y ^ 

= lim \ ( a 2 + yP log(a 2 + y 2 ) 


lim 1 log(a 2 + y 2 a 2 + y 2 - 1 
-a 2 3 a 2 + y 2 — 1 ( a 2 + J )§ 


jelikoz 


a 2 + y 2 - 1 
(a 2 + y)3 


lim -r=0. 

y^-o 2 |(a 2 + y)-3 


Zbyva vysetrit existenci totalniho diferencialu v bode a (a) = (a,—a 2 ), kde 
a 2 + a 4 = 1. Die predchoziho vypoctu je kandidat na f'(a ) roven 0. Vysetrujeme 
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tedy vyraz 

\ f([a,-a 2 ] + [ x , y ])-f([a,-a 2 ]) \ 

I II Ml I 

_ | l/(a + a ) 2 + (-a 2 + y) log ((a + x) 2 + (-a 2 + y) 2 ) | 


V x + r 

_ I l/x 2 + lax + y \og(x 2 + y 2 + lax - la 2 y + 1) I 

/v 2 + y 2 

V\x 2 + lax + y\ \x 2 + y 2 + lax - 2a 2 y | 

A 2 + y 2 

< ( 3 V\* 2 + 2ax + y\((x 2 + y 2 ) + 2 \a\Qx\ + [a| |y|))) 

< y |x 2 + 2ax + ylyx 2 + y 2 + y |x 2 + lax + y\ - 


yx z + y^ 

pricemz jsme pouzili odhad log(f + 1) < t, t e (—l,oo). Poslednf vyraz vsak kon- 
verguje k 0 pro [x, y] ->■ [ 0 , 0 ], nebot' 

< a/2. 


lim v/|a 2 + 2 a.x + y| =0 a 
[WH[ 0 , 0 ] VI yjc-i-y- 

Tim je existence totalniho diferencialu v bode a dokazana. * 

11.8.22. Priklad. Vypoctete derivaci D v f{ 1,1,2) funkce 

f(x,y,z) = x y + y z , [x, y, z] e ( 0 , oo) 3 , 

kde v = [ 1 , 1 , 1 ]. 

Reseni Funkce / ma zrejme vsechny parcialni derivace na svem definicnim oboru, 
a ted y existu je V/(l, 1,2) = /'(l, 1,2). Jelikoz /'(1,1,2)(w) = D v f{\, 1,2) (viz 
Veta |11.1.26| ), staci nalezt V/(l, 1,2). Protoze na £)(/) plati 


3 / . 


3/ . 


3 y 

V/( 1,1,2) = [1,2,0], 

£>„/(!, 1,2) = {[1,2,0], [1,1,1]) =3. 


logy, 


11.8.23. Priklad. Necht' g: M 2 ->• M je funkce tridy C 1 (K)- Vyjadrete parcialni 
derivace funkce /: K 2 —> R pomoci parcialnich derivaci funkce g, pokud 
f(x,y) = g(x + y,x-y), f(x,y) = g(sinx,xy), [x,y]eM 2 . 
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Resent (a) Uvazujme zobrazenf h : R 2 —>■ R 2 definovane jako h(x, y) = [x+v, x—y], 
[x, y] e R 2 . To ma slozky h\(x, y) = x + y a )i 2 (x, y) = x — y. Funkce h je trfdy 
C°°(R 2 ), a tak die retfzkoveho pravidla (Veta |l 1.2.1 7[ ) platf 


3i f(x,y) = J2 d JS(Hx,y))d 1 hj(x,y) 

7 = 1 

= 3ig(x + y, X - y) • 1 + d 2 g(x + y, x - y) •1 


a 


$2 fix, y) = J2 a JS( h (x, y))hhjix, y) 

7 = 1 

= 3i g(x + y,x - y) • 1 + d 2 g(x + y, x - y) - (-1). 
(b) Podobnejako vyse pocftame pro h(x , y) = [sin x, xy], x e R 2 , 

2 

9i f(x,y) = J2 d JSi h ix,y))d 1 hj(x,y) 

7 = 1 

= 3ig(sin x, xy) ■ cos x + 3 2 g(sin x, xy) ■ y 


a 


h f(x,y) = Y^ a jSih{x,y))hhjix,y) 

7 = 1 

= 3ig(sinx,xy) • 0 + 3 2 g(sinx,xy) • x. 


* 


11.8.24. Prfklad. Nechf/: R 2 -> (0, oo) je funkce trfdy C 1 (R 2 ). Vyjadrete parcial- 
ni derivace funkce g(x, y) = f(x, y)f(y* x \ [x, y] e R 2 , pomoci parcialnfch derivaci 
/ a hodnot /. 

Resent Uvazujme zobrazenf h(x, y) = [f (x, y), f(y, a)], [a, y] e R 2 , a funkci u (x . y) = 
x*. [x, y] e (0, oo) 2 . Pak fix, y) = (u o A)(x, y), [x, y] e R 2 . Die Vety |U.2.15| platf 
f ix, y) = u'ihix, y)) o h'(x, y). Mame 


u'{a,b) = [ba b l ,a b \oga], [a, b] € (0, oo) 2 , 
h' 1 ix,y) = [d 1 fix,y),d 2 fix,y)\ 


a 


dih 2 (x,y) = 3i/(y.x) - 0 + 3 2 /(y,x) ■ 1 = 3 2 /(y,x), 
foh 2 ix,y) = 3i/(y,x) • 1 + 3 2 /(y,x) -0 = 3i/(y,x), 


/j' 2 (x,y) = [3 2 /(y,x),3i/(y,x)]. 


Tedy 


f'{x, y) = (ba b ~ l a b log a) 



:) 
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3£(*,*) = f(y,x)f(x,y) f{y ' x) - x hf{x,y) 

+ f(x, y) f{y ’ x) log fix, y)d 2 f(y, X), 

d ~f(x,y) = fiy,x)fix, y y^- 1 d 2 fix,y) 

dy 

+ fix,y) f(y,x) log f(x, y)dif(y,x). 


11.8.25. Pfiklad. Necht: existuje /'(l, 1) a g(x, j) = fifiy,x),fix,y)). Urcete 
g’i 1,1), pokud /(l, 1) = 3i/( 1,1) = 1 a 3 2 /(l, 1) = 2. 

Resen t. Zobra zeni hjx, y) = [fiy,x), fix,y)\ splnuje h{\, 1) = [1, 1], pricemz die 
Vety |11.2.15| existuje i hf 1.1) a g'(l, 1). Dale platf 

g\\, 1) = (/ o h)'{ 1,1) = /'(Ml, 1)) o h\l, 1) = /'(1,1) o h\ 1,1). 

Jelikoz 

/'(i, i) = [3x7(1, i),a 2 /(i,i)] = [1,2] 

d\h\{x, y) = difiy,x)-0 + d 2 fiy,x) ■ 1 = d 2 fiy,x), 

3 ihix.y) = 3i fiy,x) • 1 + 3 2 /(y,x) -0 = 3i fiy,x), 
h 2 ix,y ) = [3i/(x,y),3 2 /(*,/)], 

tj- 

\h' 2 ix,y)J \d l fix,y) d 2 fix,y)J 

Proto 

g '(U) = (l 2)^ ‘) = ( 4 5). 

* 

11.8.26. Pfiklad. Vypoctete g'( 1,1), pokud pro g: M 2 K derivace g'( 1,1) exis¬ 
tuje a funkce / (r, a) = g(r cos a, r sin a) splnuje /' ^ -fl, ^ = [0, 4], 

Resent. Zobrazeni h(r, a) = [r cos a, r sin a] splnuje h ^ fl, = [1,1] a 


, /cos a —r sin a! 

h'ir,a)=\ 

\ sin a r cos a I 

V) 
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Z Vety |TTT2TT5| tak n 


(0 4) = /'(V2,5-)= s '(1,1)oJ'(V2.^) 

= (s,*0,l) 82*0,1))^ j'j- 


Tedy mame soustavu rovnic 


1 


1 


jejfmz fesenfm je dvojic 


3^(1,1)— + 3 2 g (i,i)—= 0 

-3 lg (l,l) + 3 2g (l,l) = 4, 
g'(l,l) = [-2,2]. 


11.8.27. Prfklad. Ukazte, ze rovnice 

sin(xy) + cos(xy) = n 

urcuje v jistem okolf bodu [it, 0] implicitne zadanou funkci promenne x. Spoctete 
prvnf a druhou derivaci teto funkce v bode 7r a naleznete tecnou pffmku ke grafu 
teto funkce v bode [7r, 0]. 


Resent Polozme 


F(x, y) = sin(xy) + cos(xy) - 1, [x, y] e M 2 . 

Funkce F je zjevne trfdy C°°(M 2 ) a platf F(n, 0) = 0 a 
3 F 

— (tt, 0) = [cos(xy) • x - sin(xy) • x] [jco , ]=[jrj0] = it ± 0. 

Die Vety |l 1.4. l| tak existuje interval {it — 8, it + 8) a interval (—3,3) tak, ze pro 
kazde x e B(it, 3) existuje prave jedno y e B(0,3) sp lnujfcj F(x, y) = 0. Oznacme 
tuto funkci definovanou na B(ji, 8) jako tp. Die Vety |11.4.1| je <p trfdy C°°(B(jt, 3)), 
<p(it) = 0 a splnuje vztah 

sin(xy>(x)) + cos(x<p(x)) -1 = 0, x e B(ir, 8). 

Dvojnasobnym derivovanfm teto rovnice obdrzfme postupne pro x e B(jt, 8) rov- 
nosti 

cos(x<p) ■ (tp + xtp') - sin(x< p) ■ (<p + xtp') = 0, 

- sin(xip) • (tp + xtp 1 ) 2 + cos(xi p) ■ (2 tp' + xtp") 

— cos(x< p) ■ (tp + xtp') 2 — sin(xip) • (2 tp' + xtp") = 0, 

kde pfseme tp,tp',tp" mfsto tp(x),tp'(x),tp"(x). Dosadfme-li bod x = it, dostavame 
tp'{it ) = tp"(it) = 0. Tedy tecna pffmka ke grafu tp v bode it ma tvar 
t(x) = tp{it) + tp'(it)(x — it) = 0, x e M. 
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11.8.28. Prfklad. Dokazte, ze mnozina 

A = {[%,>'] e R 2 ; e y + log a + xy = 0} 
je grafem nejake funkce / tri'dy C 2 na (0, oo). 

(a) Najdete nulovy bod xo funkce / a f'(x o). 

(b) Vypoctete lim^^Q + / (x) a f(x). 

(c) Dokazte, ze / nabyva absolutnfho minima prave vjednom bode. 


Resent Pro pevne x e (0, oo) uvazujme funkci f x (y) = e y + log x + xy, y e R. 
Jelikoz f x iy) = e y + x, je f x rostoucf na R. Dale platf lim-y^-oo f x (y ) = —oo 
a lirrij.^oo f x (y) = oo. Existuje tedy prave jedno y(x) = f (x) e R takove, ze 
fx(y(x )) = 0. Mnozina A je tedy grafem funkce /. Jelikoz pro funkci F(x, y) = 
e y + log* + xy platf |y(x, y) = e y + x > 0, popisuje rovnice F(x, y) = 0 lokalne 
funkci trfdy C°°. Tedy / je nekonecne diferencovatelna funkce na (0, oo). 

(a) Pokud /( x ) = 0, pak z rovnice 

g/(*) + log* + xf(x) = 0 (11.29) 

vidfme, ze x = e -1 . Derivovanfm teto rovnice obdrzfme 

e f(x) f{x) + - + f{x) + xf{x) = 0, (11.30) 


coz po dosazeni x = e~ l dava /'(e _1 ) = — Funkce / je tak kladna na (0, e -1 ) 
a zaporna na (e _1 , oo). 

(b) Jelikoz 


l/COI = 


~}ogx 


[jog* 




x e (e \ oo), 


je lim^^-oo fix) = 0. 

Dale ukazeme, ze Iim*-»-o + fix) = oo. Vskutku, pokud by tomu tak nebylo, 
existuje posloupnost {x „} klad nych c fsel konvergujici'k 0 takova, ze {/(*»)} je ome- 
zena. Limitnfm prechodem v ( |11.29| ) pak dostaneme —oo = 0, coz je spor. Proto 
lim^o-H fix) = oo. 

(c) Jelikoz fie -1 ) = 0, fix) < 0 pro x e (e -1 , oo) a lim*-^ fix) = 0, existuje 
alespon jeden bod, kde funkce nabyva sveho absolutnfho minima. Predpokladej- 
me, ze exis tujf dy a takove body x\ < xi. Pak fix i) = fixf) = 0a fix i) = fixf). 
Z rovnice ( |l 1 ..30| ) nynf plyne 


+ f( x 0 = ° = y 2 + -ft* 2 )’ 


tedy x\ = X2- To je vsak spor s nasfm predpokladem. 


11.8.29. Prfklad. Uvazujte mnozinu 

A = {[*, y] € ® 2 ; X 3 + y 3 - 2xy = 0} . 
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(a) Ukazte, ze A fl {[y,y] € M 2 ; v < 0} je grafem funkce /, ktera je tffdy 
C°° ((0, oo)). 

(b) Ukazte, ze / je klesajici a X f = (0, oo). 

(c) Existuje a > 0 a funkce fa : [0, oo) -¥ (—oo, 0], fa, fa : [0, a] ->■ [0, oo) ta- 
kove, ze mnozina APi {[x, y] e R 2 ; x > 0} je sjednocenfm grafu fa , fa, fa 
a fa < 0 na (0, oo) a 0 < fa < fana (0, a). 

(d) Funkce fa, fa, fa jsou tridy C°° na vnitrku sveho definicnfho oboru. 

(e) Ukazte, ze jsou funkce fa, fa, fa spojite a vysetrete jejich supremum a 
infimum. 

Resent (a) Pro pevne x < 0 uvazujeme funkci f x (y) = x 3 + y 3 — 2 xy, y e !. Pak 
fx(y) = 3 y 2 — 2x > 0, lim y _ > o + fx(y) = x 3 < 0 a limy-^ fa(y) = oo. Existuje 
tedy prave jeden bod y(x) = f(x) e (0, oo) splnujici 

v 3 + f(x) 3 - 2xf(x) = 0, v e (-oo, 0). (11.31) 

(b) Ukazme, ze f(x) = 0. Kdyby tomu tak nebylo, existuje posloup- 

nost {*„} zapomych cisel konvergujici k 0 zleva takova, ze f(x n ) M e (0, oo], 
Pak ale z rovnice 

fix) (fix) 2 — 2x) = —x 3 

plyne M 3 = 0, coz je spor. 

Podobne ukazeme, ze lim^^—oo fix) = oo. Jinak by totiz existovala posloup- 
nost { x n } za pornych cisel konvergujici do —oo takova, ze fix n ) -¥ M e [0, oo). Pak 
ale z ( gog ) mame 

—x 3 x 2 

f(Xn) = fix n fa- 2x n = 2-Zgsi’ 

coz v limitnim prechodu da rovnos t M = oo. 

Dale si uwedomme, ze z Vety MM plyne, ze / e C°° ((—oo, 0)). Vskutku, 
funkce F(x. y) = x 3 + y 3 - 2xy tridy C°°(1R 2 ) a splnuje ] F y ix, y) = 3y 2 - 2x > 0 
kdykoliv x < 0. Tedy rovnice Fix, y) = 0 lokalne urcuje nekonecne diferencova- 
telnou funkci. Proto je / tridy C°°. 

Vzhledem k vypoctenym limitam funkce / musi existovat bod, kde je jeji de- 
rivace zaporna. Pred poklad ejme, ze v nejakem bode a < 0 plati /'(fl) = 0. Pak 
derivovanim rovnice ( |1 1.3 1| ) dostavame 

3x 2 + 3fix) 2 fix) — 2 fix) — 2 xf'ix) = 0, x e (-oo,0), 
coz po dosazeni x = a implikuje rovnost 2/fr) = 3v 2 . Dalsi dosazeni do ( |ll.3l[ ) 
dava rovnici, 



jez nema reseni v intervalu (—oo, 0). Pro to fix) ^ 0 pro v e (—oo, 0). Z Darbou- 
xovy vlastnosti derivace (viz Veta |9.1.10[ ) nyni plyne, ze f je zaporna na (—oo, 0). 
Z vyse uvedenych vlastnosti nyni plyne, ze / je klesajici X (/) = (0, oo). 
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(c) Pro pevne x > 0 opet uvazujme funkci f x (y) = x 3 + y 3 — 2 xy, y e R. 
Pokud x = 0, ma funkce f x (y) jediny koren, a to 0. Necht: tedy x > 0. Pak 
lim-y-^-oo f x (y) = 0 a linxy_,.oo f x (y) = oo. Dale f x (y) = 0 prave tehdy, kdyz 
y = ±V§x. Oznacmeyi = — y^|xa_y2 = -\J\x- Pak / x mavyi lokalni maximum, 
yi lokalni minimum, f x roste na (—oo,yi] a [y2,oo a klesa na \yi,yi\. Dale plati 
fx(y\) > fx{ 0) > 0. Polozme a = §2§. Pokud x < a, je f x {yi) < 0, pokud x = a, 
plati f x (j2) = 0 a pokud x > a, plati f x {yi) > 0. Z techto informaci nyni plyne, 
ze pro interval (0, a) ma rovnice f x (y) = 0 tri koreny f\(x) < 0 < fiix) < fi{x), 
pro x = a ma dva koreny f\(x) < 0 < f2(x) = fz{x) a pro x > a ma pouze jeden 
koren fi(x) < 0. 

(d) Nekonecna diferencovatelnost funkci /i, /2, nyni plyne z Vety |11.4.1| , 
nebot; pro funkci F(x, y) = x 3 + y 3 — 2xy plati = 3y 2 — 2x = 0 v nejakem bode 
[x,y]e A prave tehdy, kdyz [x, y] = [a, 

(e) Uvazujme libovolnou funkci ft. Pak pro jeji derivaci plati 

3x 2 + 3ft {x) 2 f{{x) - 2ft (x) - 2 xf((x) = 0, x e Int £>(/>). 

Pokud (x) = 0 pro nejake x, pak x splnuje ft (x) = |x 2 . Po dosazeni do rovnice 
x 3 + f 3 (x)—2xf (x) = 0pakdostavamex = |2s a fi(x) = |2§. Primymvypoctem 
vidime, ze |23 je nejvetsi z tri korenu funkce f 2 ^i (>’), a proto pouze funkce fy ma 

v nejakem bode nulovou derivaci (konkretne v bode b = §23). 

Ukazeme, ze lim x ^ 0+ f (x) = 0. Kdyby tomu tak nebylo, pro nejake i e 
{1,2,3} existuje posloupnost {x„} kladnych cisel konvergujici k 0, pro niz /(x„) -> 
M e [-oo, oo] \{0}. Z rovnice x 3 + j\ (x„)( f 2 (x n ) — 2x n ) = 0 pak ale plyne limitmm 
prechodem M 3 = 0, coz je spor. 

Podobne ukazeme, ze lim x ^.oo /i(x) = —oo. Kdyby tomu tak nebylo, nalez- 
neme posloupnost {x„} konvergujici do oo, pro niz /i(x„) M e (-oo, 0], Pak z 
rovnosti 

—x 3 —x 2 

Mx) = f 2 (x) — 2 X = 

plyne limitnim prechodem M = oo, tj. spor. 

Z vyse uvedenych faktu nyni mame, ze f[ < 0 na (—oo, 0), / 2 ' > 0 na (0, a) a 
/ 3 ' > 0 na (0, b). 

Dale ukazeme, ze \\m x ^ a _ /2(x) = lim x ^. a _ fz(x) = yj\a. K tomuto ucelu 
nejdrive dokazeme omezenost mnoziny A v prvnim kvadrantu. Necht' tedy [x, y] e 
A splnuje x > 0, y > 0. Zrejme muzeme predpokladat, ze max{x, y} > 0. Pak 
mame 

0 = x 3 + y 3 - 2xy > (max{x, y}) 3 - 2 (max{x, y}) 2 , 


neboli 


2 (max{x, y}) 2 > (max{x, y}) 3 . 
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To implikuje max{i, y} < 2. Dostavame tedy, ze funkce fz i f 3 jsou omezene. 
Nechf{x„}jeposloupnostv [0, a) konvergujici ka. Pokud fi{x n ) ■*> ^/§a, existuje 
podposloupnost {x nk } a M ± a takove, ze fz(x„ k ) ->• M. Limitmm prechodem 
v rovnosti x 3 + f^{x nk ) — 2xf(x„ k ) = 0 pak mame, ze M je nezapornym korenem 
funkce f a ruznym od \J\a- To je vsak spor s uvahami v (c). Tedy f(x n ) — 
Podobne se ukaze, ze fz(x) = *J\a. 

Nynf jiz muzeme ucinit zaver. Funkce f \je klesajici a 3i (/j) = (—oo, 0], 3t (/ 2 ) = 
[0, jta] a X(J 3 ) = [0, f 3 (b)] = [0, § 2§], * 

11.8.30. Priklad. Dokazte, ze existuje okoli V bodu [3, —2,2] takove, ze mnozina 
{ [x, y, z] e V; z 3 — xz + y = 0} je grafem funkce z = z(x, y). Vypoctete tecnou 
rovinu ke grafu funkce z v bode [3, —2,2] a |^§([3, —2]). 

Resent. Pouzijeme Vetu |11.4.1| pro funkci F(x, y, z) = z 3 — xz + y a bod [3, —2,2]. 
Zjevne je F tfidy C°°(M 3 ), F(3, -2,2) = 0 a 
a p 

-^(3,-2.2) = [3^ - i ] [wW , _ 2i2| = 9 ^ 0. 

Pfedpoklady Vety |ll.4.l| jsou tak splneny, a tedy mame existenci pozadovaneho 
okoli V. Tedy z = z(x,y ): U -*■ M je funkce t5idy C°° definovana na nejakem 
okoli U obsahujicim bod [3, —2] a splnujici F(x, y,z(x, y)) = 0 splou s podmlnkou 
z(3, —2) = 2. 

Derivujme rovnost z 3 — xz + y = 0 podle v a podle y na U. Dostavame tak 
0 = 3z 2 z x -z-xzx a 3z 2 z y -xz y + 1=0. (11.32) 

Po dosazem [x, y,z] = [3, -2,2] mame z*(3, -2) = | az y (3,-2) = —i. Tedy tecna 
nadrovina t k funkci z v bode [3, —2,2] je 

t(x, y,z) = 2+ 2 -{x - 3) - + 2), [v, y, z] € M 3 . 

Derivujeme-li druhou rovnici v ( |l 1 .32] ) podle y, dostavame 

6z(Zj/) T 3z Zyy XZyy = 0. 

Po dosazem [x, y, z] = [3, —2,2] a Zy = — ^ vyjde z yy (3, —2) = —253- * 

11.8.31. Priklad. Necht'je funkce z = z(x, y) tfidy C 1 na nejakem okoli U bodu 
[a, b] a splnuje na nem rovnici z = x + arctg ggg. 

(a) Vyjadfete z x pomoci x, y a z(x, y ) na U. 

(b) Ukazte, ze pro kazdy bod [a,b], kde b > 0, existuje U a z(x,y) s vyse 
uvedenymi vlastnostmi. 




3. POCETNf PRIKLADY K FUNKCfM VfCE PROMENNYCH 


Resent (a) Necht: [x, y, z] splnuje rovnici z = x + arctg ■ Pokud y = 0, z = x a 
prava strana rovnosti nenf definovana. Tedy y ^ 0. Jelikoz z — x = arctg-^, je 
z-x e (-§, §). Proto 

y = (z-*)tg(z-*)>0 
(funkce u tgw je kladna na (-§, §). 

Derivujeme-li rovnost z = x + arctg ^ podle x, dostavame 

_ yfa-P 

(z-x ) 2 + y 2 ‘ 

Upravou obdrzfme 

z x ((z - x) 2 + y 2 + y) = (z - x) 2 + y 2 + y, 
tj. Z x = 1 (dfky predchozfm uvaham vfme, ze (z — x) 2 + y 2 + y > 0). 

(b) Necht' [a,b\ e M 2 splnujfcf b > Oje dano. Uvazujme funkci f(z) = —z+a + 
arctg ^. Pak / je spojita na (a, oo) a splnuje lim z ^ a+ f(z) = f, lim^oo f(z) = 
—oo. Existuje tedy c e (a, oo) splnujfcf /(c) = 0. Uvazujme nynf bod [a, b, c] a 
funkci F(x,y,z ) = —z+x + arctg ^3^. Pak F(a,b,c ) = 0, F je trfdy C°° na 
nejakem okolf [a,b,c] a 

g«°.M) = -i- (c _ o * +t2 <0. 

Die Vety |ll.4.l| existuje pozadovane okolf bodu [a, b, c] a prfslusna funkce z- * 

11.8.32. Prfklad. Ukazte, ze existujf funkce u = u(x,y) a v(x, u) definovane na 
nejakem okolf U bodu [1,2], kterejsounaC/ tffdyC/splnujfwjl^) = 0, c(l,2) = 0 
a platf pro ne rovnice 


Dale vypoctete u'( 1,2) a i/(l,2). 

Resent Uvazujme bod a = [1,2,0,0] a funkci 

F : [x, y,u, v] 1—>• + 2 uv — 2, ye u ~ v — y-j-- 2x j . 

Pak F(a) = 0, F je trfdy C°° na nejakem okolf a a platf 


&(«) 



xe“ +v 

+ 2u 

xe u+v + 2 u 


&(«) 


ye u ~ v 

~ T+v 

-ye u ~ v + (l “ v) 2 



= 

1 1 

= -3. 



[x,y,u,v]=[ 1,2,0,0] 


Jsou tak splneny predpoklady Vcty |ll.4.3[ Existuje proto okolf U obsahujfcf [1,2] 
a V obsahujfcf [0,0] takove, ze pro kazde x e U existuje prave jedno y = <p(x) e 










676 


[. FUNKCE VICE PROMENNYCH 


V splnuji'ci F(x,y) = 0. Oznacfme-li slozky ip jako u(x,y) a v(x,y), dostavame 
pozadovane funkce tffdy C°° na U. 

Derivujeme-li nynf vztahy 


podle v, dostavame 


xe u+v +2uv-2 = 0 


(11.33) 


e u+v + xe u+v (u x + v x ) + 2 u x v + 2 uv x = 0 
ye u ~ v (u x - v x ) - ^ _^ 2 (u x (l + v)~ uv x ) = 0. 

Po dosazem [x, y, u, p] = [1,2,0,0] mame system 
u x + v x = -1 
u x — 2v x =2, 


jehoz resemm je u x (l, 2) = 0 a v x (\, 2) = —1. 

Zderivovamm ( ]ll.33| ) podle y dostaneme 

xe u+v (u y + v y ) + 2u y v + 2 uv y =0 

e u ~ v + ye u ~ v (u y - v y ) - 1 (u y (l + v) - uv y ) = 0. 

(1 + u ) 2 w 

Po dosazem mame rovnice 

u y + Vy =0 
y y — 2v y = -1. 

Resenf je u y (l, 2) = — | a v y (l, 2) = 

Proto m'( 1,2) = [0,-|] a«'(l,2) = [-1, f]- * 


11.8.33. Priklad. Dokazte, ze existujf funkce z(x, y), t(x, y), ktere jsou tndy C°° 
na nejakem okolf U obsahujlcim [1,-1] a spin up rovnice 

x 2 + y 2 -^z 2 -t 3 = 0, x + y + z-t- 2 = 0, 

spolu se vztahy z(l, — 1) = 2,7(1, —1) = 0. 

Spoctete z"(l, — 1). 

Resent. Uvazujme bod a = [1, —1,2,0] a funkci 

F:[x,y,z,t]»[x 2 + y 2 - l -z 2 -t 3 ,x + y + z-t- 2]. 
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Pak F(a) = 0, F je trfdy C°° naM 4 a platf 


^(«) = -z —3t 2 

*£(a) 1 -1 


-2 

1 


0 


= 2 . 


Jsou tak splncny predpoklady Vety |ll.4.3| . Existuje proto okolf U obsahujfcf [1,-1] 
a V obsahujfcf [2,0] takove, ze pro kazde x e U existuje prave jedno y = <p(x) e 
V splnujfcf F(x,y ) = 0. Oznacfme-li slozky qi jako z{x, y) a t(x, y), dostavame 
pozadovane funkce trfdy C°° na U. 

Derivujeme-li nynf rovnice 


, , 1 , , 
x 2 + y 2 --z 2 -t 3 = 0 

x + y + z-t-2 = 0 


podle a, mame 


2x - zz x ~ 3 t 2 t x = 0 

l + z x -4==l. 


(11.34) 


Po dosazenf [x, y, z, t ] = [1, —1,2,0] dostavame soustavu 
-2z z = 0 

Zx -t x = -1 , 

jejfmz resenfm je z x (l, -1) = 1 a t x ( 1 , -1) = 2. 
Zderivovanfm podle _y dostavame 

2y - zzj, - 3 t 2 t y = 0 

l+Zy~ty=0. 


Po dosazenf obdrzfme z y (l, — 1) = —1, t y {\, —1) = 0. 

Obdrzene vztahy znovu zderivujeme podle x,y a ( |11.34| ) podle y a dostaneme 


2 - (Z X ) 2 ~ ZZ X > 


-6t(t x ) 2 -3t 2 t xx = 0 
- txx = 0 , 


2 - (Zy) 2 - ZZyy - 6t(ty) 2 - 3t 2 tyy = 0 
- tyy = 0, 

—ZyZ X - ZZ X y — 6ttyt x - 3t 2 t X y = 0 
Z;cy - t xy = 0. 
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Po dosazenf vyjde z**(l, —1) = t xx ( 1,-1) = z yy ( 1,-1) = t yy { 1,-1) = | a 

Zjcy (1, — 1) = l*y(l,-l) = |. Tedy 

z"(l,-l): [Ax,A 2 ] p+ ^f + AiA 2 + ^1- 


11.8.34. Prfklad. Ukazte, ze rovnice 

x = u + v 2 , y = u 2 — v 3 

definujf najistem okolf bodu [3,3] funkce u(x. y), v(x, y) tffdy C°°, ktere splnujf 
m( 3,3) = 2, v(3,3) = 1. Spoctet z xy (3, 3), pokud z = 2mp. 

Resent. Uvazujme bod a = [3,3,2,1] a funkci 

F -. [x,y,u,v] ^[x-y-v 2 ,y-u 2 + v 3 ]. 

Pak F(a) = 0, F je trfdy C°° naM 4 a platf 


£(■) &<«) 
£(«) 


-1 - 2 « 
-2m 3m 2 





-4 3 


Jsou tak splneny predpoklady Vcty |ll.4.3[ Existuje proto okolf U obsahujfcf [3,3] 
a V obsahujfcf [2,1] takove, ze pro kazde x e U existuje prave jedno y = cp(x) e 
V splnujfcf F(x, y) = 0. Oznacfme-li slozky <y> jako u(x,y) a v(x,y), dostavame 
pozadovane funkce trfdy C°° na U. 

Vzhledem k tomu, ze 


z xy = 2 (u xy v + u x v y + u y v x + uv xy ) , (11.35) 

potrebujeme vypocftat jednotlive derivace u a v. K tomuto ucelu derivujeme rov¬ 
nice 

u + v 2 = x 


u 2 — v 3 = y 

podle v a podle y. Dostaneme tak systemy 


2mm* — 3v 2 v x = 0 

u y + 2 vv y = 0 
2UUy - 3V 2 Vy = 1. 


Po dosazenf mame 








LI. 8. POCETNf PRIKLADY K FUNKCfM VfCE PROMENNYCH 


679 


Dalsim derivovanim obdrzime soustavu 

Uyx + 2v x v y + 2 VVyx = 0 
2u x Uy + 2UUyx — 6w x v y ~ 3lJ 2 Vyx = 0, 
jejimz fesenim po dosazeni je 

224 68 

u yx (3, 3) = yyj’ v yx (3, 3) = — yyy. 

Diky zamennostiparcialnich derivaci muzeme dosaditdo ( |l 1. 35[ ) aobdrzet z X yO, 3) 
M. * 

121 ' * 

11.8.35. Priklad. Necht; C 1 -funkce u: K 2 —>• M splnuje rovnici 

xu.y — yu x = 0. 

Zjistete, jakou rovnici splnuje na IR 2 funkce u*(r,a) = u(r cos a, r sin a), ( r,a) e 
K 2 . Vysledek pouzijte k nalezeni nejakeho nekonstantniho reseni puvodni rovnice. 

Resent. Pomoci Vety |11.2.17| mame 

u* = u x cos a + Uy sin a 

u* = u x (—r sin ot) + u y (r cos a). 

Vyjadnme u x a u y a dostavame 

—ru x = —r cos cat* + sin qlm* 
r Uy = r sin au* + cos on/* . 

Pro r ^ 0 tak plati 

* 1 ■ 

— u x = —coso '.u r H — small,, 

* 1 

u y =sinaw r H—cos au a . 

Tedy pro r ^ 0 plati 

0 = xu y — yu x = rcosaux -rsmau y = ru*. 

Tedy u* = 0nal 2 \ ({0} x R). Jelikoz je u* tridy C 1 , plat9 tato rovnost naR 2 . 

Nyni staci zvolit funkci nezvislou na a, napriklad u*(r, a) = r 2 . Pak u(x, y) = 
x 2 + y 2 , [x, y] e R 2 , je nekonstantni reseni zadane rovnice. 

* 

11.8.36. Priklad. Necht; C 2 -funkce u: R 2 ->• R splnuje Laplaceovu rovnici 

U XX + Uyy = 0. 

Zjistete, jakou rovnici splnuje funkce u*(r,a) = u(r cos a, r sin a) namnozine (0, oo) 
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Resent. Z Prfkladu |11.8.35| vfme, ze 

d\u{r cos a, r sin a) = cos aw*(r, a) - - sin au* (r, a) 

8211 (r cosa, r sin a) = sin au* (r, a) + - cos au*(r,a). 
Oznacime f(x,y) = 3i u(x,y) a 

f*(r,a ) = /(rcosa, r sin a) = diu(r cos a, r sin a). 
Dosazenim do prechozich vztahu za u = f dostavame 

3iiM(rcosa,r sina) = 3i (d\u(r cosa, r sina)) = 3i (f(r cos a, r sin a)) 


3 f* 

= ——(r, a) cos a - 
dr 


da 


(r.a) 


= ^ ( f(r cos a, r sin a)) cos a - ^ ( f(r cos a, r sin a)) 

= ^ (cos aw* (r, a)- ^%*(r,a)j 

sin a 3 / sin a 

-— I cosaw r (r, a) - u a {r, a) I 

= cosa (cos au* r + S ^ u* — —— —w* r ^ 




u r „ cosa — sinaw,. 


H— u r sin a -\—sin a cos a. 

Obdobne vyjde 

2 1 

822 u{r cosa, r sin a) = u* r sin 2 a H— u* a sin a cosa H—-w* a cos 2 a 

2 „ . 1*2 
- -u a sin a cos a + -u r cos a. 

Tedy dostavame rovnost 

0 = 3nM(rcosa, rsina) + 82211 (r cosa, r sin a) 

* 1 * 1 * 

= u rr + ~^u aa + -u r . 


11.8.37. Priklad. 

11.8.38. Priklad. Zjistete supremum a infimum funkce / na mnozine M, pokud 

/(*, y) = x 2 -xy + y 2 , M = {[x, y] € M 2 ; |v| + \y\ < 1} . 
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Reseni Mnozina M je zjevne omezena a uzavrena, tj. kompaktnf (Veta |10.5.8| ). 
Funkce / je tffdy C°° na R 2 , a tedy nabyva na M sveho minima a maxima. Mame 
Int M = {[x,y]e M 2 ; |x| + |y| < l| . Bod p odezrely z extremu lezici v Int M musi 
splnovat Vf{x, y ) = [0,0] (viz Veta |ll.5.l[ ), tj. 

[2x-y,2y-x] = [0,0], 

To nastava prave tehdy, kdyz [x,y] = [0,0]. 

Dalsibodypodezrelezextremubudemehledatna3M = {[*,y] e M 2 ; |a| + |y| = l}. 
Hranici M muzeme popsat pomoci ctyr usecek, napriklad 

M x ={[x, 1-*]; xe [0,1]}. 

Pak funkce g(x) = fix, l — x) ma tvar 

gix ) = x 2 - x(l - x) + (1 - x) 2 = 3x 2 - 3x + 1, x e [0,1], 
ktera ma body podezrele z extremu v krajnich bodech intervalu [0,1] a dale v bode, 
kde g'ix) = 0, tj. v bode Celkove dostavame [^, ij, [1,0], [0,1] jako body, kde / 

muze nabyvat extremu na M. 

Podobnym zpusobem popiseme zbyvajici hrany 9M a dostaneme dalsi body 



Porovnanimhodnot funkce / ve vsech podezrelych bodech zjistime, zemin f(M) = 
fi 0,0) = 0 a 

ma x/(M) = /(l, 0) = /(0,1) = /(-1,0) = /(0,-l) = 1. 


11.8.39. Priklad. Zjistete supremum a infimum funkce f na mnozine M, pokud 
a > 0, b > 0 a 


fix,y) = -+ y - M = {[x,y]eR 2 ; x 2 + y 2 < 1} . 
a b 


Reseni. Mnozina M je zjevne kompaktni, takze C°° funkce / na ni nabyva svych ex¬ 
tremu. Jelikoz V fix,y ) = [i, j], zadny bod podezrely z extremu neleziv Int M = 
{[x,y] e M 2 ; x 2 + y 2 < l}. Parametrizujeme 3M jako dve pulkruznice 



Pak funkce f\ m { ma tvar 



Jeji derivace je rovna 


g'(x) = 


a 



x e (0,1). 






11.8.40. Priklad. Zjistete supremum a infimum funkce / na mnozine Af, pokud 

/(x,y,z) = x 2 + y 2 + z 2 + 2x + 4y-6z, Af = M 3 . 

Reseni Mnozina Af neni omezena. Vzhledem k tomu, ze 

f{x, y, z) = (x + l) 2 + (y + 2) 2 + (z - 3) 2 - 14, |x<y, z] e M 3 , 

nabyva / sveho minima min /(Af) = -14 v bode [—1, —2, 3]. Jelikoz 
lim f{n,— 2, 3) = oo, 

supremum / na Af je rovno oo. * 

11.8.41. Priklad. Zjistete supremum a infimum funkce / na mnozine M, pokud 
fix, y, z ) = ( x + y + Z )e~ (x+2y+3z \ M = {[x, y, z] e M 3 x > 0, y > 0, z > 0} . 

Reseni. Funkce / je tridy C°° nal 3 a M = {[x, y, z] e M 3 x > 0, y > 0, z > 0}. Ze 
spojitosti / na M 3 plyne rovnost sup /(M) = sup /(M) a inf /(M) = inf /(M). 
Vysetfime nejprve body podezrele z extremu, ktere lezi v Int M = M. V Techto 
bodech musi byt V fix, y, z) = o, tj. 

e -(x+2y+3z) [! _ ix + y + z ), \ - 2(x + y + z), 1 - 3(x + y + z)] = O. 

Tato soustava vsak nema reseni, a tedy v Af zadny bod podezrely z extremu nelezi. 
Uvazujme nyni jednu ze „sten“ tvorici 3Af, napriklad 

Mi = {[x, y, 0]; x > 0, y > 0}. 

Pak mame funkci g(x, y) = fix, y, 0) = (x + y)e“ ( *+ 2 *) na IV = {[x, y] e M 2 ; x > 
0, y > 0}. Jako vyse dostaneme, ze g nema v Int iV podezrely bod. Musime tedy 
uvazovat dN = N\ U N2, kde 

N\ = {[x, 0]; x > 0} , N 2 = {[0,y]; y > 0}. 

Funkce hix) = g(x, 0) = xe~ x , x e [0,00), ma bod podezrely z extremu v 0 a v 
bode, kde /z'(x) = e -x (l — x) = 0, tj. v x = 1. Dostavame tak body 
[0,0,0], [1,0,0], 
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V mnozine N 2 dostavame dalsi podezrely bod [0, \, 0]. Tim mame vyresenu otazku 
mnoziny N. 

Zbyvajici steny tvorici 3 M poskytnou bod [0,0, |], 

Funkce / je zjevne nezaporna na M, tedy 

e f(M) = min f(M) = /(0,0,0) = 0. 

Zbyva dokazat, ze 

sup f(M) = max f(M) = /(1,0,0) = e _1 . 

K tomuto ucelu uvazujme odhad 

f(x,y,z) < X *+ y + z Z > [x,y,z]eM. (11.36) 

Jelikoz limr-xx, ^ = 0, existuje r > 1 takove, ze ^ < e~ l . Uvazujme mnozinu 
K= {[x,y,z] eM; jc + y + z < r] . 

Pak K je omezena a uzavrena, tedy kompa ktm. Funkce / tedy nabyva na K sveho 
maxima, pricemz z vypoctu vyse a ( jll.36[ ) plyne, ze max/( K) = /(1,0,0). Diky 
( |11.36| ) dale mame, ze max f(K ) = max f(A). Tim je dukaz dokoncen. * 

11.8.42. Pfiklad. Zjistete supremum a infimum funkce / na mnozine M, pokud 
f{x, y,z ) = (X + y) 2 + (x-y) 2 + Z, M = [-1,1] x [-1,1] x [-1,1], 

Resent Mnozina M je zjevne kompaktm a / je tridy C°° na M 3 . Proto nabyva 
na M svych extremu. Pokud x,y,Zi,Z 2 e R splnuji zi < z 2 , pak f{x,y,zi) < 
fix, y,z 2). Tedy / nabyva sve maximum na M\ = [—1,1] x [—1,1] x {1} a mini¬ 
mum na M 2 = [—1,1] x [—1,1] x {—1}. 

K urceni maxima tak vysetrujeme maximum funkce g(x, y) = (x + y) 2 + 
(x — y) 2 + 1 = 2a 2 + 2y 2 + 1 na mnozine [—1,1] x [—1,1], Jelikoz g(x,y) = 
2dist([x,y],0) + 1, vidirne, ze body v [—1,1] x [—1,1] nejvzdalenejsi od pocatku 
jsou [1,1], [-1,1], [-1,-1], [1,-1], 

Podobne postupujeme prr hledani minima a dospejeme k bodu [0,0]. Tedy 
min f{M) = /(0,0,-l) = -1, 

max /(M) = /(1,1,1) = /(1,-1,1) = /(-1,-1,1) = /(-1,1,1) = 5. 

* 

11.8.43. Pfiklad. Zjistete supremum a infimum funkce / na mnozine M, pokud 
f{x,y) = x + y, M = {[x,y]e R 2 ; x 3 + y 3 - 2 xy = 0, x > 0, y > 0} . 

Resent Mnozina M je zjevne uzavrena. Diky Prikladu |l 1.8.29| vime, ze M je ome¬ 
zena. Tedy je M kompaktm a C°°(R 2 ) funkce / na ni nabyva svych extremu. Po- 
uzijeme Vetu |11.5.6| pro otevrenou mnozinu G = R 2 , vazebni funkci g(x, y) = 
x 3 + y 3 — 2 xy a funkci /. Funkce g ma gradient 

Vg(x, y) = [3x 2 - 2y, 3y 2 - 2x], 
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ktery je roven o prave tehdy, kdyz [x, y] = [0,0]. Mame tedy podezrely bod z ex- 
tremu prvnfho druhu. 

Jelikoz V/ (x, y) = [1,1], dostavame system rovnic 
1 + X(3x 2 -2y) = 0 
1 + A(3 y 2 - 2x) = 0 
v 3 + y 3 - 2xy = 0. 

Z prvnf rovnice vidfme, ze A ^ 0. Odectenfm druhe od prvnf rovnice tak dostavame 
3x 2 - 3y 2 = 2y- 2x, 

tj- 

(X ~ y) (3(x + y) + 2) = 0. 

Jelikoz uvazujeme pouze body v prvnim kvadrantu, plyne odtud vztah y = x. Po 
dosazeni do treti rovnice mame 


Tedy 


x = y = 0 nebo x = y = 1. 
max f(M) = /(1,1) = 2, min f(M) = /(0,0) = 0. 


11.8.44. Priklad. Zjistete supremum a infimum funkce / na mnozine M, pokud 
fix, y) = xyz, M = {[x,yz]el 3 ; x 2 + y 2 + z 2 = l,x + y + z = 0} . 

Reseni. MnozinaMjezjevnekompaktnia / je tridy C°°(R 3 ). Pouzijeme Vetu p~1.5.6| 
profunkci / avazebnifunkce gi(x,y,z) = x 2 + y 2 +z 2 — 1 ag 2 (x,y,z) = x+y+z- 
Jelikoz 

Vgi(x,y,z) = 2[x,y,z\, Vg 2 (x,y,z) = [1,1,1], 
jsou vektory [x, y, z] a [1,1,1] linearne zavisle prave tehdy, kdyz x = y = z- Takovy 
bod vsak splnuje rovnice gi(x,x,x) = 3x 2 - 1 = 0 a g 2 (x,x,x) = 3x = 0, coz 
nelze. 

Jelikoz V f(x, y, z) = [yz, xz, xy], resime tuto soustavu rovnic: 

yz + Ai2x + A 2 = 0 
xz + Ai2y + A 2 = 0 
xy + Ai2z + A 2 = 0 
x 2 + y 2 + z 2 = 1 
x + y + z = 0. 

Odectenfm prvnf rovnice od druhe dostavame 

-z(x-y) + 2A 1 (x-y) = 0. 

Odtud plyne, ze musf byt x = y nebo z = 2Ai. Podobne odectenfm tretf rovnice 
od druhe obdrzfme 

-x(y-z) + 2A 1 (y-z) = 0. 
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To to dava x = 2X\ nebo y = z. Dostavame proto, ze musf byt bud' x = y nebo 
y = z nebo x = z- Podivejme se nejprve na pffpad x = y. Z pate rovnice mame 
Z ■ —2x, coz po dosazeni do ctvrte rovnice da 6x 2 — t. K bodum x = ±-^ 

dopocitame y a z- Pripady y = z a z = x pak vyresime obdobne. Obdrzime tak 
tyto podezrele body: 


r 2 -l -n 

1 1 

r- 1 2 -n | 

r- 1 -i 21 

LV6’ V6’ V6j 

M 

LV6’ V6’ V6]'\ 

LV6’ V6’ V6] 

r -2 1 1 

11 

1 _2 Ml 

1 1 _2 1 

L-s/6’ \/6’ >/6J 

H 

L-s/ 6’ VS’ V6j’| 

LV6’ V6’ V6] 


Vypoctem hodnot/ vjednotlivych bodech zjistime, ze / nabyva maxima v bodech 
z prvniho radku a minima v bodech druheho radku. * 

11.8.45. Priklad. Zjistete supremum a infimum funkce / na mnozine M, pokud 
f(x, y,z) = x 2 +2 xz+y 2 +z, M = {[x, y, z] e K 3 ; a; 2 + y 2 + z 2 = 1, x = y 2 + z 2 

Resent Mnozina M je zjevne kompaktni a / je tridy C°°(M 3 ). Nabyva tak na M 
svych extremu. Povsimneme si, ze bod [x, y, z] e M splnuje x > 0 a zaroven pro 
nej plati x 2 + x - 1 = 0, tj. x = \ {^Js - 1^. Oznacme a = \ ^\/5 - l). Pak lze M 
popsat jako 

{[a,y,z] eM 3 ; a = y 2 + z 2 } . 

Tedy extremalizujeme funkci 

g(y, z) = f(a, y, z) = a 2 + 2az + y 2 + z 

na kruznici 

N = {[y,z]eR 2 -, a = y 2 + z 2 } . 

Na tuto ulohu pouzijeme Vetu |ll.5.6| . Vazebni podminka g(y, z) = y 2 + z 2 — a 
ma gradient roven Vg(y, z) = [2 y, 2z], ktery je roven o pouze v pocatku, coz vsak 
neni prvek N. Musime tedy vyresit soustavu 

2 y + X2y = 0 
2a + 1 + X2z = 0 
y 2 +Z 2 = a. 

Z prvni rovnice odvodime A = — 1 nebo y = 0. Pokud y = 0, z treti rovnice mame 
Z = ±s/a. Pokud A = —1, druha rovnice implikuje z = a + Dosadime-li do treti 
rovnice, mame 



coz je nemozne. 

Dostali jsem tedy dva podezrele body 

[a,0, Va], [a,0,—Va]- 
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Dosazemm zjistime, ze v prvnim bode nabyva / maxima a v druhem minima. * 


11.8.46. Priklad. Zjistete supremum a infimum funkce / na mnozine M, pokud 
f(x,y,z) = 10 z + x-y, M = {[x, y,z] e R 3 ; x 2 + y 2 + z 2 < 1, % + y > 0} . 

Resent. Mnozima M je zjevne kompaktni a / je tridy C°°(R 3 ). Rozdelime M na 
mnoziny 

Mi = Int M = {[*, y, z] e R 3 ; x 2 + y 2 + z 2 < 1, v + y > 0} , 

M 2 = {[x,y,z]eR 3 -, x 2 + y 2 + z 2 = h x + y > 0} , 

M$ = {[x,y,z] eR 3 ; x 2 + y 2 + z 2 < l,x + y = 0} , 

M 4 = {[x,y,z]e R 3 ; x 2 + y 2 + z 2 = l,x + y = 0} . 

Jelikoz V/ = [1, —1.10], nema die Vety |11.5.1| funkce / v M\ bod podezrely 
z extremu. 

Pouzijeme nyni Vetu |ll.5.6| pro 

G = {[x,y,z] eR 3 ; v + y > 0} 

a vazebni funkci g(x, y.z) = x 2 + y 2 + z 2 — 1. Jelikoz Vg(z, y,z) = [2x , 2y,2z], je 
Vy nenulovy na mnozine {x e G; g(x) = 0}. Musime tak vyresit soustavu 
1 - 2Xx = 0 
-1-2 Xy = 0 
10 - 2Az = 0 
x 2 + y 2 + z 2 = 1. 


Zjevne plati A ^ 0. Dostavame tak 

1 -1 

X ~ 2A’ y ~2X’ 


5 

X' 


Tedy 


x + y = 0, 


coz znamena, ze [x, y, z] £ G. Nemame tak zadny podezrely bod lezici v mnozine 
M 2 . 

Uvazujme nyni mnozinu M 3 . Pro body [x,y,z] e M 3 plati y = —x, tj. 2x 2 + 
Z 2 < 1. Extremalizujeme tak funkci 


h(x,z) = 10z + 2x 


na mnozine 

N = {[x,z] eR 2 ; 2x 2 + z 2 < 1}. 

Jelikoz V/i = [2,10], nema h v N bod podezrely z extremu. 

Zbyva nam tak mnozina M 4 . Pouzijeme-li rovnost y = —x, dostavame extre- 
malizaci funkce 

h(x,z) = 10z + 2x 
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na mnozine 

N = {[x,z] el 2 ; 2x 2 + z 2 = l}. 

Evidentne neexistuji v N podezrele body prvniho druhu. Resume tak soustavu 
2 — X4x = 0 
10 - X2z = 0 
2x 2 + z 2 = 1. 

Z prvni a druhe rovnice mame 1 /0, a tedy x = dj, y = f. Po dosazeni do treti 
rovnice dostavame 



Mame tak body 


' 1 1 10 ' 

1 1 10 ’ 

.^/l02 , yi02’yi02j’ 

VW2.' VT02' yi02. 


V prvmm z nich ma / maximum o hodnote Vl02, v druhem minimum o hodnote 

-Vl02. * 


11.8.47. Priklad. Zjistete supremum a infimum funkce / na mnozine M, pokud 
f{x, y) = y, M = {[x, y] e M 2 ; (x 2 + y 2 ) 2 - 2(x 2 - y 2 ) = 0} . 

Resent Mnozina M je zjevne uzavrena a / tridy C°°(R 2 ). Mnozina M je tez ome- 
zena. Vskutku, uvazujme libovolne a = [x,y] e M. Zapisme ho v polarnich sou- 
radnicich jako [r cos a, r sin a], kde r > 0 a a e [0, 2it). Pak a splnuje rovnici 

0 = r 4 - 2r 2 (cos 2 a - sin 2 a). 

Uvazujeme-li a f o, mame rovnost 

r 2 = 2cos(2a). 

Tedy r < */2. Proto je mnozina M obsazena v kruhu o stredu o a polomeru s[2. 

Funkce / tak nabyva na M svych extremu. Pro vazebni funkci g(x, y) = (x 2 + 
y 2 ) 2 ~ 2(x 2 - y 2 ) plati 

Vg(x, y) = [4x(x 2 + y 2 - 1), 4 y(x 2 + y 2 + 1)] = o 

prave tehdy, kdyz [x,y] = [0,0]. 

Dale resime soustavu 

X4x(x 2 + y 2 - 1) = 0 
1 - X4y(x 2 + y 2 + 1) = 0 
(x 2 + y 2 ) 2 - 2(x 2 - y 2 ) = 0. 
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Prvnf dve rovnice implikujf A / 0. Pokud x = 0, pak ze tretf rovnice plyne y = 0. 
Pak vsak neplatf druha rovnice. Tedy coz dava x 2 + y 2 = 1. Ze tretf rovnice 

tak mame x 2 — y 2 = coz spolu s rovnostf x 2 + y 2 = 1 dava body 

4 

Tedy 

min f(M) = / (tM) = f '“l) = J 2 

* 

11.8.48. Prfklad. Zjistete supremum a infimum funkce / na mnozine M, pokud 
f{x, y) = x 2 + y, M = {[as, y] e M 2 ; 4y 3 - 4y + v 2 = 0, y > 0} . 

Resent Nejprveoverfme, ze (zrejme) uzavrena mnozina M je omezena. Ncchi {[x n , y n ]} 
je libovolna posloupnost bodu v M splnujfcf || [x „, y n ] || -> oo. Pokud y„ k —> oo pro 
nejakou podposloupnost [y nk } (pripomenme, ze y n > 0 die definice M), platf 

0=x 2 k + 4y nk {y 2 nk - 1) > 4 y nk (y 2 nk - 1) -> oo, 

coz je zrejmy spor. Tedy {y n } je omezena posloupnost. Pak je ale i \x n ) omezena, 
nebot; v prfpade nejake podposloupnosti {x „ k } splnujfcf \x„ k | —»• oo mame 

0 = x 2 k +4y nk (y 2 k -l)^ OO , 

tedy opet spor. Proto je M omezena mnozina. 

Rozdelfme M na mnoziny 

Mi = {[jc, y] € R 2 ; 4y 3 - 4v + x 2 = 0, y > 0} , 

M 2 = {[x, y] e R 2 ; 4y 3 - 4y + v 2 = 0, y = 0} = {[0,0]}. 

Pro mnozinu M\ pouzijeme Vetu |11.5.6| , kde 

G = {[x,y]e R 2 ; y > 0} . 

Snadno zjistfme, ze podezrele body prvnfho druhu neexistujf. Resfme tak soustavu 
2x +X2x = 0 
1 + A(12y 2 - 4) = 0 
Ay 3 — Ay + x 2 = 0. 
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Pokud x = 0, mame z tretf rovnice y = 1, tj. bod [0,1], Pokud x ^ 0, platf A = —1. 
Tedy druha rovnice dava y = \ yj\■ Z tretf rovnice pak dopocteme body 

Maximum nabyva / v techto bodech, minimum pak v [0,0]. 



u(x,y) = — + yx + <po(y), 

kde (fin je spojite diferencovatelna funkce, zjevne splnuje u x 
x 2 y y 2 x 

z(x, y) = — + — + <p(y) + fix), 

kde ipje primitivnfk (p 0 ,(p(0) = 0 a i/fje trfdy C 1 , splnuje z y = 
Jelikoz 


x = z(x,0) = f(x) 


x + y. Tedy 

[. Tedyzy* = x + y. 


y 2 = z(0, y) = (p(y). 



11.8.50. Prfklad. Rozvinte funkci f(x,y ) = x y do Taylorova polynomu radu 2 
na okolf bodu [1,1]. 

Resent. Pocftejme pro [x,y] e (0, oo) 2 : 

fx = yx y ~ l , f y = x y logx 

a dale 

fxx = y(y ~ l)x y ~ 2 , f xy = (1 +y\ogx)x y ~\ f yy = x y log 2 x. 

Tedy /(1,1) = 1, V/( 1,1) = [1,0] a 

/"(l, 1) = 
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Proto 

Tf h ' ] (x, y) « 1 + (x - 1) + (x - 1 )(y - 1). 


11.8.51. Priklad. Vysetrete extremy funkce 

f{x,y) = x 2 + xy + y 2 — 4logx - lOlogy, [x,y] e (0,oo) 2 . 

Resent. Mame 

V/(x,y) = [ 2 x + y-*,2y+x-jj. 

Soustavu 

„ 4 

2 x+y = - 

„ 10 
x+ 2 y = — 

y 

upravfmc na soustavu 

2x 2 + yx = 4 
xy + 2 y 2 = 10. 

Odectemm rovnic dostavame y 2 — x 2 = 3, tj. y == *J2> + jc 2 . Po dosazenf do druhe 
rovnice mame 

2(3 + x 2 ) +xy/3 + x 2 = 10. 

Resemm teto rovnice je bod x = 1, a tedy y = 2. 

Dale je 


f"(x,y) = 


a tedy 


/"(1,2) = 


( 2+ ^ 1 Y 

V 1 2+ ^/ 

Ci) 


Z pozitivni definitnosti teto matice nyni vyplyva, ze / ma v [1,2] lokalni minimum 
o hodnote m = 1 — 10 log 2. Ukazeme, ze se jedna o globalni minimum. 

Jelikoz 

existuje c\ > 0 takove, ze pokud max{x, y} > ci, pak /(x, y) > m. Dale plati 
f(x,y) > —4logx — lOlogy, 


z tedy existuje C 2 e (0, ci) takove, ze f(x,y ) > m kdykoliv 0 < min{x, y ] < t'2- Tedy 
/(x, y) > m, kdykoliv [x, y] e (0, oo) 2 \ ((c2, c i) x (c2, Ci)). Na kompaktni mnozine 
[C2, Ci] x [c2, Ci] nabyva / sveho minima. Vzhledem k predchozim uvaham je bod 
[1,2] jediny kandidat na toto minimum. 
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Tedy / ma vskutkuv[l, 2] globalnf minimum. Zjevne take plati sup /(<£)(/)) = 
00 . * 


11.8.52. Priklad. Vysetrete lokalni extremy funkce 

fix, y) = x 3 + y 3 + z 3 - 3xy - 3xz - 3 yz, [x, y, z] e E 3 . 

Resent. Jelikoz 

V/0, y,z) = [3x 2 -3y-3z, 3y 2 -3x-$z, 3z 2 -3x- 3y], 
resfme soustavu 

x 2 = y + z 
y 2 = x + z 
z 2 = x + y. 

Odectemm druhe rovnice od prve dostavame 

x 2 - y 2 = y - x. 

Tedy x = y nebo x + y = —1. V prvmm prfpade mam ze tretf rovnice y = coz 
po dosazeni do druhe rovnice dava 



Pokud z = 0, mame podezrely bod [0,0,0]. V opacnem pripade plati 
0 = z 3 - 2z - 4 = (z - 2)(z 2 + 2z + 2), 


tj. z = 2 a mame bod [2,2,2]. Pokud x + y = —1, mame ve treti rovnici vztah 
z 2 = —1, coz nelze. Tedy body [0,0,0] a [2,2,2] jsou jedine podezrele z lokalniho 
extremu. 

Jelikoz 


f"(x,y,z) 


6x -3 -3 
-3 6 y -3 
-3 -3 


plati 


/"(0,0,0) 



f" (2,2,2) 



Prvni matici upravime pomoci symetrickych elementarnich uprav na matici 
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kteraje indefinitm, a tedy / nema v [0,0,0] lokalnf extrem. Druhou matici preve- 
deme na 



coz je pozitivne definitm madce. Funkce / ma tak v [2,2,2] lokalnf minimum. * 



KAPITOLA 12 


Stejnomerna konvergence posloupnosti a fad 
funkci 

12.1. Stejnomerna konvergence posloupnosti funkci 

12.1.1. Definice. Necht' M je mnozina a necht' (Q,a) je metricky prostor. Necht' 
/ a f n , n € N, jsou zobrazeni definovana na M s hodnotami v Q. Rekneme, ze 
posloupnost {f n }%L i konvergujebodove k / na M, jestlize lim,,-**, f n (x) = /(a) 
pro kazde x e M, neboli 

Va 6 M Ve e R, e > 0 E« 0 e N Vn e N, n > n 0 : <x(/„(a). /(a)) < e. 
Bodovou konvergenci posloupnosti { f n }£1 i k funkci / znacime symbolem /„ —»• 
/• 

Rekneme, ze posloupnost {/„};jLi konverguje stejnomerne k / na M, jestlize 
Ve € M,e > 0 E n 0 e N Va e M V« e > n 0 : ct(/„(a), /(a)) < e. 
Stejnomernou konvergenci posloupnosti {f n \fL\ k funkci / znacime symbolem 
/»=*/• 

12.1.2. Poznamka. Bude uzitecne si uvedomit negaci vyroku, ktery definuje stej¬ 

nomernou konvergenci. Necht' M je mnozina a necht' (Q.u) je metricky prostor. 
Necht' / a /„, n e N, jsou zobrazeni definovana na M s hodnotami v (9. Potom 
posloupnost nekonverguje stejnomerne k / naM, jestlize 

Ee e I,e > 0 V« 0 € N Ea e M En e N,n > n 0 : o(f n {x), /(a)) > e. 

12.1.3. Priklady. (a) Pro n e N definujeme zobrazeni /„ : [0,1] ->■ R predpisem 
f n (a) = a". Oznacme dale 



Dokazte, ze potom posloupnost {f n \f=\ konverguje bodove, avsak nikoli stejno¬ 
merne k funkci / na intervalu [0,1]. 

(b) Pro n e N definujeme zobrazeni g„ : [0,1] -f M predpisem 

gn ( a) = ^ sin(nA). 
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Oznacme dale g(x) = 0 pro a e [0,1]. Dokazte, ze potom posloupnost {gnj'ZLi 
konverguje stejnomerne, k funkci g na intervalu [0,1]. 


Resent, (a) Pro kazde a e [0,1) zrejme plati lim„_>.oo a" = 0 a pro a = 1 dokonce 
plati a" = 1 pro kazde n e N. Dostavame tedy trivialne take x n = 1. 

Odtud plyne bodova konvergence posloupnosti k funkci / na intervalu 

Dokazeme, ze tato konvergence neni stejnomerna na [0,1]. Zvolme napffklad 
s = |. Pro n e N polozme x„ = . Potom plati 


\f«(x n )-f(x n )\ = \x n n -0\= 1 -, 

a tedy podle Poznamky |12.1.2| posloupnost {fn}^=i nekonverguje stejnomerne k 
funkci / na intervalu [0,1]. 

(b) Pro kazde n e N a pro kazde a e [0,1] plati 


\gn(x)~g(x)\ 


\ sin(rcA)] 1 

2 n — 2 n ' 


Zvolme e e R, e > 0. K nemu nalezneme no e N takove, aby platilo ^ < e. 
Potom zrejme pro kazde n e N, n > n 0 , plati ^ < e, a tedy pro kazde a e [0,1] 
dostavame 


\gn(x)-g(x)\ < e. 

Podle Definice |12.1.1| tedy posloupnost {g n }%Li konverguje stejnomerne k funkci 
g na intervalu [0,1]. * 


12.1.4. Definice. Necht; ( M,q ) a (Q,a) jsou metricke prostory. Necht; /, /„, n e 

N, jsou zobrazeni definovana na M s hodnotami v Q. Rekneme, ze posloupnost 
{/n} n °°= i konverguje lokalne stejnomerne k / na M, jestlize pro kazde a e M 
existuje r 6 R, r > 0, takove, ze \ konverguje stejnomerne k / na B e (a, r). 

loc 

Lokalne stejnomernou konvergenci znacime symbolem /„ =£ /. 

12.1.5. Priklad. Dokazte, ze posloupnost {/«}^L] z Prikladu |l 2.1 .3| (a) konverguje 
na intervalu [0,1) lokalne stejnomerne k nulove funkci. 

Resent. Zvolme a e [0,1). K nemu nalezneme r e M, r > 0, takove, aby platilo 
(a — r, a + r) C (0,1). Zvolme e e M, s > 0. Protoze lim„_ >00 (A + r) n = 0, existuje 
n 0 e N takove, ze pro kazde n € N splnujici n > n 0 plati (a + r) n < e. Necht; 
y e (a — r, a + r). Potom pro kazde n e N plati y n < (x + r) n , a tedy pro kazde 
n e N, n > no, plati 

l/n(j)-0| = y n <s. 

Odtud a z Definice |l2.1.1| plyne, ze {f n }^L\ konverguje stejnomerne k n ulove f unk- 
ci na (a — r, a + r). Protoze B e {x, r ) = (a — r, x + r), podle Definice |12.1.4[ tedy 
posloupnost {fn}%L i konverguje lokalne stejnomerne k nulove funkci na intervalu 
[0,1). * 
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12.1.6. Veta (charakterizace stejnomerne konvergence posloupnosti funkci). Necht: 
M je mnozina a (Q, a) je metricky prostor. Necht: /,/„,« e N, jsou zobrazenf defi- 
novana naMs hodnotami v Q. Pak posloupnost { f n i konverguje stejnomerne 
k funkci / na mnozine M prave tehdy, kdyz plati 

lim sup {a{f n {x), f{x))\ x e M } = 0. 

Dukaz■ => Zvolme e e M, e > 0. K nemu nalezneme no € N takove, ze 
Vx e M Vn e N,n > n 0 : a{f n {x), f(x)) < e. 

Pak tedy pro kazde n e N, n > no, platf 

0 < sup {<j(f n (x), f(x)): x e M} < s. 

Odtud plyne pozadovane tvrzenf. 

<= Zvolme s e M, e > 0. K nemu nalezneme no e N takove, ze pro kazde 
n e N, n > no, platf 

sup{a(/„(x), /(*)); x e M} < s. 

Potom zrejme pro kazde neN,n>%a pro kazde x e M platf 
<j{fn(x). f(x)) < S, 

a tedy posloupnost {f n }^L\ konverguje stejnomerne k funkci / na mnozine M. ■ 

12.1.7. Veta (Moore-Osgood). Necht' ( P , q) je metricky prostor, xo 6 P a necht' 
funkce /„, / zfdoi splnuji 

(i) existuje rel,r>0, takove, ze /„ =£ f na mnozine B{x o, r) \ {x 0 }, 

(ii) pro kazde n e N platf Y\m x ^ X() f„(x) = a„, kde a n e K. 

Potom existujf vlastni limity lim,,-^ a„ a lim x ^ X() f(x) a jsou si rovny. 

Dukaz. Zvolme s e R, s > 0. K nemu nalezneme no € N takove, ze 

Wx e B{x 0 ,r) \ {x 0 } Vn e N,n > n 0 : \ f n (x) - f(x)\ < S ~. 

Potom platf 

Wx e B(x 0 ,r)\{x 0 } Vn,m e N ,n,m>n 0 : \f„(x) - f m (x)\ < e. 

Odtud vyplyva, ze platf 

Wn,m eM t n,m > no: \a n — a m \ < s. 

Tfm je overena Bolzanova-Cauchyova podmfnka, a tedy platf lim a n = a, kde 
a e M. 

Dokazeme, ze lim x ^. Xo f(x) = a. Zvolme s e M, s > 0. K nemu nalezneme 
no e N takove, ze \a„ 0 — a\ < s a zaroven 

Vx e B(x 0 ,r)\{x 0 }: |/„ 0 (x) -/(x)| < s. 

K tomuto «o nynf nalezneme 8 e (0, r) takove, ze 

Vx e B{xo,8) \ {x 0 }: \f„ 0 (x)-a„ 0 \ < s. 
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Potom pro kazde x e B(x o, 5) \ {xo} plati 

l/(x) — a \ < \f{x)~ /„ 0 WI + \fn 0 (x)~a no \ + \a no -a\ < 3e. 

Odtud jiz plyne tvrzeni. ■ 

12.1.8. Veta. Necht; (P, q) a ( Q,a ) jsou metricke prostory. Necht; je po- 

sloupnost spojitych funkci definovanych na P shodnotamiv Q. Necht' dale f \ P —> 

loc 

Q. Necht' /„ / na P. Potom / je spojite zobrazenf na P. 

Dukaz. Zvolme a e P. K nemu nalezneme r > 0 takove, ze f„ na B(a,r). 
Zvolme s > 0. K nemu nalezneme no e N takove, ze 

Vx e B(a,r): \f(x)-f n (x)\<s. 

K tomuto no dale nalezneme 8 e (0, r) takove, ze 

Vx e B(a,8): |/„ 0 (x) - f„ 0 (a)\ < e. 

Potom pro kazde x e (a, 8) platf 

I/O) - f(a )I < I/O) - /«00)1 + 1/noO) - /n 0 O)l + l/n 0 0) “ /0)l 

< 3e. 

Funkce / je tedy spojita v bode a. Protoze bod a byl zvolen libovolne,je / spojita 
na P. m 

12.1.9. Rovnost limn-xx, \\m x ^ a /„(x) = lim x _> a lim„^oo f n (x) ovsemneplatf obec- 
ne. Uvazujmefunkce /„0) = x",x e [0,1] aboda = 1. Zrejmeplatf limn-^x, lim^_>i_ 
1, ale li mjc^i- l imn^y x n = 0. Predpoklad lokalne stejnomerne konvergence ve 
Vetach |12.1.7| a |12.1.8| tedy nelze vynechat. 

Z uvedenych vet je zrejme, ze lokalne stejnomerna konvergence je velice du- 
lezitym pojmem. Overit lokalne stejnomernou konvergenci posloupnosti funkci z 
definice muze vsak byt velice obtizne. V pripade, kdy definicnim oborem funkcf 
je otevreny interval, existuje snazsi zpusob overeni stejnomerne konvergence, jak 
vyplyva z nasledujici vety. 

12.1.10. Veta (charakterizace lokalne stejnomerne konvergence na intervalu). Necht; 
a, b e R*, a < b, f n : (a, b) ^ R, n e N. Potom {/„} konverguje lokalne stejnomer¬ 
ne na (a,b) prave tehdy, kdyz {/„} konverguje stejnomerne na kazdem intervalu 
[c, d ] c (a, b), kde c,d e (a , b), c < d. 

Dukaz. => Necht; c, d e ( a, b). Pro kazde x e [c, d] existuje otevreny interval I x C 
(a, b ) takovy, ze x e I x a f n =$ f na I x . Potom 

k 

Me U o. 

xe(a,b) 
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To je otevrene pokrytf kompaktnf mnoziny, a tedy (Veta |10.5.26| ) existujf body 
Xi,... ,xjfc £ [c, d] takove, ze [c, d] C (Jy =] I Xj ■ Zvolme e > 0. K nemu nalezneme 

n i__ ilk e N takove, ze pro kazde i e {1,..., k} platf 

Vx e I Xi Vn > rii : |/(x) — /„(x)| < e. 

Polozme n* = max{«i,... ,«*}. Potom pro kazde n > n* a kazde x e / Xj . platf 
I fix) ~ fn(x) | < e, tedy /„ 4 / na [c, d], 

-<= Pro xo e (a, b ) nalezneme r > 0 takove, ze [xo — r, xo + r] C (a,b). Potom 
/» 4 / na (x 0 - r, x 0 + r). ■ 

12.1.11. Definice. Necht' M je mnozina a g„ : M ->• R, /j e N. Rekneme, ze 
posloupnost {g„} je cauchyovska na M, jestlize v kazdem bode x e M splnuje 
Bolzanovu-Cauchyovu podmfnku, tedy 

Vx e M We e R, e > 0 En 0 e N Vm,n > n 0 : |g«(x) - g m (x)| < e. 
Rekneme, ze posloupnost {g„} je stejnomerne cauchyovska na M, jestlize 
Ve e R, s > 0 En 0 £ N Vm,n > n 0 Vx e M : |g„(x) - g m (x)| < £. 


12.1.12. Veta (o vztahu stejnomerne konvergence a stejnomerne cauchyovskosti). 
Necht' M je mnozina a g„ : M ->• R, « e N. Posloupnost {g„} je stejnomerne 
konvergentnf na M prave tehdy, kdyz je stejnomerne cauchyovska na M. 

Dukaz. ■$= Pro kazde x e M je ciselna posloupnost {g«(x)}£Lj cauchyovska, a ma 
tedy vlastnf limitu, kterou oznacime symbolem g(x). Zvolme s > 0. Potom existuje 
«o £ N takove, ze pro kazde m,n eN,m,n > no, platf 

VxeM: |g„(x)-g m (x)| <e. 

Protoze lim m ^oo g m (x) = g(x), dostavame odtud 


VxeM: |g«(x)-g(x)| < £. 


Posloupnost {g„} je tedy stejnomerne konvergentnf na M. 

=>■ Zvolme £ > 0. Potom existuje no e N takove, ze pro kazde n e N, n > no, 
platf 

VxeM: |g«(x)-g(x)| < £. 

Necht 'm e N, m > no- Potom 


Vx € M: |g„(x)-g m (x)| < |gn(x) g(x)| + |g(x) gm(x)| < 2fi, 
a tedy je posloupnost {g„} stejnomerne cauchyovska na M. ■ 


12.1.13. Veta (stejnomema konvergence derivacf). Necht: (a, b) je omezeny inter¬ 
val a necht: {/„} je posloupnost funkcf z (a,b) do M. Necht' 

(i) pro kazde n e N ma f n vlastnf derivaci na intervalu ( a,b ), 

(ii) existuje xo e (a, b ) takove, ze posloupnost realnych cisel { /„ (xq)} je kon¬ 
vergentnf, 

(iii) posloupnost {/„'} je stejnomerne konvergentnf na {a, b). 
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Potom existuje funkce / takova, z e f n =£ / na (a, b), f ma vlastni derivaci na 
(a, b) a plati /„' =£ f na (a,b). 

Dukaz. Nejprve dokazeme existenci limitni funkce /. Zvolme s > 0. K nemu na- 
lezneme no^N takove, ze 


Vm,« e N , m,n > no, Vx e ( a,b ): |/„'(x) — /^(x)I < £ 

(to je mozne diky Vete |12.1.12| ) a zaroven 

Vm,fl e N, m,n > n 0 , : |/ B (*o) - f m {x o)| < e. 

Potom pro libovolne a e (a, b) platf 

I fn(x) - f m (x)\ < \f n (x) - f m (x) - (fn(xo) ~ fm( x o))\ + \fn(x 0 ) ~ fm{ x o) I- 


Podle Lagrangeovy vety pro funkci /„ — f m existuje f e (a,b) takove, ze 
Unix) - f m (x) - (fjxo) ~ f m ix o))| = j/„'(£) ~ f^)\ • |x - JC 0 1. 


Die predpokladu platf 


UnU) ~ fLU)\ < £ 


a navfc zrejme 


\x - x 0 \ < b - a 

(pfipomenme, ze interval ( a, b) je die predpokladu omezeny). Celkem tedy dosta- 
vame odhad 


Unix) - fmix) | < e{b-a)+s = sib - a + 1). 

Posloupnost {/„} je tedy stejnomerne cauchyovska na (a, b), a podle Vety |12-1.12| 
tedy take stejnomerne konvergentnf na ( a, b). Zbyva dokazat, ze /„' =£ f na ( a, b). 
Zvolme z e (a, b) a n e N a definujme funkci <p„ predpisem 


« Pnix) 


fnix)-fn(z) 

X-Z 


xe(a,b)\{z}. 


Zvolmee > 0 (obecnejinenez vprvnimkroku dukazu). Knemunalezneme no e N 
takove, ze 


Vm,n e N, m,n > no, Vx e (a,b): |/„'(x) — f^(x)\ < b. 

Opet pouzijeme Lagrangeovu vetu na funkci f m — f n - Podle teto vety existuje £ 
lezici mezi x a z takove, ze 


Unix) ~ fm(x) ~ ifniz ) - f m (z))\ = |/„'(£) - £($)| • \x - z\. 


Potom die predpokladu plati pro kazde x e (a, b)\ {z} 


\<Pnix) - (Pm{x)\ 


\m)-fmil)\-\x-z\ 

\x~z\ 


UnG)-fmm<e- 


To znamena, ze posloupnost {(p n ) je stejnomerne cauchyovska, a tedy take stejno¬ 
merne konvergentni na ( a,b)\ {z}. 

Podle Mooreovy-Osgoodovy vety (Veta |l 2.1. 7[ ) plati 


lim lim (p„(x ) = lim lim <p n ix). 
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Protoze pro kazde n e N plati 

lim <p„(x) = 

plyne odtud, ze 

/„'(z) = lim ^ = /'(z)- 

■ 

12.1.14. Poznamka. Dulezitym predpokladem Vcty |l2.1.13| jc omeze nost inte rva- 
lu (a,b). Bez tohoto predpokladu ve ta nepla ti. Pouzijeme-li vsak Vetu |12.1.10| , pak 
muzeme zformulovat variantu Vety |12.1.13| pro libovolny otevreny interval (nejen 
omezeny), avsak pouze pro lokalne stejnomernou konvergenci. 

12.1.15. Veta (okonvergenciNewtonovychintegralu). Necht: f n / naneprazd- 
nem omezenem intervalu {a, b) a necht' /„ e ,N(a, b), n e N. Potom / e .N(a, b) a 
plati 

lim^AQ r f n (x)dx = (N ) ^ f(x) dx. 

Dukaz. Zvolme x 0 € (a, b). Potom pro kazde n € N existuje fu nkce F n : (a, b) -»• R 
takova, ze F ^ = /„ na ( a,b ) a F„(x 0 ) = 0. Potom podle Vety |12. 1.131 je posloup- 
nost {F„}™ =1 stejnomernekonvergentnina (a, b). Oznacme F(x) = F n (x), 

x e ( a, b ). Podle Vety |12.1.T3| potom plati F' = f na ( a,b ). Podle Mooreovy- 
Osgoodovy vety pak plati 

lim F{x) = lim lim F„(x) = lim lim F n (x) 

*-►«+ x->-a + n-too n-*-oo *-*-«+ 

a 

lim F(x) = lim lim F n {x) = lim lim F n (x), 

pricemz obe tyto limity jsou vlastni. Celkem tedy dostavame vztah 

(N) J f(x)dx = lim F(x) — lim F(x) 

= lim lim F n (a) — lim lim F n (x) 
n-Hx> x-*b- n-too X-H2+ 

= ton (IV) J f n {x)dx. 

Tim je tvrzeni vety dokazano. ■ 

12.1.16. Poznamka. Necht; M je mnozina a f g, f n jsou funkce zMdoM. Piseme 
/ < g na M, jestlize f(x) < g(x) pro kazde x e M. Specialne symbolem / > 0 
na M znacime, ze / je nezaporna funkce na M. Rekneme, ze posloupnost funkci 
f„ je neklesajici na M, jestlize pro kazde n e N plati /„ < f n +i na M. Obdobne 
definujeme posloupnost funkci nerostouci, klesajici, rostouci, monotonni a ryze 
monotonni na M. 
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12.1.17. Veta (Dini). Necht; {K, q) je kompaktni metricky prostor. Necht; {/„} je 
monotonm posloupnost spojitych funkci na K, ktera na K bodove konverguje ke 
spojite funkci / : K -»• M. Potom /„ 4 / na K. 

Dukaz. Bez ujmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze f(x ) =0 pro kazde x e 
K, jinak bychom uvazovali posloupnost {/„ — /}. Pro korektnost tohoto kroku je 
treba si uvedomit, ze pro kazde n e N je funkce /„ — / spojita na K, nebot' funkce 
f n i funkce / jsou podle predpokladu spojite. Dale muzeme bez ujmy na obecnosti 
predpokladat, ze na K plati 

/l>/2> ■">(), 

nebot; v opacnem pripade bychom uvazovali posloupnost {—/„}. 

Dukaz tvrzen j prove deme sporem. Predpokladejme, ze tvrzeni vety neplati. 
Podle Poznamky |12.1.2| to znamena, ze existuji e > 0 a posloupnost {x n } prv- 
ku mnoziny K takove, ze pro kazde n € N plati f n (x n ) > s. Protoze K je kom- 
pakt, existuji podposloupnost {x nk }%Lj posloupnosti {x n } a bod x* e K takove, 
ze lim^oo x„ k = x*. Protoze posloupnost {/„}, a tedy i podposloupnost {/«*}• 
konverguje na K k nulove funkci, existuje me N takove, ze fn m (x*) < s. Ze 
spojitosti funkce f nm plyne, ze existuje <5 > 0 takove, ze pro kazde a e B(x*,8) 

plati fn m {x) < e. Protoze \im] c ^. 00 x nk = x*, existuje / e N, / > m, takove, ze 

x ni e B(x*,8). Posloupnost {fn k (x ni )} k L l je podle predpokladu nerostouci, a te- 
dy 

e < f ni (Xn ,) < fn m (x n ,) < s, 

coz je spor. Tim je tvrzeni vety dokazano. ■ 

12.1.18. Definice. Necht' M je mnozina a A c M. Pak charakteristickou funkci 

mnoziny A nazyvame funkci xa '■ M —> M, definovanou predpisem 

_j 1, pokud x e A; 

XAW | 0 pokud x e M\A. 

12.1.19. Priklad. Dokazte, ze jestlize vynechame kterykoli z predpokladu Dinio- 
vy vety (kompaktnost mnoziny K, spojitost funkci {/„}, spojitost funkce / nebo 
monotonii posloupnosti {/„}), pak veta neplati. 

Resent, (a) Polozme K = [0,1) a f„(x) = x n pro n e N a x e [0,1). Potom K 
neni kompaktni. Posloupnost {/„} je nerostouci na K a jeji bodovou limitou / 
je nulova funkce. Zrejme jsou tedy vsechny funkce /„ i funkce / spojite na K. 
Posloupno st { f n } ale nekonverguje k / stejnomerne. To lze dokazat obdobne jako 
v Prikladu |l2.1.3| (a). 

(b) Polozme K = [0,1] a f n {x ) = X (0: I)(a) pro n e N a x e [0,1], Potom 
K je kompaktni, posloupnost {/„} je nerostouci na A" a jeji bodovou limitou / 
je nulova funkce. Funkce / je tedy zrejme spojita na [0,1], ale funkce /„ spojite 
nejsou. Posloupnost {/„} nekonverguje k / stejnomerne, nebot; pro x„ = j- plati 
fn(x n ) > \ a staci pouzit Poznamku |12.1.2| . 
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(c) Polozme K = [0,1] a /„(x) = x" pro n e N a x e [0,1]. Potom K je 
kompaktnf, vsechny funkce /„ jsou spojite na K, posloupnost {/„} je nerostouci 
na K ajeji bodovou limitou je funkce / definovana predpisem 


(0, x e [0,1), 

(1, x = 1 


Funkce / tedy neni spojitana [0,1]. Z Pnkladu |l2.1.3| (a) vime, ze posloupnost {/„} 
nekonverguje k / stejnomerne. 

(d) Polozme K = [0,1] a definujme pro n e N funkce /„ predpisem 


1 2 nx, 
2-2 nx, 
0 , 


x e [0, ^], 

X ^ 1 2n • «]’ 

*e[i 1]. 


Potom A" je kompaktni, vsechny funkce /„ jsou spojite na K a bodovou limitou 
/ posloupnosti {f„} je nulova funkce, kter8 je z5ejm2 spojit8. Posloupnost {/„} 
ovsem nenf monotonni na K a nekonverguje k / stejnomerne, nebot' pro x n = \ 
plati /„(x„) = 1. * 


12.2. Weierstrassovaveta 


12.2.1. Definice. Necht; L je linearni zobrazeni z (1S([0,1]), sup) do (£?([(), 1]), sup). 
Rekneme, ze L je pozitivni operator, jestlize pro kazdou funkci / € C([0,1]) spl- 
nujici / > 0 na [0,1] plati L(f) > 0 na [0,1]. 

12.2.2. Je-li L pozitivni operator na C([0,1]), pak pro kazde funkce /, g e C([0,1]) 
splnujici / < g na [0,1] plati L(f) < L(g ) na [0,1]. To plyne z linearity operatoru 
L, nebot; 

0 < L(g - f) = L(g) - L(J). 

12.2.3. Veta (Bohmanova-Korovkinova veta o trech funkcich). 0 Oznacme pro 
j =0,1,2 symbolem gj funkce definovane predpisem gj (x) = x j , x e [0,1]. Necht; 
{L„}™ =[ je posloupnost pozitivnich linearnich operatoru z C([0,1]) do C([0,1]). 
Predpokladejme, ze pro j = 0,1,2 plati 

Ln(gj) =3 gj na [0,1], 


Potom 


L n (f)=tf na[0,1] 


pro kazdou funkci / e £?([0,1]). 


'Pavel Petrovic Korovkin (1913-1985) 
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Dukaz■ Zvolme / e C([0,1]) a e > 0. Podle Dusledku |4.3.11| je / omezena na 
[0,11, tedy e xistuje M > 0 takove, ze pro kazde x e [0,1] plat! |/(x)| < M. Podle 
Vety |9.2.18| je / stejnomerne spojita na [0,1], tedy existuje 8 > 0 takove, ze kazde 
x, y e [0,1] splnujici \x — y\ < 8 plati | f(x) — f(y)\ < s. 

Zvolme y e [0,1]. Potom pro kazde x e [0,1] nastane bud \x — y| <8 a potom 
I/O) - f(y) | < s, nebo \x — y\ > 5 a potom 


I/O) -/0)l< 1/0)1 + \f(y)\<2M< 

V kazdem pripade (pro libovolne x e [0,1]) tedy plati 

2M(x - y) 2 


2M(x - y) 2 


Odtud plyn< 


l/0)-/0)l <e+- 

e pro kazde x e [0,1] plati 
m<f(y) + e + 


8 2 


2M(x - y) 2 


g* 0) = /0) + « + 


2M(x - y) 2 
^ ' 


r e [0,1], 


Pak pro specialni volbu x = y dostavame 

g*(y) = f(y) + e- 

Z definice funkci go, g\ a g2 plyne, ze 

g* = Cogo + Cigi + C 2 g2, 

kde 

, 2 My 2 4My 2M 

C0 = f(y) + e+ , tb = 8 2 ■, c 2--§2-■ 

Navic plati / < y* na [0,1], a tedy diky pozitivite operatoru {L n } a |12-2.2| take 
L n (f) < Ln(g*) na [0,1] pro kazde n € N. 

Zrejme pro kazde x € [0,1] plati 

\L n (g*)(x) - g*(x)l < N|0,0o)0) - go0)1 + 

+ |ci||L„(gi)(x)-gi(x)| + |c 2 ||L„(g 2 )0)-g20)l- 

Dale plati 


8 2 

neboi y e [0,1], takze pro kazde x e [0,1] plati 


8 2 ’ 


\L n (g*)(x ) - g*(x)l < (M + s + -^-)0«(go)0) - go0)1 + 
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Die predpokladu existuje n o e N nezavisle na volbe y a takove, ze pro kazde n e f 
n > n 0 , kazde x e [0,1] a kazde j e {0,1,2} plat! 


\ L n(gj)(x) - gj(x)\ < s. 
Tedy pro kazde x e [0,1] a kazde n e N, n > no, plat! 


a tudiz 


L n (g*)(x) < g*0) + e M + e + 


Pro specialm volbu x = y dostavame 

L n (f)(y) < L n (g*)(y) <g*(y)+s^M +s + ^j , 

a tedy 

L„(f)(y) < f(y) + e + e^M+e + ^ j = f(y) -fe^M + e+ ^ + lj, 
Obdobne lze dokazat, ze 


Protoze y bylo zvoleno libovolne, dostavame celkem 

sup |L„(/)0) - f(y) | <e(V + e+ ^ + l) 
>e[0,l] V 0 / 

Protoze e bylo zvoleno libovolne, dostavame 

lim sup \L n (f)(y)~ f{y)\ = 0, 

coz podle Vety |12.1.6| znamena, ze 

L n (f)^f na [0,1]. 

Tvrzeni vety je dokazano. 


12.2.4. Definice. Necht; / e £?[0,1] a n e N. Potom polynom 

4=0 V 7 V 7 

nazyvame Bernsteinovym polynomem funkce / stupne n. 

12.2.5. Poznamka. Pro kazde n e N je zobrazeni B n : C[0,1] ->■ £?[0,1], definova- 
ncprcdpiscm B n : / \-+B n f pfirazujici kazde funkci / e £?[0,1] „jeji“ Bernsteinuv 
polynom stupne n pozitivmm lineamim operatorem na €[0.1]. 
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12.2.6. Veta (Weierstrassova). Necht' a, b e M, a < b, a necht' / je spojita funkce 
na intervalu [a, b\. Pak pro kazde e > 0 existuje polynom P : R —>■ M takovy, ze 


Vx€[a,b]: \f(x)-P(x)\<e. 

Dukaz. Predpokladejme nejprve, ze [a, b] = [0,1]. Vfme, ze {B n }™ =l je posloupnost 
pozitivnfch linearmch operatoru na 'C ([0,1]). Tvrzenf vety tedy vyplyne z Bohmanovy- 
Korovkinovy vety pokud overfme, ze pro j = 0,1,2 platf 


Bn(gj) =3 gj na [0,1], 

Pro j = 0, n e N a a e [0,1] jest 

B n (go)(x) = J2 = 0 + 1 - •*)" = 1 = 8o(x), 


takze platf dokonce L n (g 0 ) = go na [0,1]. 

Pripomeneme, ze pro kazde k, n e N, 1 < k < n, platf 

Pro j — 1, n e N a x e [0,1] jest 


«.<*■)« = E(^*‘(i -a-‘ 

= y _ (n ~ 1)! _ x k (\-x) n ~ k 

£ {k-\)\(n-k)\ y ’ 

= x y _ (n-\)\ _ *-1 (1 _ y 

^ (k - l)!(n - 1 - (k - 1))! V ' 

..IC; 1 ).,,-,,-- 

= x(x + \-x) n l =x = gi{x), 


a tedy i pro j = 1 platf L„(g!) = gi na [0,1]. 
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Zbyva overit prfpad j = 2. Pro tuto funkci a pro kazde n e N a x e [0,1] mame 
k =o v 7 

k=2 V 7 

=:# ti £ (■ - *)**-’« - + x - 


To znamena, ze pro kazde n€#ars[0,1] mame 




a tedy 


B n (g2)^g2 na[0,1], 


Tim je overeno tvrzenf vety ve specialnfm prfpade [ a , b] = [0,1]. 

Necht; nynfje [a,b\ obecny interval. Definujeme zobrazenf <p 
predpisem 

< p(x ) = (b — a)x + a. 


[ 0 , 1 ] 


[a,b] 


Potom cp je bijekce [0,1] na [a, b\. Polozme / = fo<p. Podlejiz dokazaneho tvrzenf 
nalezneme polynom P takovy, ze pro kazde x e [0,1] platf 


\f(x)-P(x)\<s. 

Polozfme dale P = P o cp~'. Protoze funkce <p~ l ma tvar 
ye[a,b], 

b — a 

je P zrejme polynom. Navfc pro kazde y e [a, b] platf 

1/60 - P(y )I = I f(<p~\y) - P(<p~Hy )I < 

Tfm je tvrzenf vety dokazano. ■ 
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12.2.7. Poznamka. Weierstrassova veta by neplatila, pokud by interval nebyl ome- 
zeny a uzavreny. To lze dolozit na nasledujicich prikladech: pro /(a) = e x na 
(0,oo) a libovolny polynom P plati lim*-^ f(x) — P(x)\ = oo, podobne pro 
/(a) = 1 na (0,1) a libovolny polynom P plati lim ;r _ > o+ \f(x)-P(x)\=oo. 

12.2.8. Poznamka. Necht: /„, « e N, je posloupnost funkci z C[0,1]. Potom /„ =£ 
f na [0,1] prave tehdy, kdyz lim,,-**, \\f„ — /|| SU p = 0. 


12.3. Stejnomerna konvergence fad funkci 


12.3.1. Definice. Necht' M je mnozina, ( Q , || • ||) je normovany linearni prostor, 
/„ : M ->• Q, n e N. Rekneme, ze rada zobrazeni E^=i fn je bodove konver- 
gentni na M, jestlize posloupnost funkci {Yfk=\ fk}™= i j e bodove konvergentni 
na M. Obdobne definujeme pojmy stejnomerne konvergence a lokalne stejno¬ 
merne konvergence rady E£Li fn- Stejnomernou konvergenci znacime symbolem 

Yff= \ fn =4 lokalne stejnomernou konvergenci symbolem Yff=\ fn =4- 


12.3.2. Poznamky. Necht' M je mnozina a 

(a) Bolzanova-Cauchyovapodmmka: rada E^li fn konverguje stejnomerne na mno- 
zine M prave tehdy, kdyz plati 


Ve > 0 3«o e N Vm,n e N, m > n > ft 0 Va e M : fj{ a)| < s. 

(b) Nutriapodmmka konvergence : pokud Yff=\ fn =4 na M, potom /„ 4 0 na M, 


nebot' |/„(a)| = E"=„ fj 0)|- 

(c) Linearita: pokud fn =4^ E«^=t Sn 4 na M a a e M, pak take rady 

Y^nLi&fn) a l (fn ± Sn) konverguji stejnomerne na M. 


12.3.3. Veta (Weierstrassovo kriterium). Necht; fn j e rada realnych funkci 

definovanych na neprazdne mnozine M. Oznacme 

o n = sup \f n (x)\. 
xeM 

Jestlize E^=i a n < °o, potom E^=i fn =£ na M. 


Dukaz■ Zvolme s > 0. K nemu nalezneme no e N takove, ze 


Vftt,« e N, ftt > « > ft 0 : oj < s. 


Potom pro kazde m, n e N splnujici m > n > «o a pro kazde x e M plati 

i fiw i - £ i/ywi ^ it°i < e - 
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Overili js me Bolz anovu-Cauchyovu podmfnku. Rada je tedy konvergentnf podle 
Poznamky |l2.3.2| (a) . ■ 

12.3.4. Prfklad. Necht' a > 1. Dokazte, ze rady 


t 


cos (nx) 


E °° sin(«x) 

n a 


jsou stejnomerne konvergentnf na M. 


Resent Pro n e N definujeme 


ct„ = sup 

jceK 


|cos(»x)l 

n a 


Potom 


£* 



< 00 , 


a tedy je rada konvergentnf podle Weierstrassova kriteria. Dukaz stejnomerne kon- 
vergence druhe rady je mozne provest obdobne. * 


12.3.5. Poznamka. Weierstrassovo kriterium nedava odpoved'na otazku, zdajsou 
rady 


t 


cos (nx) 


i 


sin (nx) 
n a 


stejnomerne konvergentnf na M pro a e (0,1]. 


12.3.6. Veta (Abelovo kriterium stejnomerne konvergence). Necht' M je mnozina, 
f n : M -»• E, g n : M -*■ M, n e N. Necht' platf 

(i) pro kazde x e M je posloupnost realnych cfsel {g n (x)}^L l monotonnf 
(libovolnym zpusobem), 

(ii) {g n } je posloupnost stejne omezenych funkcf, tj. 

3K > 0 Vn e N Va e M : \g n (x)\ < K, 

(iii) E^i /»4naM. 

Potom 

X! f"Sn =$ na M - 


Dukaz. Oznacfme mnozinu vsech x e M, pro ktera je posloupnost (g„ {x)\ ne- 
rostoucf a mnozinu vsech x e M, pro ktera je posloupnost {g n (x)} neklesajfcf. 
Predpokladejme nejprve, ze funkce g„ jsou nezaporne. Zvolme e > 0. K nemu na- 
lezneme no € N takove, ze pro kazde i,n e N splnujfcf i > n > no a pro kazde 
x e M platf 


i E fjw i < e - 


(12.1) 




708 


12. STEJNOMERNA KONVERGENCE POSLOUPNOSTI A RAD FUNKCI 


Nyni zvolime pevne m,n e N splnujici m > n > no a pro kazde i e N , i e 
{n,..., m}, a kazde x e M oznacime 


<Ji(x) = J2 //(*)■ 

j=n 

Potom z Abelovy parcialnf sumace (Veta |3.3.4| ) vyplyva, ze 

I E fjWgjW I ^ Sn(x) max |a ; d)|. (12.2) 

Z predpokladu (ii) a z odhadu ( |12.1[ ) tedy dostavame, ze 
I ^Zfj{x)gj{x)\ < K ^ max^ M*)| < 

Tim je overena Bolzanova-Cauchyova podminka, a tedy rada Yff=\ fnSn stejno¬ 
merne konverguje na M'K 

Necht' nynf je posloupnost {g n (x)} obecna (tedy ne nutne nezaporna). Pak z 
predpokladu (ii) plyne, ze posloupnost \g n + K} je nezaporna. Tedy z jiz doka- 
zaneho tvrzeni vyplyva, ze rada fniSn + K) je stejnomerne konvergentni na 

Mf Protoze rada fn je podle predpokladu (iii) stejnomerne konvergent¬ 

ni na M , vyplyva z linearity mnoziny stejnomerne konvergentnich fad (Poznam- 
ka |IZ3^ (c)),ze take rada X!n^=i fnSn j e stejnomerne konvergentni na M'K 

Obdobne lze dokazat, ze rada X!n^=i fnSn je stejnomerne konvergentni na M^, 
a tedy i na M = M^ U M^. Tvrzeni vetyje dokazano. ■ 

12.3.7. Veta (Dirichletovo kriterium stejnomerne konvergence). Necht' M je mno- 
zina, /„ : M -»• R, g„ : M -*■ R, n e N. Necht' plati 

(i) pro kazde x e M je posloupnost realnych cisel {g n (x)}^L l monotonni 
(libovolnym zpusobem), 

(ii) g n =£ 0, 

(iii) rada fn m a stejnomerne omezene castecne soucty na M, tj. 


3K e R Vm € N V* e M : 


E AW 


Potom 


E /»£» =* na M. 

n= 1 

Dukaz. Obdobne jako v dukazu Abelova kriteria staci tvrzeni dokazat za predpo- 
kladu, ze gi > g 2 >■■■> 0 na M (jinak muzeme opet uvazovat mnoziny M^ a 
Aft, pripadne prejit k posloupnosti {-g n }. 
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Zvolme e > 0. K nemu nalezneme no € N takove, ze pro kazde n e N, n > no 
a kazde x e M plat f g„(x ) < e. Vezmeme pevne m.n e N splnujfcf m > n > no- 
Potom platf odhad ( |12.2[ ). Tedy 

i X! ft ft) g j ft) i - gn ft) , max , ft ft) i 

J —n 

i n—l 

= 8n ft) . €{ max^ } | J2 ft ft) ~ Xj ft ft } I 

< g„(x)( max | ftft)\ + I J2 ftft)\) 

< s(K + K) = 2Ke. 

Tim je overena Bolzanova-Cauchyova podmfnka, a tedy rada Yff=\ fngn stejno¬ 
merne konverguje na M. Tvrzenf vety je dokazano. ■ 

12.3.8. Poznamka. Pro kazde 8 e (0, j) majf rady cos (nx) a l si n(nx) 

s tejnom erne omezene castecne soucty na [5, n — 5]. To plyne ihned z Prfkladu |3.3.7| 
a |TT8| . 

12.3.9. Prfklady. (a) Dokazte, ze rada sin(«x) arccosf^^) je lokalne 

stejnomerne konvergentnf na (0, tz). 

(b) Dokazte, ze rady X!^=i cos ^" x ^ a ; kde a e (0, oo), jsou lokalne 

stejnomerne konvergentnf na (0, tz). 

(c) Dokazte, ze rada X!n^=i , arctg(nx) je stejnomerne konvergentnf na 

R. 

Resent, (a) Pro n e N polozme f n ft) = sin(nx) a g n (x) = arccos(^), x e 
(0, n) (funkce g n jsou tedy konstantnf na (0, zr)). Necht; <5 e (0, ^). Podle po- 
znamky |12.3.8| ma rada fnft) ma stejnomerne omezene castecne soucty na 

[8,tz — 5]. Posloupnost {y„(x)} je klesajfcf a splnuje limn^oo g n (x) = 0. Protoze 
tato posloupnost nezavisf na x, mame g„ 4 0 na (0, tz). Z Dirichletova kriteria 
tedy plyne, ze fngn =£ na [5, tt — 5]. Je-li [a,b] libovolny interval splnujfcf 

0 < a < b < tz, potom k nemu nalezneme 8 e (0, j) takove, ze [a, b] C [8,tz — 5]. Z 
jiz dokazaneho tvrzenf vfme, ze fngn =4 na [5,7r-<$], a tedy i na [a, b]. Odtud 

a z Vety |12.1.10| vyplyva, ze X!^=i fngn =4 na (0, zr). 

(b) Dukaz je podobnyjako u tvrzenf (a), pricemz klademe g„ (x) = n~ a , tel, 
Stacf si pouze uvedomit, ze i v tomto prfpade platf g„ 4 Onal a {g n } je klesajfcf 
posloupnost. 

(c) Dukaz provedeme ve dvou krocfch. Nejprve se budeme venovat rade i ' 

Pro n e N polozfme f„(x) = (-1)" a g n ft) = -r=g=g. Potom rada fnft) ma 

stejnomerne omezene castecne soucty na M a posloupnost {g n (a)} je pro kazde x e 
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Rklesajfcf. Navfc pro kazde x e R platf \g n (x)| < -^=, takzelim„_ i . 00 sup^^ \g„(x)\ = 

0, a tedy g n =$ 0 na R. Z Dirichletova kriteria tedy plyne, ze ^==f =£ na R. 

Ve druhem kroku polozfme /„ = a g n = arctg(«x). Z prvnfho kroku 

vfme, ze X!«t=i /« na Posloupnost {g„ (x)} je pro kazde x e R monotonm (ne- 
rostouci pro a e (—oo, 0] a neklesajfcf pro a e [0, oo). Navi'cpro kazde x e R a kazde 
« e N platf \g n (x)\ < §■• ZAbelova kriteria tedy plyne, ze Xl«^=i 2 arctg(rcx) =£ 
na R. * 

12.3.10. Veta (zamena sumy a derivace). Necht; /„ je rada funkcf z R do R 
splnujfcf 

(i) f n ma vlastnf derivaci na omezenem intervalu ( a,b),n e N, 

(ii) existuje xo e (a, b) takove, ze je cfselna rada X!«^=i fn C*o) konvergentnf, 

(Hi) Yf?=i fn =* na (a,b). 

Potom X!^=i fn =£ na ( a, b ) a pro kazde x e (a, b) platf 

(x>y «=£/». 

n = 1 n = l 

Dukaz. Polozme g„(x) = Yfk=i fk(x), n e N, x e (a,fr). Potom pro kazde n e N 
ma g n vlastnf derivaci na (a, b), posloupnost {g n (xo)} je kon vergent nf a posloup¬ 
nost {g' n } je stejnomerne konvergentnf na ( a,b ). Podle Vety |12.1.13| tedy existuje 
funkce g : {a, b) -¥■ R takova, ze g n =$ g a g' n ^ g' na (a,b). Odtud plyne tvrzenf 
vety, nebot; zrejme platf g = X!*^=i fk■ ■ 

12.3.11. Veta (zamena sumy a Newtonova integralu). Necht; (a, b) je omezeny ne- 
prazdny interval a necht' X!^=i fn je rada funkcf splnujfci 

(i )f n e#(a,b), 

(ii) rada Yff=\ fn konverguje stejnomerne k funkci / na (a, b). 

Potom / e J\[(a,b) a platf 

f a fn = iN) ^ f 

Dukaz. Pouzijeme Vetu |12.1.15| na posloupnost funkcf (Yfk=i fk( x )}f=\ ■ Odtud 
ihned plyne tvrzenf. ■ 

12.3.12. Veta (o lokalne stejnomerne konvergenci mocninne rady). Necht; Yff=o a n (x— 
xo)” je mocninna rada, pricemz xo e R, a n e R, n e N, s polomerem konver- 
gence q e (0, oo]. Potom tato rada konverguje lokalne stejnomerne na intervalu 
(xo-p,xo + <?). 

Dukaz. Necht; r e (0, p). Potom pro kazde x e [xo — r , xo + r] platf \a„(x — xo)”| < 
\a n \r n . Cfselna rada Yff=\ \ a nV n je konvergentnf, a tedy podle Weierstrassova kri¬ 
teria je r ada a n(x - xo)" stejnomerne konvergentnf na [xo — r, xo + r]. Odtud 
a z Vety |12.Po| vyplyva, ze rada a n ( x ~ x o) n stejnomerne konvergentnf na 
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[ao — r,xo + r]. Odtud a z Vety |12.1.10| vyplyva, ze rada a n( x — x o) n lokalne 
stejnomerne konvergentni na (xo — g, Xo + g). ■ 

12.3.13. Pozna mka. Ukazeme, jak z Abelova kriteria snadno vyplyva tvrzeni Abe- 
lovy vety (Veta |8.3.2[ ). Necht' a ni. x ~ x o) n j e mocninna rada a necht' q je jeji 
polomer konvergence, pricemz g e (0, oc). Predpokladejme, ze Y^=o a nQ n kon- 
verguje. Pro n e N a x e [xo,xo + p] polozme f„(x ) = a n g n a g n (x) = (x ~n o) " • 
Potom je rada fn stejnomerne konvergentnf na [x () , x<j + p], {gn} je posloup- 
nost stejne omezenych funkcf (s konstantou omezenosti rovnou jedne) a pro kazde 
x e [xo,xo + p] je posloupnost {g n (x)} nerostoucf. Podle Abelova kriteria je tedy 
rada Y^=o a n(x—x o)" stejnomerne konvergentnf na [xo, xq + p], Podle Mooreovy- 
Osgoodovy vety pak plati 

lim Y a„ (x - xo)" = lim lim y a n (x - Xo)" 
x^>-xo+e~ 0 x->-xo+e fe-*-oo 

= lim lim y a n (x - Xo)" 
k-> oo x->-x 0 +Q 

= 

n =0 


Odtud vyplyva tvrzeni Abelovy vety. 

Nyni uvedeme dukaz Abelovy vety o Cauchyove soucinu, jejiz tvrzeni jsme 
uvedli v Kapitole ||. 

Dukaz Vety |3.6‘4 Polozme fix') = X!^=i a nX n a g(x) = b„x n . Obe tyto rady 
maji polomer konvergence vetsi nebo roven jedne, nebot' ciselne rady a n a 

b n jsou podle predpokladu konvergentni. Odtud vyplyva, ze obe fadyjsou 
absolutne konvergentni pro kazde x e (—1,1). Podle Mertensovy vety (Veta |3.6.2[ ) 
tedy pro kazde x e [0,1) plati 

/(x)g(x) = ycyak+i-ix^^bix 1 ) = y(ya k+ i-ibi)x k+i . 

k=\ i=\ k=\ i =1 

Z Abelovy vety (Veta |8.3.2| ) pak plyne 


00 00 oo k 

\m\f{x)g{x) = X>„X> = y(ya k+i -ibi). 
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12.4. Teoreticke priklady ke stejnomerne konvergenci 
posloupnosti a fad funkci 

12.4.1. Priklad. Necht! (M, p) je metricky prostor a {/„}, {g n } jsou posloupnosti 
funkci zMdoC konvergujici stejnomerne k /: Af -»■ C, respektive g: M ^ C. 
Ukazte nasledujici tvrzeni. 

(a) Plati f n + g n ^ / + g- 

(b) Jsou-li posloupnosti {f n } a {g n } omezene, plati f n g n =$ fg. 

(c) Dokazte, ze bez predpokladu omezenosti je tvrzeni (b) obecne neplatne. 

(d) Jsou-li funkce f n stejnomerne spojite, je / stejnomerne spojita. 

Resent, (a) Tvrzeni plyne z odhadu 

li (fn + gn) - (/ + g)lloc S II fn~ /IIoo + \\gn ~ glloo • 

(b) Necht! M e (0, oo) splnuje || /„|j^ + \\gn lloo < M P ro « e N. Pak plati 

Mb = sup |g(x)| = sup (lim \gn(x)\) < sup \g„(x)\ = IIIIoo < M, 
xeM xe M xeM 

tj. g je tez omezena cislem M. Tedy mame odhad 

II fngn ~ /glloo = || fngn ~ fng + fng ~ fg\\oo 

< WfnW \\gn~g\\ + Ifl \\fn~ f\\ 

<M(\\g n -g\\ + \\f n -f\\), 

ktery implikuje f n g n =£ fg. 

(c) Uvazujme prostor M s funkcemi definovanymi pro x e R a n e N jako 
fn(x) = X + i, fix ) = x, g n (x) = i, g = 0. Pak 

sup |/„(x) - f(x) | = sup - = - ^ 0 
xeR xeR n n 

a 

sup|g„(x)-g(x)| = ^0. 

xeR n 

Tedy f n =£ / a g n =£ g. Na stranu druhou vsak neplati f n g n =) /g, jelikoz 

sup I fnix)gnix) ~ /(x)g(x)| = Sup \ \ + -X = OO. 
xeR xeR I n n I 

(d) Necht!e e (0, oo)je dano. Naleznemen e N takove, ze sup xsM |/„(x) - /(x)| 
|. Necht! S e (0, oo) v je takove, ze |/„(x) - f n (y)\ < § pro kazdou dvojici x,y e M 
splnujici p(x, y) < S. Pak pro takova x, y plati 

I fix) - fiy) | < | fix) - f„ix) I + |/„(X) - fniy) I + |/n(y) - ,/GOI < 3 ^ *= £. 


Tedy / je stejnomerne spojita. 
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12.4.2. Priklad. Necht: M je mnozina a /„: M —> C je posloupnost funkci splnu- 

jfcf 

ll/n — fmWoo — \ a n ~ ®m\ , n,tn e N, 

pronejakoukonvergentnf posloupnostcisel {a n \. Pak{/„} konverguje stejnomerne 
na M. 

Resent. Mejme e e (0, oo) dano. Jelikoz je posloupnost \a n } konvergentm, splnuje 
Bolzanovu-Cauchyovu podminku, a tak existuje no € N takove, ze \a n — a m \ < e 
pro kazde indexy n.m > no- Pro tato n,m pak mame 

sup | f„(x) - f m (x )| < \a n — a m \ < s. 
xeM 

Tedy posloupnost {/„} splnuje podminku z Vety |l2.1 .12| , a tedy {/„} jc stejnomerne 
konvergentni. * 


12.4.3. Priklad. Necht; /: M —» M je diferencovatelna, pricemz /' je stejnomerne 
spojita. Pak posloupnost 

*»(*) = *(/(*+i)-/(*)). 


konverguje stejnomerne k /'. 

Ukazte, ze pouha spojitost /' ke stejnemu zaveru nestaci. 

Resent Jelikoz 


fix ) = lim 
h->0 

plati die Heineovy vety |4.2.16| 


f(x+ h)-f(x) 
h 


lim g n (x ) = /'(*), tel. 


K dokonceni dukazu staci overit, ze je posloupnost {g n } stejnomerne cauchyovska. 
Mejme tedy e e (0, oo) dano. Zvolme 8 e (0, oo) takove, ze \ f'(x) — f'(y)\ < s, 
kdykoliv tjel splnuji \x - y\ <8. Necht' no e N je vetsi nez | a nech t' n,m e N 
jsou vetsi nez « 0 - Pro kazde tel najdeme die Lagrangeovy vety |5.2.4| a e (x, x + 
i) a fi e (x,x + ^) splnujici 

n (/(* + ~) - /«) = /'(a), m (f{x + ~) - /(%)) = /'(/?)• 

Pak la — P\ < max{i, ^ < 8, a tedy 

\gnix) ~ gm{x )| = ]/'(a) - f(P)\ < £. 

Protoze tel bylo libovolne, mame 

sup|^„(x)-g m (^)| < e. 

xsM 

Tim je dukaz prvni cash tvrzeni dokoncen. 
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Uvazujme nynf funkci f (x) = x 3 ,iel. Pak platf pro iel rovnosti 
g n (x ) = n^(x + ^) 3 - x 3 j = n ^x 2 ~ + 3x ~2 + = 3x2 + 3x ~ + 

Tedy pro ruzne indexy n, m platf 


1 

n 2 ' 


Sup | g n (x) - g m (x )| = Sup 3*(- - = 00 . 


Proto nenf posloupnost {g„} stejnomerne cauchyovska, a tedy ani stejnomerne kon- 
vergentnf. * 


12.4.4. Prfklad. Necht' s € N, X znacf prostor vsech polynomu na M stupne nej- 
vyse s a {p n } je posloupnost v X. Dokazte, ze nasledujfcf tvrzenf jsou ekvivalentnf. 

(i) Posloupnost {p n } konverguje lokalne stejnomerne. 

(ii) Existuje j + 1 ruznych bodu Xq, ..., x s vK, takove, ze {P n (xi)\ konverguje 
pro kazde i e {1,.. ., s + 1}. 

(iii) Posloupnosti koeficientu p„ konvergujf. 

Resent (i) =S> (ii) platf zrejme. 

(ii) =*> (iii) Necht' p n (x) = a n , s x p +a nyS -ix s ~ 1 H- \-a„ A x + a nfi ,n e N. Matice 

systemu linearnfch rovnic pro nezname a„ 0 , ..., a n>s je 

a n ,o + a„,\Xo H-b a n , s x s 0 = p n (xo), 

a n , o + a n , 1 X 1 + • • • + a n , s x{ = p n (x i). 


a n ,o + a n ,\x s H-1- a n , s x s s = p„(x s ). 


j e 


( 1 


A 


An Xq 
X ! X 2 



^ 1 X s xj ■■■ Xs i 

coz je matice s nenulovym determinantem cfslo die [§, ]. Tedy ma system ( |12.3[ ) 
jednoznacne resenf a w ,o ,..., a n , s . Toto resenf lze navfc vyjadrit jako 


a n ,i 


det A n j 
detd 


i e {0 ,...,j}, 


kde matice A n j vz nikne z matice A nahrazenfm i- teho sloupce vektorem pravych 
stran rovnice ( |12.3| ). Tedy konvergence hodnot posloupnosti {p„ ( Xi )}, i e {0,.... v}, 
implikuje konvergenci posloupnosti {a n j}, i e {0,..., s}. 

(iii) =>• (i) Necht; p n (x) = a n , s x p + a n , s -ix s ~ l + • • • + a„^x + a n ,o, n e N, pri- 
cemz posloupnosti {a„j } konvergujf pro i e {0. s}. Pak pro kazdy interval tvaru 
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[-M, M], M > 1, plati 

sup I p n (x) - Pm{x)\ < sM S Sup | d n ,i - d m j \ , 
xe[-M,M] ie{0,...,s} 

tedy {p„} konverguje stejnomerne na kazdem takovem intervalu, a proto lokalne 
stejnomerne na M. * 

12.4.5. Priklad. Nechti { p n \jc posloupnost polynomu na M stejnomerne konver- 
gujici k /. Pak / je polynom. 

Resent Nejprve ukazme, ze existuje .s' e N takove, ze vsechny polynomy p n jsou 
stupne nejvyse s. Vezmeme totiz e = 1 a nalezneme «o e N takove, ze pro kazde 
n, m > «o platf 

sup| Pn (A)-p m (A)| < 1. (12.4) 

xsR 

Jsou-li nynf p, q dva polynomy splnujfcf ( |12.4| ), pak st p = st q, Vskutku, je-li 

p(x) = dix‘+ cii-ix l ~ l - \-a\x + ao a 

q{x) = bjxi + bj—yx J 1 + ••• + b\x + bo, 
pricemz at bj ^ 0 ,i < j, pak p — q je polynom stupne j, a tedy 
lim | q{x) — p{x)\ = oo. 

To je ovsem spor s ( |12.4| ). Proto st p = st q. 

Tedy dostav ame, ze vsechny polynomy p n jsou stupne nejvyse s pro nejake s e 
N. Die Pnkladu |12.4.4| proto konvergujl posloupnosti koeficientu polynomu p n , 
rekneme k clslum d s ,d s -\,••• ,do■ Pak zjevne p„(x ) —► p(x) = a s x s + ds-ix 5-1 + 
-h d x + do- Protoze vsak p n =£ /, plat! / = p, a / je tedy polynom. * 

12.4.6. Priklad. Nechti /„: (M, p) —> C je bodove konvergentni stejne spojita po¬ 
sloupnost na kompaktmm metrickem prostoru M. Pak {/„} konverguje stejnomer¬ 
ne. 

Naleznete priklad ukazujici, ze bez predpokladu kompaktnosti prostoru M 
tvrzeni obecne neplati. 

Resent Nechti s e (0, oo) je dano. Pro kazde x e M nalezneme r x e (0, oo) takove, 
ze pro kazde n e N a y € B{x,r x ) plati | f n {x) — fn(y )I < £• Diky kompaktnos¬ 
ti vybereme body x\ ,... ,Xk e M takove, ze M c Ui=i B( x i,r Xi ). Protoze {/„} 
konverguje bodove, existuje no e N takove, ze pro n,m > >iq plati 

\fn(Xi)-fm(Xi)\<e, ie{l,...,k}. 

Nechti nyni i e Mje libovolne. Nalezneme i € {1,..., k} splnujici x e B(xi,r Xi ). 
Pak pro n, m >no mame 

Unix) - f m (x)\ < \f n {x) - Mxi) \ + \ /„(*,■) - f m (x t )\ + \f m (x t ) ~ f m (x) \ 

< 3 s. 

Tedy {/„} je stejnomerne cauchyovska, a proto stejnomerne konvergentni. 





716 


12. STEJNOMERNA KONVERGENCE POSLOUPNOST! A RAD FUNKCI 


Abychomnalezlipozadovany pfiklad, uvazujme funkce f n {pe) = e K. Pak 
/„ —> 0. Dale jsou vsechny funkce f n 1-lipschitzovske, a tedy je system {/„; n e N} 
stejne spojity. Posloupnost {/„} vsak nekonverguje stejnomerne k 0, jelikoz 

sup|/„(x)-0| = oo. 

xeR 


12.4.7. Pfiklad. Najdete posloupnost {/„} spojitych funkci na [0,1] s hodnotami 
v [0.1] takovou, ze II/«IIoo = 00 > ale fn konverguje stejnomerne. 


Resent. Uvazujme spojite funkce /„: [0,1] -»■ [0, A], n e N, s temito vlastnostmi: 

0, vne intervalu [j4-y, A], 

A, v nejakem bode intervalu [ ! j, -]. 

Pak zjevne ll/nlloo = E^=i \ = °°- 

Na druhou stranu vsak plati pro no € N a kazde ieN odhad 



n 0 +k 

sup Y, /»(*) ^ - 

^e[0,l]n=« o ' 


Tedy je rada X!n^=i fn stejnomerne konvergentni. 


12.4.8. Pfiklad. Necht; /„: (M, p) C, n e N, jsou takove funkce, ze X!^=i fn 
je stejnomerne konvergentni. Necht; /: M —> C je omezena funkce na M. Pak je 
rada X!«t=i /(■*) fn( x ) stejnomerne konvergentni. 

Ukazte, ze bez predpokladu omezenosti / je tvrzeni obecne neplatne. 

Resent Pro n € N polozme g n = f ■ Pak je pro kazde x e M posloupnost {g n (x) \ 
konstantni, a tudiz monotonni. Nayicie {g n } posloupnost stejne omezenych funk- 
ci. Podle Abelova kriteria (Veta |12.3.6| ) je tedy rada /(*) fn( x ) stejnomerne 

konvergentni na M. * 


12.4.9. Pfiklad. Necht' M je mnozina a/„:M->l,neNa su P*eM Z!^=i fn( x ) < 
oo. Necht; {c„}jeposloupnostrealnychciselsplnujici c% < oo. Pak l c nfn 
konverguje absolutne stejnomerne. 

Resent Mejme s e (0, oo) dano. Necht' K = sup x6M X!S^=i fn( x )- Nalezneme n 0 £ 
N takove, ze pro kazde k e N plati X!"=to c n < e - Pak P ro ^ £ N a x e A/ plati die 
Cauchyovy nerovnosti 

no+k (no+k \ 2 /n 0 +k \ 3 _ 

Z \ C nfn( x )\ < I Z C n J ( Z /»(*)) S Ve*. 

Tedy je rada Yfn =i c nfn stejnomerne cauchyovska, a tedy stejnomerne konvergent- 
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12.4.10. Priklad. Necht; je Yfn=i fn rada spojitych funkci na [0,1]. Necht; konver- 
guje stejnomerne na [0,1). Pak Yfn= i fn(\) konverguje. 

Reseni Jelikoz jsou funkce /„ spojitena[0,1], plati pro kazdc mi, m 2 e N, w , < m 2 , 
odhad 

su p £ /»w = su p £ /*(*) 

*e[0,l) | n=mi I *e[0,l] \n=m 1 

Diky stejnomerne cauchyovskosti rady fn n a [0,1) tedy dostavame stejno- 

mernou cauchyovskost teto rady na [0,1]. Specialne proto zadana rada konverguje 
v bode 1. * 


12.4.11. Priklad. Necht' fn je rada nezapornych spojitych funkci na kom- 

paktnim metrickem prostoru M bodove konvergujici ke spojite funkci /. Pak rada 
Yff= \ fn konverguje stejnomerne k / na M. 

Reseni. Posloupnost {s „} caste cnych so uctu rady fn j e neklesajici. Tvrzeni te¬ 
dy plyne z Diniovy vety (Veta |12.1.17| ). * 

12.4.12. Priklad. Naleznete radu fn realnych funkci na metrickem prostoru 

M konvergujici stejnomerne na M, ktera je v kazdem x e M absolutne konvergent- 
ni, ale \fn\ nekonverguje stejnomerne na M. 

Reseni. Uvazujme radu 

Jc-irci-xjx", x € ip, l]. 


Definujme pro x e [0,1] a n e N U {0} funkce /„(x) = (—1)", g n (x ) = (1 — x)x n . 
Pak {g n (x)} je nerostouci posloupnost pro kazde x e [0,1]. Dale plati 

Tedy g n 0. Konecne, rada fn stejne omezene castecne soucty. Tedy 

nase rada konverguje stejnomerne. 

I (— 1)”(1 -jc)jc"| = X!^o(l _x )*"j e konvergentnivkazdembode 

x e [0,1]. 

Rada o |(—1)"(1 - x)x"| vsak nekonverguje stejnomerne, nebot' 


J2(\ -x)x n 


(l, x € [0,1), 
(0, x — 1, 


coz je nespojita funkce na [0,1]. Rada spojitych funkci tedy nemuze konvergovat 
stejnomerne. * 


12.4.13. Priklad. Necht; f n : [a,b\ -> M, n e N, jsou monotonni funkce. Necht; 
Yff=\ \fn(x)\ konverguje pro x e {a,b}. Pak \ fn\ konverguje stejnomerne na 

[a,b]. 
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Resent Diky monotonii funkcf f n mame odhad 


E ^ E max ^l/«( a )l x e [a, b). 

n= 1 n= 1 

Protoze ra da Xl^L i max{|/„(a)|. |/«(^)|} jc konvergentnf, je die Weierstrassovakri- 
teria (Veta |12^k3| ) rada Y^=\ \fn\ stejnomeme konvergentnf. * 


12.4.14. Prfklad. Ukazte, ze na prostoru C([0, 1]) neexistuje metrika p, ktera pro 
kazdou posloupnost {/„} v£([0,1]) a / e £?([0,1]) splnuje 

P(fn,f)^ 0 «=►/„-►/. 


Resent Necht: p je metrika splnujfcf predepsanou podmfnku. Privedeme tento pred- 
poklad ke sporu. Necht' N <n znacf mnozinu vsech konecnych posloupnostf priro- 
zenych cfsel. Pro s e N <n znacfme delku s jako \s\. Symbol s A n, kde n e N, 
znacf posloupnost s prodlouzenou o n, tj. s A n = (s %,..., J| s |,n). Symbolem 0 zna¬ 
cfme prazdnou posloupnost. V intervalu [0,1] zkonstruujeme systemy nedegene- 
rovanych intervalu {I s ; s e N <n } a { J s ; s e N <n } takove, ze 

(a) h = h = [0,1], 

(b) pro kazde s e N <n platf I s C J s , 

(c) pro kazde s e N <n je J s otevreny interval, 

(d) pro kazde s e N <n a n e N je J s * n c I s , 

(e) pro kazde s e N <n je system {J s * n ; n e N} disjunktnf. 

Po chvilce rozvazovanf je zrejme, ze takove systemy mnozin je snadne sestrojit. 

Pro kazde s e N <n nynf najdeme spojitou funkci f s € C([0,1]) s hodnotami v 
intervalu [0,1], ktere splnuje 


Z vlastnosti (e) je videt, ze 



lim / s a„ = 0, 


x 6 I s , 
x i J s . 


s e N 


<N 


Tedy 


Jim p(/,a, i 0) = 0 i j€N <n 


(12.5) 


Indukcf nynf sestrojfme posloupnost {.s’" J v N <n takovou, ze s n je de lky n, s n+] 
prodluzuje s" a p(f s n, 0) < A. V prvnfm kroku vyuzijeme vlastnost ( Jl2.5[ ) pro s = 0 
a najdeme j'eN 1 takove, ze p(f s i , 0) < 1. 

Mejme nynf posloupnosti s\,...,s n v N <n takove, ze pro i e {1je s' 
delky i, p(/p,0) < i a s l prodluzuje j‘ _ 1 pro i e {2,...,«}. Pouzijeme vlastnost 
( |12.5[ ) pro s" anajdemefc e N takove, ze p(f s n^k, 0) < ^py. Polozfme s n+l = s nA k. 
Tfm je konstrukce ukoncena. 
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Vzhledem k tomu, ze p(f s * , 0) —> 0, f s n —> 0 die naseho predpokladu. Vezmeme- 
li vsak posloupnost intervals {/,«}, pak se jedna a monotonm posloupnost kom- 
paktnich mnozin v [0,1]. Jejich prunik tedy obsahuje nejaky bod (viz Veta ??). 
V tomto bode jsou ale vsechny funkce f s n rovny 1, coz je spor s jejich bodovou 
konvergenci k 0. * 


12.5. Pocetni priklady ke stejnomerne konvergenci posloupnost! 
a fad funkci 

12.5.1. Priklad. Vysetrete bodovou, stejnomernou a lokalne stejnomernou kon¬ 
vergenci posloupnosti funkci 

f n {x) = X n -X n+1 , g n (x) = X Zn -X 3n , X € (0, 1). 

Resent. Zjevne plati /„ -> 0 a g n 0 na (0,1). Jelikoz 

fn(x) = x"- 1 (n-(n + l)x), x e (0,1), 
nabyva f„ maxima v bode x = o hodnote 


fn 




Tedy 


max \f„(x)\ = max /„(x) = /„ () -► 0. 
*€(o,i) xe(o,i) \n + lj 


Proto /„ 4 0na (0,1). 

Naproti tomu {g„} nekonverguje stejnomerne na (0,1). Spocitame-li totiz 
g' n (x) = nx 2 "- 1 ( 2-3x"), x e (0,1), 

dostaneme, ze 




Plati vsak, ze g n =$ 0 na kazde mnozine tvaru (0, q), kde q e (0,1), a tedy g n =$ 0 
lokalne stejnomerne na (0,1). Mejme totiz q e (0,1) libovolne. Zvolime no e N 
takove, ze (|)” > q pro n > no- Pak 


a tedy max J6(0 , ?) g„ (x) ->■ 0. * 

12.5.2. Priklad. Vysetrete bodovou, stejnomernou a lokalne stejnomernou kon¬ 
vergenci posloupnosti funkci 


/. M = + 
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Resent. Zrejme f n (x) f(x) = \x\,xe M. Odhadneme rozdil |/„ — / nal a 
dostaneme 



a tedy /„ =4 f na E. 


12.5.3. Priklad. Vysetrete bodovou, stejnomernou a lokalne stejnomernou kon- 
vergenci posloupnosti funkci 


fn(x) = n 



x e ( 0 , oo). 


Resent. Jelikoz 


fn(x) = - 


konverguji funkce f n bo dove k fubnkei f(x) = 2 ^, x 
Odhadujeme | / — /„ jako 


e ( 0 , oo). 


_J_ 1 _ y/ x +j,-Vx 

yjx+l + yft 2y/x {jx + l + ^ 

2^[y[^+l+s^j 


Z tohoto vyjadrem vidime, ze 


Sup \f(x)-f n (x)\ 
xe(0,oo) 


lim 




= 00 , 


tj. {/„} nekonverguji stejnomerne na ( 0 , oo) . 

Na druhou stranu /„ 4 / na kazdem intervalu tvaru (q, oo), kde q > 0. Vskut- 
ku, je-li q > 0 , z prechoziho mame odhad 


Sup \f(x)-f n (x)\ 
xe(q, oo) 




Tedy f„ =4 f na (< 7 , oo). Proto /„ 4 / na (0, oo). 


12.5.4. Priklad. Vysetrete bodovou, stejnomernou a lokalne stejnomernou kon- 
vergenci posloupnosti funkei 

/„(*) = *arctg«x, 


ret. 
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Resent. Zjevne 


fn(x) -> fix) = : 

r 2 signx = ^ \x\- x € R. 

Oznacme g(y) = \y arctg y - § | y\\, 

yeR. Pak pro tel plati 

1 fn (x ) — /(x) | = | x arctg n .> 

n i ,1 1 1 tv | 

:--\ x \\ = - wxarctgnx - — |nx| . 

Tedy 


max |/„(x) 

- fix )| < -supg(y). 

xeR 

« ysR 

K dokonceni dukazu steinomerne konvergence tak staci ukazat omezenost funkce 

g. Ta je vsak na R zjevne spojita a p 

lati 

lim g(y) = 
y—*oo 

hm arCtg r^ =1, 

^lim^g'Cy) = 

arctg y + J 

lim 2 = 1, 


y 

tedy g je omezena na R. 

* 

12.5.5. Priklad. Necht; M je mnozina a f„ '■ M —»• R jsou nenulove funkce stejno- 
merne konvergujici kOnaM. Necht; / je realna funkce splnujici lim,^ 0 fit) = L, 

kde Let. Pak / o /„ 4 L na M. 


Resent. Necht; e > 0 je dano. Zvolime S > 0 takove, ze f (P(0,8) c B(L.e). Necht' 

no e N je takove, ze sup x6M |/„(x)| 
f n (x) € P(0, S), a tedy 

< 5 pro it > no- Pak pro n > no a x e M plati 

\f(f n (x))-L\<s. 

Proto / o/„4LnaM, 

* 

12.5.6. Priklad. Vysetrete bodovoi 

i, stejnomernou a lokalne stejnomernou kon- 

vergenci posloupnosti funkci 

fn(x) = | 

(l +, xel. 

Resent. Jelikoz 

,i°g(i+i) 

fn(x)= K 

■ w , xeR\{0}, 

\. 

x = 0, 

plati f n {x) f(x) = e x , x e R. Jelikoz 

sup | f„(x) - f(x) | ; 

> lim |fl + —) — = oo, 

xsR 

x^oo |\ ft / 1 

konvergence neni stejnomerna. 
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Uvazujme vsak libovolny interval tvaru [~q,q\, kde q > 0. Uvazujme funkce 
x Hf &, x £ [—q, q\. Jelikoz |*| < plati =4 Ona [—<?,#]. Jelikoz lim^o log ^ + ^ = 
1, Priklad |12.5.5] dava 

log(l + -) 

8 x " 4 1. na [~q,q\ \ {0}. 

Diky omezenosti funkce ti->rna [—q, q] pak plyne 

n log(l + ^)-x=x ^ l0g(1 £ + - 1 j =$ 0 na [-q, q] \ {0}. 

Opetovnym pouzitim Prikladu |12.5.5| a z omezenosti funkce x i-> e x na [—q,q] 
dostavame 

e x -(l + = e x - e nlo s( 1+ «) = e x (l - ^ 0 

na [-q.q] \ {0}. Tedy /„ 4 / na [~q,q] \ {0}. Jelikoz /„(0) = /(0), plati f n f 
na mnozine {0}. Tedy /„ =£ f na [— q, q\. 

Proto /„4/nal. * 


12.5.7. Priklad. Vysetrete bodovou, stejnomernou a lokalne stejnomemou kon- 
vergenci posloupnosti funkci 

'■w-ifW- 

Resent pokud x t= —1 an e]N je liche, neni f n (x) definovana. Tedy uvazujeme 
pouze x e R \ {—1}. Pak 

t lrnin-i-oo x -h +1 = 1 . x e (— 00 , — 1 ), 

0, x e (-1,1), 

i x = l 

linin-^oo x -h +l = 1, X e (1, oo). 

Jelikoz limitni funkce / neni spojita v bode 1, konvergence neni stejnomema na 
zadnem okoli 1. Zvolme libovolne £ > 0. Ukazeme, ze /„ 4 / na (—oo, —1 — e] U 
[—1 + £, 1 — e] U [1 + £, oo). Vskutku, toto plyne z odhadu 


\fn(x)-f(x)\ 


|^|<(l-e) n , 

( I T+x" I - (l+s)” * 


x e (-oo,-l - e], 
x e [—1 + £, 1 — e], 
x e [1 + £, oo). 


Nakonec ukazme, ze konvergence neni stejnomeme 
pravem okoli bodu —1. Pro x < — 1 totiz mame 

1 


| fn(x)~f(x)\ = 


\x" + l\’ 


zadnem levem nebo 
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coz je vyraz konvergujici k oo pro kazde n e N liche a —> —1_. Tedy 

sup | f n (x) — /(a) | =oo, n e N liche. 

*6(-00,-l) 

Podobne pro x z praveho okoli bodu —1 a n e N sude mame 
x\ n _ 1 


12.5.8. Priklad. Vysetret bodovou, stejnomernou a lokalne stejnomernou konver- 
genci posloupnosti funkci 

/„(x) = log(l + ^ Vn 2 + 1. 

Resent. Zjevne je treba uvazovat x € R \ {0}. Pro tato a mame 

l°g f 1 + dp) In 2 + 1 1 1 

fn(x) = - V T 7 • t/^f-y -> m = -2- 


Jelikoz 

Sup|/„(x)-/(x)| > \f n 


~ f ( A/ - = log2vn 2 + 2 — n\ 


= n (log2/^-l) -► oo, 


konvergence neni na R stejnomerna. 

Uvazujme libovolne q > 0 a mnozinu (—oo, —q\ U [q, oo). Necht' e > 0 je dano. 


Jelikoz log(l + t) = t + (p(t), kde lim,_ 


I ^ I < s kdykoliv t e P( 0, 8). Necht' M > 0 je takove, ze 

v« 2 + 2 

--— < M, neN 

n 

Necht; no e N je takove, ze ^ < 8 a 

l /” 2 ^ 1 1 < £ 


- = 0, existuje 8 e (0, s ) takove, ze 


pro n > no■ Pak pro libovolne a e (—oo, —q] U [q, oo) a n e N, n > no, mame 
1 

nq 2 


1 1 

„ r 2 — „ ,.2 
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a tedy 


|/„(x)-/(x)| = 


^ 2+2 {^ 




Tedy f„ =$ / na (-00,-4] u |<7,oo). 


12.5.9. Priklad. Vysetret bodovou, stejnomernou a lokalne stejnomernou konver- 
genci posloupnosd funkcf 


fn(x) = (x + l) 3 arccotg(— ha 3 ), a e I 


Resent. Jelikoz 


jO, a = 0, 

I OO, A < 0, 


platf 


lim /„( a) = f(x ) = 


(a + 1) 3 tt, a > 0, 
|. X =0. 

0, A < 0. 


Jelikoz / neni spojita v 0, konveregence neni stejnomerna na zadnem okoli bodu 

0. 

Uvazujme libovolne q > 0 a mnozinu (—00, —q]. Funkce g (y) = y arccotgy, 
y e [0,00), je omezena, nebot'je spojita a 

Pro a e (—00, —q] mame odhad 

I fn (a) | = |(A+ 1) 3 -L ((— «a 3 ) arccotg(— «a 3 ))I 


K+\ 


sup g(y), 
ye[ 0,00) 


z je vyraz konvergujici pro n ->• 00 k 0. Tedy /„ 4 0 na (—00, —q\. 

Uvazujeme-li mnozinu [q, 00), dostaneme tez stejnomernou konvergenci. Funk¬ 


y |(?r — arccotgy)y|, y e (-00,0], 
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je totiz omezena, takze z odhadu platneho pro x e [q , oo) 

Unix) - /(x)| = \(x + l) 3 (n - arccotg(-«x 3 )) \ 

= ^ |“~| |(-«* 3 )0 - arccotg(-«x 3 ))| 

1 I x + 11 3 

< - sup - sup g(y ) 

n xe[q, oo) I x I pe[0,oo) 

dostavame stejnomernou konvergenci na [q, oo). a 


12.5.10. Priklad. Vysetret bodovou, stejnomernou a lokalne stejnomernou kon¬ 
vergenci posloupnosti funkci 

f n (x) = s/xn-^logn, x e [0, oo). 

Resent Jelikoz 

0, x = 0, 

~/x\ogne~^ lo s, x > 0 

a lim^oo te~* = 0, platt /„ ->■ 0 na [0, oo). 

Pocitejme sup xe[0 oo) |/„(x)| = sup xe[0 oo) /„(x). Platt 

f;( x ) = e-^ n ^(-lo g n + -^=y x>0. 

Tedy pokud n > 2, /„' > 0 na (0, log _2 n) a /„' < 0 na (log _2 rc,oo). Proto ma 
/„ v bode log -2 n maximum o hodnote e ~ x . Posloupnost {/„[ tak nekonverguje 
stejnomerne na [0, oo). 

Uvazujeme-li vsak libovolny interval [q, oo), kde q > 0, dostaneme jiz na teto 
mnozine stejnomernou konvergenci. Nalezneme totiz no e N takove, ze log -2 /! < 
q pro n > no . Pak pro n > no plati 

sup |/„(x)| = f n (q) 0, 
xe[q,oo ) 

coz znamena /„ =£ 0 na [q, oo). * 



12.5.11. Priklad. Vysetret bodovou, stejnomernou a lokalne stejnomernou kon¬ 
vergenci posloupnosti funkci 

f„{x) = t/x n + 3”, x e [0, oo). 


Resent Marne 


3 < Vx n + 3" < ^23” = 3 V2, 


x e [0,3], 


a 


x e (3, oo). 
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Die Vety |2.2.47| platf 


fn(x) 



*€[0,3], 
x e (3, oo). 


Jelikoz 

(fn - f)'(x) = ~ (x n + 3")" _1 nx n ~ l >0, x e (0,3), 


j e fn~ f nezaporna a rostoucf na [0,3]. Tedy 

sup |/„(x)-/(x)| < ^23"-3 = 3(^2-l) -► 0, 

X6[0,3] v ' 

coz znamena, ze /„ =£ / na [0,3]. 

Na intervalu [3, oo) plati 


(fn ~ f)'(x ) = i (x n + 3")” _1 ni" _1 - 1 < 0, x e (3, oo), 

a tedy je /„ — / klesajici na [3, oo). Zjevne je f n — f > 0, a proto 

sup |/„(x)-/(x)| < ^23^-3 = 3(V2-l) 0. 

^6[3,oo] V 7 

Tedy f n =$ f i na [3, oo). Proto /„ 4 / na [0, oo). * 


12.5.12. Priklad. Vysetrete stejnomernou a lokalne stejnomernou konvergenci ra- 
dy 


t 


X G M. 


Resent Pro kazde n e N je funkce /„(x) = t ,”5^2 licha a v nekonecnu ma limitu 
0. Jelikoz 

Ma funkce v bode —V minimum a v bode ■ V maximum. V absolutni hodnote 
lze tak funkci f n odhadnout cislem -3-. Jelikoz rada i konverguje, zadana 
rada konverguje stejnomerne die Vety |l 2.3. 3| . * 

enci ra- 


12.5.13. Priklad. Vysetrete stejnomernou a lokalne stejnomernou k on verge 
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Resent Jelikoz log(l + 1) < t, t e (— 1, oo), a rada Y^=i „\„^ n konverguje, konver- 
guje bodove i zadana rada. Protoze vsak 

lim loa; ( 1 H-,— I = oo, n e N, 

x ^°° \ nlogn) 

nekonverguji cleny rad y stejno merne k 0. Proto dana rada nekonverguje stejnomer¬ 
ne na E die Poznamky |12.3.2| . 

Uvazujme nyni libovolny interval [—q, q], kde q > 0. Pak 

sup log (1 + X 2 ) < q 2 . 

*«[-«,«] V n\og n) n log n 

a tedy die Vety |12.3.3| rada konverguje stejnomerne na [—q, q]. a 

12.5.14. Priklad. Ukazte, ze rada 



nekonverguje stejnomerne na (0, it). 

Resent Pouzijeme Poznamku |l2.3.2| (a), tj. ukazeme, ze dana rada na (0, n) nespl- 
nuje Bolzanovu-Cauchyovu podminku. Uvazujme libovolne n e N. Pak 

E sin kx I ^ \ 

_ k \ 2 n 

_ In ~ 2 

k=n 

Tedy rada nekonverguje stejnomerne na (0,7r). * 

12.5.15. Priklad. Zjistete, zda je funkce 

spojita na svem defmicnim oboru. 

Resent Vyzkoumejme nejprve, pro jake x e M je rada konvergentni. Necht' nejprve 
x e [0,00). Polozime-li a„ = | a b n = arctg(x"), je rada konvergentni 

(Veta [3.3.l[ ) a posloupnost {b„} je o mezen a a monotonni (neklesajici pro 1 > 1 a 
nerostouci pro x e [0,1]). Die Vety |3.3.5| tak rada a nb n konverguje. Pokud 
x e (-1,0), mame 

(-1)" arct g(x”) = arctg(|x|") < \x\ n , 
a tedy rada konverguje die Vety |3.2.2[ 


sup 
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Pokud x e (—00, —1], plati 

(-1)" arctg(x") = arctg(|x|”) > arctg 1, 

a proto 

V' (- 1 )” arC tg X* _ 1 _ ="« 


n=1 V n + 1 

Tedy <£)(/) = (-l,oo). 

Vysetrime stejnomernou konverg< 

(~l) n 


fn(x) = 


. 

na [0, oo). Polozime 
g n (x) = arctg(x"), x e [0, oo). 


Pak fn =£ ■ P r ° k azde x e [0, oo) je {g n {x)} monotonm a \g n (x)\ < x e 

[0, oo). Die Vety |12.3.6| dana rada konverguje stejnomerne na [0, oo). 

Ukazeme nyni, ze XI (-D" arctg*" nekonverguje stejnomerne na zadnem pravem 

okoli bodu —1. Predpokladejme pro spor, ze rada konverguje stejnomerne na ne- 
jakem intervalu (—1. —1 + <$). Polozme 

*€<- 1,-1 + J ). 


Jelikoz 


^ Km f N (x) = ~ 


„-i 4 ^ n + 1 

die Vety existuje vlastni limita To je vsak zrejma nepravda, a 

tedy nas predpoklad o stejnomerne konvergenci byl chybny. 

Ukazeme vsak, ze rada konverguje stejnomerne na kazdem intervalu [q, 0], kde 
q e (—1,0). Pro x e [q, 0] totiz plati 

| (-l) ra arctgpc") < arctgdA]") < \x\ n < 

Jelikoz j e rada X HLi M” konvergentni, konverguje dana rada stejnomerne na [q, 0] 
die Vety HUP 

Rada tak konverguje lok alne st ejnomerne na (—1, oo), coz zarucuje spojitost / 
na tomto intervalu, viz Veta Em 

12.5.16. Priklad. Spoctete /'(0), pokud 

sin(l + £) 


Resent. Oznacime 


/»(*) = (-1)' 


„sin(l + %) 
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, , . I „ cos(l + J) I 1 

/„(*) = (~1) V h^-S- 

I ny/n | „ 2 

Tedy na kazdem intervalu tvaru (—q, q), kde q > 0, je fn die Vety |12.3.3| . 
Jelikoz /n(0) = sin(l) konverguje, jsou splneny predpoklady Ve¬ 

ty ??. Tedy fn na {-q, q) a navfc 


Tedy 


/'W = E/»W- xe(-q,q). 




12.5.17. Pfiklad. Urcete definicnf obor funkce 

, (sign(cos x)) n (2 cos(a)) 2 ' 1 




/w = E- 

n=2 

a zjistete, zda je na nem spojita. 

Resent. Polozme 

(sign(cos a))"(2 cos(2a)) 2 ” , . „ (4 cos 2 a)" 

/»(*) = —5-==-= (sign(cosA)) - - 7 . x e R. 

V lo g« V lo g« 

Pokud a e M splnuje |cos*| < \, tj. a e (j, + &7T, k e Z, tak 

I/*(*)! < (4cos 2 a)" , 

a tedy rada i fn(x) konverguje absolutne. Pokud |cos*| > tj. a e (—f, §) + 
kn, k e Z, tak /„( a) 0, a tedy rada Yf£=2 fn( x ) diverguje. Pokud a = | + 2kn 
nebo a = + 2kn, k e Z, pak cos a = | a sign cos a = 1, tedy 

= E -/f= 

“ “ v/log n 

- + 2&7r nebo a = ^ + 2kn, k e Z, pak cosa = — 


diverguje. Pokud a = 
sign cosa = - 1 , a tedy 


E/«w = E 




konverguje die Vety |3.3.l[ Definicni obor / je tak 

W) .[(|.|]u[-|)] + 2te . * sz . 
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Zkoumejme nyni stejnomernou konvergenci na intervalu [ j + e, f]. Zde plati 
(4cos 2 (f + e)) 2n 


\fn(x)\ < - -== -. 

Vlog^ 

pricemz 

(4 cos 2 (| + e)) 

n=2 VHn 

konverguje. Tedy Yfn=2 fn =£ na [ j + s, f ] die Vcty |12.3.3| . 

Na intervalu [§, yy] pouzijeme Vetu |12.3.6| . Rada Yff=2 tot '^ konvergu¬ 

je stejnomerne, pro kazde x e [|, je {(4cos 2 x)”} monotonni a |(4cos 2 x)”| < 
1. Tedy 

£- / " (jr) =S$^ (4co, ^ r 

konverguje stejnomerne na [§, ^]. Tedy Yff=2 fn na (f, ^]- 
Na interv alu postupujeme obdobne. 

Diky Vete |12.1.8| je tak / spojita na £)(/). 

Ukazme jeste, z e 7 fn nekonverguje stejnomerne na ( f, ^]. Kdyby tomu 
tak bylo, tak z Vety |12-1.7| plyne existence vlastni limity 


N N 1 

lim V f n (—\ = lim . 


ni pravda. 


12.5.18. Priklad. Vysetrete bodovou, stejnomernou a lokalne stejnomernou kon- 
veregenci rady 


X^og ^ 1 


x e [0, oo). 


Reseni Jelikoz log(l +t) <t,te [0, oo), mame pro /„(x) = log ^1 + x 2* n 2 ) odhad 

o < f; /„ (x) < f; < 2x f; ^ < oo. 

Tedy Yfn= l n ftyfn ( x ) konverguje na [0, oo). 

Pro libovolny interval [0, q] tez mame odhad 

\fn(x)\ = fn(x)<^, xe[0,q], 

coz die Vety |l2.T3| implikuje stejnomernou konvergenci na [0, q]. 
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Rada vsak nekonverguje stejnomerne na [0, oo), nebot; pro libovolne N e I 
mame odhad 

2N 2N / 0 N \ 2N / ON \ 

= ?‘° S (‘ + - ?'° S (‘ + N* + w) 




2 

5 


Tedy fn nesplnuje Bolzanovu-Cauchyovu podmmku na [0, oo), takze dana 

rada zde nekonverguje stejnomerne. * 


12.5.19. Priklad. Necht; a n e R, n e N, a x 0 € R jsou takove, ze rada 



konverguje. Ukazte, ze pak rada konverguje stejnomerne na [xo> oo). 
Resent. Pro x e [a 0 , oo) mame 

E Ctn @n 1 

n x 2 —‘ n x o n x ~ x o ' 


Jeliko z 71” . =3 a { n x-x 0 } je monotonnf omezena posloupnost, tvrzeni plyne 

zVety |lZ34 * 

12.5.20. Priklad. Ukazte, ze funkce 


/m = E ! 


ma spojitou derivaci na R a spojitou druhou derivaci na (0,27r). 

Resent. Zjevne plati <£)(/) = R. Oznacme f„(x) = a uvazujme rady 

L , cos nx — sinnx 

/* (*) = E 22 ’ E fn go = E ——• 

n= 1 n= 1 n =1 n= 1 

Z odhadu |/„ , (.x)| < a Vety |12.3.3| plyne stejnomerna konvergence rady deri¬ 
vaci na R. Z Prikladu ?? plyn e lokalne stejnomerna konvergence rady fn 

na (0, lit). Z Vety ?? a |12.1.8| tak plyne spojitost f = fn na ® a spojitost 

f" = E^=i /«' na (°’ 2lt )• * 

12.5.21. Priklad. Dokazte, ze Riemannova funkce zeta 

je tridy C°° na (1, oo). 
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Resent Postup uieme ind ukcf. Necht:# > 1 je libovolne. Pak w konverguje, a 
tedy z Pr fkladu |1 2■ 5.1 9| plyne stejnomerna konvergence dane rady na [q, oo). Tedy 
£ je spojita na (1, oo). 

Dokazeme nynf, ze pro kazde k e N U {0} platf 


^(1, 


oo). 


Pro k = 0 vzorec zjevnc platf. Predpokladejmejeho platnostpro nejake k e NU{0}. 
Pak rada 

00 1 _ k +1 

Y- iog_ n 


konverguje lokalne stejnomerne na (1, oo) (viz Prfklad |12.5.19[ ), a tedy platf dfky 
Vete ?? rovnost 

?« +, »w = (t*w)' = (g = g 

Tedy £ je trfdy C°° na (1, oo). * 

12.5.22. Priklad. Zjistete, kde jsou diferencovatelne funkce 


fl A (— 1 )"a . \x\ 


Resent (a) Oznacme 


Necht: N = {—n\ n e N}. Ukazeme, ze 

/'m = E/„'m 


na kazde mnozine tvaru [—q, q]\N. Necht' tedy q > 0 je libovolne. Zvolfme no e 
splnujfcf no > q■ Pak pro a e [— q, q] a n > no platf 

1 < 1 
(n + x) 2 ~ (n - q) 2 ' 


im= E 


(~l) n n 2 
n (n + x) 2 ’ 


Tedy mame 
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pricemz =£> (n+x) 2 — (n-q) 2 a P ro kazde a e [~q,q\ je posloupnost 

| ( n +x)2 } monotonnf. (Vskutku, 


(" + l) 2 


(n+x) 2 ~ (n + 1 + x) 2 


prave tehdy, kdyz 


1 + - 


-> 1 + - 


To vsak nastava prave tehdy, kdyz a < 0. Tedy dana posloupnost je nerostouci, 
pokud x € [-q, 0], a neklesajici, pokud x e [0, q].) Rada Y^T=n 0 fn tak konverguje 
stejnomerne na [—q, q\. Protoze puvodni rada konverguje v bode x = 0, mame 

(fix) - J2 /*'(*)> x e l-q>q\ \ N - 

V 71=1 / 71=710 


Z toho vsak dostavame 


/'W = E/K xe[-q,q]\N. 

n = 1 

Jelikoz q bylo libovolne,je / diferencovatelna naK\ N. 

(b) Z odhadu \g„ (a)| < ^ platneho pro a e [~q, q] vidfme, ze rada definujici 
g konverguje lokalne stejnomerne na TEL Mame 


x^O, 


a tedy pro interval (0, q) plati 


\g'n ( x )| < 


q(n 2 + q 2 ) 


Jelikoz je rada g(n „t g ) konveregentni, Sn na (0. ?)• Tedy 

g' = f^g'n 

n= 1 

na (0, oo). Obdobne odvodime, ze g' = g'n na (-o o, 0). 

Ukazeme nyni, ze g'(0) neexistuje. Diky Vete |12.1.7| mame 

t - Ty . !• gQ 1 ) ~ g(0 ) ,. 1 1 

* +<0) = h'% — i —=g = E ^ 

a obdobne g!_(0) = — X!^=i yi- Tedy g'(0) neexistuje. 
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12.5.23. Priklad. Dokazte, ze plati 


lim — w= lim (i-^Enr 1 ^ 

^i-^n(l+x») f- 1 -a 2 " 


log2 

2 


Resent, (a) Dokazeme nejprve rovonost 


■y'' ( — 1)" 'a” 
«(! + *") 


l°g 2 
2 ’ 


K tomu die Vcty |12.1~7| staa overit stejnomemou konvergenci rady ^o+x'O 

na nejakem levem okoli bodu 1. Avsak X!^=i 4,0 < ,< 1 pro a e 

(0,1) a posloupnost jy^rj je pro kazde x e (0,1) monotonm. (To plyne ze vztahu 


Tedy dana rada konverguje stejnomerne a lze zamenit limitni prechody. Dostavame 
tak 


n(l+x n ) 


= E 


n(l + x n ) 



log 2 
2 ’ 


pficemz posledni rovnost plyne z Prikladu ??. 

(b) K dukazu druhe rovnosti tez pouzijeme Vetu MM a tedy je treba overit 
stejnomemou konvergenci rady 


X>D”- 


pm-*) 

\-x 2n 


na nejakem levem okoli bodu 1. Rada (—1)" m a omez ene castecne soucty. 

Stejnomerna konvergence nasi rady tak bude die Vety |12.3.7| zarucena, pokud do¬ 
kazeme, ze funkce 


fn(x) = 


a"(1 — x) 
1 — x 2n 


jsou pro kazde a e (0,1) monotonm a plati /„ 4 0 na (0,1). Pisme 




A _ ” + 2 + A _ " + 2 



Jelikoz y + j > 2 pro kazde y e (0, oo), mame z predchoziho odhad 
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z ktereho plyne /„ =$ 0. Tez obdrzfme monotonii, nebot' 



Proto dana rada konverguje stejnomerne na (0,1). Jelikoz 
lim /„(*) = —, 

x-n- JnK ’ 2 n 

mame 

)"/»(*) = Xj(-l )" -1 f„(x) = Yj-= yy- 




KAPITOLA 13 


Diferencialni rovnice 


13.0.1. Definice. Diferencialni rovnici rozumime rovnici tvaru 

F(y {n \y (n -'\ ...,y',y,x) = 0, (13.1) 

kde F je realna funkce n + 2 promennych. 

13.0.2. Definice. Resenim diferencialni rovnice ( |l 3.l[ ) rozumime realnou funkci 
y definovanou na nejakem neprazdnem otevrenem intervalu /, ktera ma v kazdem 
bode intervalu I vla stni n-tou derivaci a jejiz hodnoty spolu s hodnotami derivaci 
splnuji rovnici ( |l3.l[ ) v kazdem bode intervalu I, tj. pro kazde x e I plati 

F(y in) (x),y (n ~ l \x), ...,y'(x),y(x),x) = 0. 

Reseni y rovnice ( ]l3.l[ ) je maximalm, pokud neexistuje takove reseni z, pro 
ktere £>(y) c £)(z) a ktere se na £>(y) shoduje s y. 


13.1. D iferencialni rovnice se separovanymi promennymi 

13.1.1. Definice. Rovnice se separovanymi promennymi je rovnice tvaru 

/ = g(y)h(x). (13.2) 

13.1.2. Veta (Lemma o lepeni reseni). Necht; a e M, S, r] e (0, oo) a F je spojita 
funkce na otevrene mnozine G C R 2 . Necht; yi je resenim diferencialni rovnice 

/= F(jc,.v) (13.3) 

na intervalu (a -8, a) a y r je resenim teto rovnice na (a, a + rf). Necht; [a, A] e G a 
plati 

lim yi(x) = lim y r (x) = A. 


Pak funkce 


( yiix), 

x e (a - 8, a), 

y = J a. 

x = a. 

(y r (x), 

x e (a, a + rj) 

je resenim rovnice (|13.3[) na intervalu (a 

— 8,a + rj). 
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Dukaz■ Jediny bod intervalu (a— 8 , a+rj), kdenenfjasne, ze y splnuje rovnici ( gp ), 
je bod a. Pocftejme tedy jednostranne derivace y v bode a pomocf Vety ?? jako 

yL(a) = lim yj(x) = lim F(x, yi(x)) = F(a, A) 
a 

y+(a) = lim y'(x) = lim F(x,y r (x)) = F(a,A). 

Tedy 

y'(a) = F(a,A) = F(a,y(a)) 

a y je fesenfm ( |13.3[ ) na (a — 8,a + rj). ■ 

13.1.3. Veta. Necht: a, b,c,d e M*, a < b a c < d, necht: h : (a, b) ->■ M je spojita 
funkce a g : (c,d) —>• M je spojita a nenulova. Necht; [,i'o, yo] e fa, x ( c,d ). 
Oznacme 


77(x) = 

J h(t)dt, 

x € ( a,b), 

G(y) = 

f y 4r d b 

ho g(0 

y e (c,d). 


Potom existuje prave jedno maximalnf resenf y rovnice ( |13.2[ ) splnujici pod- 
mfnku yfxo) = yo- Definicnim intervalem I tohoto resenf je maximalnf interval ze 
vsech intervalu tvaru (x 0 — 8, x 0 + rj), ktere splnujf (x 0 — 8,x 0 + rj) C (a,b) a 

H(x) e G (fc, d)), xe I. 

Dukaz- Nejprve si povsimneme, ze g nemenf znamenko na (c, d), a tedy G je ryze 
monotonnf funkce na (c,d). Proto je G (( c, d)) otevreny interval obsahujfcf H(x o) = 
0. Dale existuje G -1 (viz Veta ??). Funkce H je spojita die Vety ??, a proto je 
H~ x (G (fc, d))) otevrena mnozina v (a, b) obsahujfcf xo- Die Vety ?? existuje ma¬ 
ximalnf otevreny interval I = (xo — 8, xo + rj) v (a, b ) splnujfcf H(I) c G (fc, d)). 

Dale vfme, ze jsou G', H' spojite (viz Veta ??) a G' = jj je nenulova, a tedy je 
spojita i (G -1 )' = q,* 0-\ ■ Proto je funkce y = G~ l o H spojite diferencovatelna 
na /. Die aritmetiky derivacf a vete o derivaci inverznf funkce (Veta ?? a ??) platf 

y'(x) = {G- l )\H{x))H\x) G , {G -l {H{x))) H '( x ) = g(y(x))h(x), xel, 
tj. y resf na I rovnici P3 ). 

Ukazme, ze / = (xo — 8, x o + ?y) je maximalnf interval s vlastnostmi / c (a,b) 
a H (x) e G ((c, d)) pro xel. Nejprve overfme, ze resenf v nelze prodlouzit vlevo 
od bodu xo — 8. Pokud xo — 8 = a, zjevne nelze interval 8 zvetsit bez porusenf 
vlastnosti 7 C (a, b). Pokud a < x 0 — 8, pak mame 77(x 0 — 8) G((c, d)), protoze 

jinak by byl interval 7 dfky sve maximalite prodlouzen vlevo od bodu xo — 8. To 
ale znamena, ze 

lim^ y(x)= lim^ G~\H{x)) e {c,d}. 




13.1. diferenciAlni' rovnice se separovanymi promennymi 
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Tedy bod 

[x 0 - 8, lim y(x)] ( a , b ) x (c, d). 

*-K*o-'S)+ 

Proto reseni y nelze prodlouzit vlevo od bodu xq — 8. Obdobne bychom ukazali, ze 
y nelze prodlouzit vpravo od bodu xo + rj. Tedy I je vskutku maximalm vzhledem 
k popsanym vlastnostem a y je maximalni reseni. 

Predpokladejme nyni, ze z je jine maximalni reseni ( |13.2[ ) na otevrenem inter- 
valu I C (a, b) splnujici z(x o) = yo- Pak mame 


z\x) 
g(z(x)) - 


x € /, 


a tedy pro x e I mame diky z(x) e (c, d) rovnost 


H[x)= C md, =C£w) d ' 

= _L ds = G (z(x)). (13.4) 

Jy 0 S( s ) 

Protoze z(x) e (c,d), je G(z(x)) e G((c,d)). Tedyje H(x) e G((c,d)). Z maxima- 
lity I mame tedy /C/az ( |13.4| ) dostavame 

z{x) = G-\H{x)) = y{x), x £ /. 

Z maximality reseni z pak plyne 1 = 1. Tedy reseni z splyva s resenim y. ■ 


13.1.4 (Postup pri reseni ( ^3^ )). Necht; f,h jsou spojite funkce realne promenne. 
Pri hledani maximalnich reseni rovnice ( jl3.2[ ) postupujeme nasledujicim zpuso- 
bem. 


(1) Urcime maximalni otevrene intervaly obsazene v D(h). 

(2) Najdeme vsechny nulove body funkce g. Je-li totiz g(c) = 0 , pak na kaz- 
dem intervalu z 1. kroku je funkce y (a) = c resenim rovnice ( |13.2[ ) • Temto 
resenim se rika singularni nebo take stacionarni. 

(3) Urcime maximalni otevrene intervaly, na kterych je g nenulova. 

(4) Vezmeme interval I z 1. kroku a interval J z 3. kroku. Tedy h je spojita 
na / a g je spojita a nenulova na J. Budeme hledat reseni, ktera jsou 
definovana nekde v intervalu / a maji hodnoty v intervalu J. Je-li y(x) 
takove reseni, pak pro nej plati 


/(*) 

?(jW) 


= h(x). 


Necht' H je primitivni funkce k h na / a G je primitivni funkce k funkci 
j na /. Existuje konstanta cel takova, ze plati G(y(x)) = H(x) + c na 
definicnim oboru reseni y, ktery nalezneme v nasledujicim kroku. 

(5) Nym zafixujeme c a nalezneme maximalni neprazdne otevrene intervaly 
obsazene v mnozine 


{x € /; H(x) + c € G(J)}. 
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Na kazdem z techto intervals musf mft resenf tvar 


y{x) = G- x {H(x) + c). 

(Zde G _1 je inverznf funkce ke G. Existuje, protoze G je intervalu J bud 
rostoucf nebo klesajfcf.) 

(6) Z resenf nalezenych v 5. kroku a singulamfch resenf z 2. kroku „slepfme“ 
vsechna maximalnf resenf pomocf Vety |13.1.2| . 


13.1.5. Prfklad. Najdete vsechna maximalnf resenf rovnice y' = yj\ — y 2 . 

Resent. V tomto prfpade mame v rovnici (HJ) h(x) = 1 a g(y) = 

(1) Protoze £)(h) = R, budeme resenf hledat na R. 

(2) Nulove body funkce g jsou 1 a —1. Tedy y = 1 a v = — 1 jsou stacionar- 
nimi resenimi nasf rovnice. 

(3) Maximalnf otevreny interval, kde je g nenulova, je (—1,1). Budeme tedy 
hledat resenf s hodnotami v tomto intervalu. 

(4) Je-li y resenf s hodnotami v (—1,1), platf 


y'(x) 

Vi -y 2 (x) 


Primitivnf funkce k leve strane je arcsin y(x) a primitivnf funkce k prave 
strane je x. Existuje tedy konstanta c e R takova, ze 


arcsin y(x) = x + c. 


(5) Protoze hledame resenf s hodnotami v (-1,1), pro pevne c e R mame 

ydx) = sin(a: + c), x G (-j - c, j - c). 

(6) Lepenfm singulamfch resenf s resenimi z bodu 5 dostaneme pro pevne 
c e R maximalnf resenf 


1 —1, x e (—oo, — j — c], 

sin(% + c), 

1, te[|-c, oo) 


13.1.6. Prfklad. Najdete vsechna maximalnf resenf rovnice y' = x \[y^-■ 

Resent. Zadana rovnice je tvaru ( |13.2[ ), kde h(x) = x a g(y) = %fy*. 

(1) Protoze D(h) = R, budeme hledat resenf na R. 

(2) Nulovy bod funkce g je 0, tedy y = 0 je stacionamf resenf. 

(3) Maximalnf otevrene intervaly, kde je g nenulova, jsou (—oo, 0) a (0, oo). 

(4) Je-li y resenf s hodnotami v intervalu (-oo, 0) nebo (0, oo), platf pro nej 
rovnost 

y\x) 
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Primitivm funkce k leve strane je G(y) = 3yi(x), primitivm funkce k 
prave strane je H(x) = yy. Existuje tedy konstanta cel takova, ze 


3yh*)= y+ c. 

(5) Vezmeme nyni c e M pevne. Pro intervaly J = (0, oo) a J = (—oo,0) 
hledame otevreny interval I c takovy, zc y + c e / pro x e I c - 

• Necht' J = (0, oo). Pak vyse uvedeny pozadavek dava tri moznosti: 

- c > 0, I c = 1 a y c (x) = ^ , 

- c <0, I c = (-oo, -V-2 c) a y c (x ) = > 

- c <0,I C = (V— 2c. oo) a y c (x ) = • 

• Necht' J = (—oo,0). Hledame otevreny interval I c takovy, zc y + 
c C (-oo,0) pro x e I c . Toto je mozne pouze pro c < 0. Pak I c = 



(6) Nalezena reseni z bodu (5) a (2) nyni lze lepit dohromady v bodech osy 
x, protoze 



To nam dava nasledujicich devet ruznych typu maximalnich reseni: 

• y(x) = 0, t e 1, 

• y(x) = ,iel, pro c > 0. 

• pro c < 0, 




X € (-OO,—V—2c], 
x e (—V—2c, oo), 
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> pro C < 0, 

! 0, x e (-oo, -V-2c], 

X € (- V=2c, V=2c), 
0, x e [V—2c, oo). 

> pro Ci,C2,C2 < 0, Cl > C2 > C3, 


y(*) 


0, 

■ w 

°, 


> pro ci,C2 < 0, ci > C2, 




y(x) = < 


2 > 0, Ci > C 2 , 

fo. 


^(x) = 


J§) 


x e (—oo, — V—2ci), 
x € [V - 2ci, — V—2C2], 
x 6 (-V=2^, V=2^), 
x e [V-2 c 2 , V-2c 3 ], 
x e (V-2 c 3 , oo), 

x e (—oo, — V - 2ci), 
x e [-V-2tfi.*-V-2c 2 ], 
x e (—V—2 c 2 , V-2c 2 ), 
x e [V—2 c 2 , oo), 

x e (—oo, —V—2ci), 
x e (-7=2^7, 7=2^), 
x e [V — 2ci, V — 2C2], 
x e (V-2c 2 , oo), 


?(*) = < 0, 


IW 


w 


x e (-oo, — v—2ci), 
x e [V-2ci, V-2 c 2 ], 
x e (V—2c 2 , oo). 



13.2. LINEARNI DIFERENClALNf ROVNICE PRVNIHO RADU 
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13.1.7. Prfklad. Necht: p : (a, b) —» Mje spojita. Najdete vsechna maximalm resenf 
rovnice y' + p(x)y = 0. 


Resent. Rovnici prepfseme do tvaru y' = -p(x)y. Polozfme-li h{x) = —p(x) a 
g(y) = y, vidfme, ze s e jedna o specialnf prfpad ( |l 3. 2[ ) . Resme tedy tuto rovni¬ 
ci metodou popsanou v |13.1.4 

(1) Funkce h(x) = —p(x) je spojita na (a, b), budeme tedy hledat resenf na 
tomto intervalu. 

(2) Existuje jedine stacionarnf resenf, a to y(x) = 0, x e (a, b). 

(3) Maximalnf intervaly, kde je funkce g spojita a nenulova, jsou (—oo,0) a 
(0, oo). Budeme tedy hledat resenf s hodnotami v techto intervalech. 

(4) Je-li y resenf s hodnotami v (—oo, 0) nebo (0, oo), pak y splnuje 


/(*) 

y(x) 


= -p(x). 


Primitivnf funkce k leve strane je log y(x)|. Funkce p je spojita, a tudfz 
ma primitivnf funkci (viz Veta ??). Oznacme ji P. Pak je —P primitivnf 
funkce k —p. Existuje tedy konstanta cel takova, ze 


\og\y(x)\ = c-P(x) 
na definicmm oboru y. 

(5) Protoze M (log) = M, nedostaneme zadnou omezujfcf podmfnku na x. 
Resenf jsou tudfz definovana na celem (a, b) a splnujf 

\y(x)\ = e c -e- p M, 


neboli 

y{x) = ke~ p{x \ xe(a,b).ke M\{0}. 

(6) Nalezena resenf nelze nalepovat, nebot' jsou zrejme vsechna maximalnf. 
Nynf si zbyva uvedomit, ze resenf nalezena v 5. kroku lze spolu se stacionarnfm 
resenfm napsat jako 


y(x) = ke~ PM , x e(a,b),k e R. 


13.2. Linearni diferencialni rovnice prvniho radu 

Budeme se zabyvat rovnicemi typu 

/ + P(x)y = q(x), (13.5) 

kde p.q jsou spojite funkce na danem intervalu (a, b),a,b el*,a < b. Teto rovnici 
rfkame linearni diferencialni rovnice prvniho radu. 
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13.2.1. Veta. Maximalm resenf rovnice ( |13.5[ ) splnujfcf podmmku y(xo) = Jo> kde 
xq e (a, b), yo e R, ma tvar 


y(x ) = ( J* q(t)e p V d? j e~ PM + y 0 e~ p(x \ 


x e ( a,b ), 


kde P je primitivni funkce k p na {a, b) splnujfcf P(x 0 ) = 0. 

Dukaz. Ukazme nejprve, ze y resf rovnici ( |13.5[ ). Dfky Vete ?? je y spojite diferen- 
covatelna. Dostavame tedy 


y'ix) = q(x)e PM e~ PM - p(x)e~ PM (£ q{t)e nt) dl) - p(x)y 0 e~ PM . 

Dale 

p(x)y(x) = p(x)e~ PM d^ + p(x)y 0 e- p ^\ 

a tedy 

y\x) + p(x)y(x) = q(x). 

Zjevne y(x 0 ) = yo- 

Necht: z je nejake jine resenf rovnice ( |13.5| ). Pak u = y — z resf rovnici u' + 
pu = 0. Dfky Prfkladu F3 Tt| existuje c e R takove, ze u{x) = ce p ^ na ( a,b ). 
Protoze u(xo ) = 0, je c = 0. Tedy 0 = u = y — z na (a, b). Tfm je jednoznacnost 
dokazana. ■ 


13.3. Linearni diferencialni rovnice rc-teho radu s konstantnimi 
koeficenty 

13.3.1. Definice. Linearnf diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty je 

rovnice tvaru 

y (n) + a n -iy ( ” _1) + • ■ ■ + fli/ + aoy = fit), (13.6) 

kde ao,, a„-i jsou realna cfs la a / je spojita funkce na danem intervalu (a, b ). 
Homogennf rovnici k rovnici ( Jl3.6[ ) rozumfme rovnici 

y (n) + a„_iy ( " _1) H-f a x y' + a 0 y = 0. (13-7) 

13.3.2. Veta. Necht; to e (a fi) a zo, ■ ■ ■, z«-1 e R. Pak existuje prave jedno maxi- 
malnf resenf y rovnice ( |13.6| ), ktere splnuje podmfnky 

y(to) = Zo,y'(to) = Zi,. ..y (n_1) (f 0 ) = z„- 1. 

Toto resenf je definovano na celem intervalu ( a , fi). 

Dukaz. Polozme 
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a uvazujme soustavu 

4 = *2, 

4 = x 3 , 


x' n = f ~ (a n -ix„ H-1- a 0 x i) 

s pocatecnf podmmkou 

*Oo) = [xi(t 0 ),... ,x n (to)] = [zo,Zi,...,z„-i]. 

Die Vety |13.5.1| ma tato soustava prave jedno resenf x na (a, fi), ktere splnuje po¬ 
cate cnf po dmmku. Pak je zrejme funkce y = x\ H-krat spojite diferencovatelna a 
resi ( |13.6| ). ■ 

13.3.3. Veta. (a) Maximalm resenf rovnice ( |l 3. 7[ ) jsou definovana na celem 
K a tvorf vektorovy podprostor dimen ze n p rostoru £?"(K). 

(b) Necht; y p je maximalm resenf rovnice ( Jl3.6[ ). Pak funkce y je jejfm maxi- 
malnfm resenfm prave tehd y, kdy z ji lze zapsat ve tvaru y = y p + Vh , kde 
yh je vhodne resenf rovnice |13.7| . 

Dukaz. (a) Die Vety |l3.3.2| jsou maximalnf resenf definovana na M. Oznacfme-li 
L : £?"(M) -> C(M) definovane jako 


Ly = y (n) 

+ a„_iy (n 1} + --- + aiy' + a 0 y, 

pak L je linearnf zobrazenf a mnozina resenf rovnice |13.7| je rovna Ker L. Tedy je 
to vektorovy prostor. K dukazu tvrzenf o dimenzi pouzijeme Vetu |13.3.2|- Podle nf 
existujf resenf rovnice |13.7| splnujfcf 

yi(0) = 1 

y 2 (0) = 0 ... y„(0) = 0 

4(0) = 0 

y'(0) = l ... y' n (0) = 0 

y^-^O) = 0 

y(”- 1) (0) = 0 ... 4”- 1) ( 0 ) = l. 

Ukazeme, ze mnozina {y i,.. 

., y„} je bazf prostoru KerL. Nejprve overfme jejich 


linearnf nezavislost. Necht; c\,... ,c n jsou realna cfsla splnujfcf 

ciyi + c 2 y 2 H- Yc n y n =0. 

Pak vsechny derivace funkce vlevo jsou nulove, a tedy 

V* 6 {0,...,b - 1} : c x yf\x) + ••• + c n y ( n k) (x) = 0, tel. 

Dosadfme-li postupne do techto rovnostf bod 0, dostaneme ci = c 3 = ■ ■ ■ = c n = 
0. Tedy jsou resenf {yi, _ y n } linearne nezavisla. 
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Nynf ukazme, ze kazde maxima lnf re senf ( |13.7[ ) lezf v linearnfm obalu techto 
funkcf. Necht; y je maximalnf resenf |13.7| . Polozme 

e, = y(0), C 2 = y'( 0), .... c B = y ( " _1) ( 0) 


a 

z = ciyi H-1- c„y„. 

Pak z je maximalnfm fesenfm rovnice ( |13.7[ ), pricemz platf 

z(0) = ci, z'(0) = c 2 , ..., z (n ~ 1 \0) = c n . 

Z jedno znacno sti maximalnfho resenf s danymi pocatecnfmi podmfnkami plyne 
die Vety |1 3.3. 2| rovnost y = z naM. 

(b) Resf-li y p rovnici (|13.6[) a y /, rovnici ( |l 3. 7[ ) , pak z linearity zobrazenf L 
plyne , ze y p + yh resf rovnici ( |13.6| ) . Obracene, je-li y maximalnf res enf ro vnice 
( |l3.6t ) , pak y — y p e Ker L, tj. y* = y — y p je maximalnf resenf rovnice ( Jl3.7[ ). Tim 
je dukaz dokoncen. ■ 

13.3.4. Definice. Charakteristickym polynomem rovnice ( |13.7[ ) rozumfme poly- 
nom 

/(A) = A" + a n — iA” 1 + ■ • • + aiA + a 0 . 

Bazi prostoru v sech maximalnfch resenf rovnice ( |13.7[ ) nazyvame fundamentalnf 
system rovnice ( |13.7[ ). 

13.3.5. Veta. Necht; Aj,..., A* jsou vsechny ruzne realne koreny charakteristicke- 
ho polynomu / s nasobnostmi n,...,r s . Necht; ai + if} i,...,+ iPi jsou vsech¬ 
ny navzajem ruzne koreny polynomu y s kladnou imaginarnf castf a nasobnostmi 
qi,... ,qi. Pak funkce 


eXlt ' 

te Xl (t), 

fi-igkit' 

e x ’ f . 

te Xs (t), 

t r s -l e X s t ( 

e ait cos Pit. 

te ai ‘ cos Pit, .. 

. t qi ~ 1 e ait cos Pit, 

e“ 1? sin Pit, 

te ait sinPit, .. 

t gi ~ 1 e ait sinPit, 

e“P cos Pit, 

te ait cos Pit, .. 

t qi ~ 1 e a ‘ t cos Pit, 

e a,t sin Pit, 

te ai * sin Pit, 

. t q ‘~ 1 e 0llt sin Pit 

tvorf fundamentalnf sytem rovnice (|13.7[). 



13.3.6. Oznacenf. Mnozinu vsech komplexnfch polynomu znacfme P. 
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13.3.7. Lemma. Necht' coeCaL:P—>-<Pje definovano predpisem L(P ) = 
coP + P'. Potom pro k € N a P e P platf 

L k (P) = J2(% k ~ J P a) - 

7=0 

Dukaz . Dukaz provedeme matematickou indukcf die k. Je-li k = 1, platf L(P) = 
coP + P'. 

Necht; tvrzenf platf pro nejake k e N. Pak pomocf indukcnfho predpokladu a 
identity (*) + dostavame pro k + 1 rovnost 

L {k+x \P) = L(L k (P )) = (*\a) k+1 - j P U) + ( k \a) k ~ j P (j+V> 

7=0 '•J ’ 7=0 ^' 

= co fe+1 P + ^ pU) + ^ k ^ w k-i +1 pO)j + p(*+D 

. w k+ 1P ^ ^ + 1 P 0) + p( fe +D 

| w *+i -j pU ) 

Die principu matematicke indukce tedy tvrzenf platf pro vsechna k € N. ■ 

13.3.8. Lemma. Necht' Q je polynom a to je jeho koren nasobnosti seN. Pak 

Q(co)=Q'(co) = --=Q is - 1 \co). 

13.3.9. Lemma. Necht; co e C je d-nasobny koren polynomu Q(z ) = J2k=o a kZ k 
a P je polynom splnujfcf st P < d. Pak 

Y j a k L k {P) = 0, 
k=0 

kde L(P) =coP + P’. 

Dukaz- Vzhledem k linearite L stacf dokazat pozadovanou rovnost pro polynom 
P(z) =Z l , kde / e {(). d- 1}. Platf 

P a) lz} = jfZTJyZ l - j , 7=0,...,/, P ( %) = 0, j > l. 
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Tedy mame z Lemmatu |13.3.7| 

±a k L*(P) = ±a k Y,(%^P<J> = £,±a k (%*-lp«> 

k =0 k =0 j= o'-''' 7=0 4=7 ^7/ 


jelikoz mame g(<u) = g'(ffl) = = £? (d-1) (a>) = 0 die Lemmatu |13.3.8| . 


Dukaz. Necht' a + //!, a, P € M je s-nasobny koren charakteristickeho polynt 
seN. Polozme 

y(0 = e at (cos ptP 0 (t) + sin f)tSo(t)), 

kde Po, So jsou polynomy, st Po, st So < s. Ukazeme, ze y resi ( p^ ). Plat! 
y'(t) = e at (a cos fitPo(t) + a sin PtS 0 (t) 

- P sin ptP 0 (t) + P cos PtS 0 (t) 

+ cos P tPo (t) + sin p tSg (f)) 

= e°“(cos pt(aP 0 + PS 0 + Pq) + sin Pt(aS 0 - PP 0 + Sq)), 

kde 

P\ = uPq + pSo + Pg, Si = aSo — PPo + S' 0 
jsou polynomy stupne mensiho nez s. 

Pro derivace y tedy plati 

y U \t) = e at (cos PtPj (t) + sinptSj(tj) , j = 0,... ,n, 

kde 

Pj = aPj-i + PSj-i + Pj_ t , Sj = aSj-r - pPj _j + S)_,. 
Dosadime derivace y do ( |13.7[ ) a dostaneme 

Y_ cij y ^ (t) = e at cos P t y cij Pj (t ) + e at sin P t y dj Sj (t). 

7=0 7=0 7=0 

Staci tedy odvodit rovnosti 


X, 


T, a J P J=T, a J S J=°- 

7=0 7=0 
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Oznacme 

Cj = Pj + iSj a co = a — if}. 

Pak mame 

Cj+ 1 = Pj+i + iSj +1 = aPj + f}Sj + Pj + i aSj — ifiPj + iSj 
= (a- ip)Pj + i(a - iP)Sj + Pj + iSj 
= coCj + Cj. 

D efinujem e-li L(P) = coP + P\ potom Cj = L 7 (Co). Mame tak die Lemma- 
tu |pg 

0=J2ajLJ (Co) = J2 a J C J = J2 a i P J + 1 J2 a J S J - 

takze 

Y j a j P j = Y j a j S j = 0. 

7=0 7=0 

Dokazme nyni linearnf nezavislost naseho systemu. Stacf dokazat, ze pokud 
Wi,... ,Wk e C jsou navzajem ruzna komplexni cisla a P\,..., Pk jsou polynomy 
takove, ze 

Vx € (a,b) : Pi(x)e mx + P 2 (x)e (02X + ••■ + P k (x)e^ x = 0, 
potom Pi = P 2 = ■ ■ ■ = Pk = 0. 

Dukaz provedeme matematickou indukci die k. Pokud k = 1 a pro kazde 
x e ( a,b ) plat! P\(x)e miX = 0, pak nutne Pi(x) = 0 pro kazde x e ( a,b ), a tedy 

Pi= o. 

Predpokladejme, ze tvrzem plat! pro k e N. Povsimneme si nejprve, ze pokud 
P je polynom a co e C \ {0}, pak 

(P(x)e‘ ox Y = P'(x)e c0X + P(x)coe 0>x 

= (P\x) + (oP{x'))e <ox = R(x)e mx , 
kde je polynom stejneho stupne jako P. 

Predpokladejme nyni, ze 

Vx e (a,b) : PiCxje® 1 * + ••• + P k+l (x)e a ^ x = 0, 

tedy 

Vx e (a,b) : Pi(x)e (a,1-a * +l) * + ••■ + P k (x)e io}k - 0)k + l)x + P k+1 (x) = 0, 

Po opakovanem derivovani dostaneme 

Vx e (a,b) : Ri{x)e^ l ~ ( ° k + l)x + ••■ + R k (x)e {o>k -° >k + l)x = 0, 

kde st R\ = st P\ __ st R k = st P k . Podle indukcmho predpokladu musi byt Ri = 

R 2 = ■ ■ ■ = R k = 0, a tedy Pi = P 2 = ■ ■ ■ = P k = 0. Potom 
Vx e (a,b) : P k+ i(x)e^+ lJ: = 0, 


a tedy i P k +i = 0. 
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13.3.10. Veta. Nech£ 

/(f) = e ^ • ( P{t ) cos vt + Q(t ) sin vt), 

kde /i,veiaP,j2 jsou polynomy. Pak existuje reseni rovnice ( |13.6[ ) ve tvaru 
y (t) = f m e /x/ • (R(t) cos vt + S(t) sin vf), 

kde R, S jsou vhodne polynomy stupne ne vetsiho nez max st/stgameNUjO} 
udava, jakou nasobnost ma cislo /i + i v jakozto koren charakteristickeho polyno- 
mu. 

13.3.1. Metoda variace konstant. 

13.3.11. Lemma. Necht; y\,...,y n tvori fundamentalni system rovnice ( |13.7[ ). Pak 
je matice 



regularni pro kazde t e R. 

Dukaz. Pokud U(U )) neni regularni pro nejake to e R, pak existuje d e R” nenulove 
takove, ze U(to)d = 0. Polozme 

Zi = diyi + - 1 - d n y n . 

Potom z resi rovnici ( |13.7[ ) a splnuje 

Z(t 0 ) = diyi(to) H - f d n y n (t 0 ) = 0, 

z'ito) = diy[(to) H-1- d„y' n (to) = 0, 


= d iy ( r l hto) + • • ■ + d n y%- l \t 0 ) = 0. 

Podle Vety |l3.3.2| mamez = OnaR. Funkce yi,...,y n tvori fundamentalni system, 
a proto je d\ = ^2 = ■ ■ • = d n = 0. To je ale spor s nenulovosti vektoru d , cimz je 
dukaz dokoncen. ■ 

13.3.12. Hledejme reseni rovnice ( |13.6[ ) ve tvaru 

y(t) = ci(0yi(0 H-f c n (t)y n {t), t e (a,b), 

kde ci,..., c„ jsou spojite diferencovatelne funkce na (a, b) a {y x ,y n } je funda¬ 
mentalni system rovnice ( |13.7[ ). Pocitejme 

y'(t) = c\y[ + ••■ + c„y' n +c[yi + --- + c' n y n 

a polozme cjyi H- V c' n y n = 0. Dale 

y"(t) = Ciy'l + • • ■ + c„y" + c' x y' x + • ■ ■ + c' n y' n 
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a opet polozime c\y\ H-1 -c' n y' n = 0. Pokracovamm tohoto procesu se dobereme 

az k rovnici 


y (n) = cur + • • ■ + c n yr + *tVi 

Dosadfme do ( |13.6[ ) a dostaneme tuto sadu podmmek: 

c'ui H-1- c ' n yn = 0, 


An) , 




(„-l) , 


neboli 



Tedy cf spocteme ze vzorce 


c'i(t) = (det U(t)r 1 


y i(0 

/t(0 




Ji-l(0 0 Ji + l(0 ... y n (t) 

y'i-i(t) o y r i+ x (t) ••• y'n(t) 

yt T 2) (0 o y-"7 2, (0 ... >>" 2) (0 

^" 7 X) (0 /(0 ••• ^" _1) (0 


13.4. Soustavy diferencialnich rovnic 

Uvazujme soustavu diferencialnich rovnic 
x\ = 

A = Mf,xu...,x n ) 

x'„ = f n (t,xi,...,x n ), (13.8) 

kde fi,i = 1,..., n, jsou dane funkce definovane najiste neprazdne otevrene mno- 
zine G Clxl". Vektorovy tvar je 

x'(t) = 

kde *(/) = tdCO, • • ■ ,Xn(t)], x'(t) = [*1(0,.. • ,*;(0] a / = [/!,.... /„]• 
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13.4.1. Definice. Resenfm soustavy ( ]13.8[ ) rozumfmc vcktorovou funkci x = [jcj ,..., 

definovanou na otevrenem neprazdnem intervalu / s h odnotami v M” takovou, ze 
pro kazde t e J existujf x'-( t), i = 1_ ,n, a platf ( |13.8| ). 

Pocatecni ulohou pro ( |13.8[ ) rozumfmc ulohu, kdy hledame resenf ( |l 3. 8[ ) spl- 
nujfcf navfc predem zadanou podmfnku x(to) = ac°, kde [to, at 0 ] e G (teto podmfn- 
ce se rfka pocatecni podmmka). 

Maximalnf resenf soustavy ( |13.8[ ) je takove resenf x definovane na intervalu 
J, ktere jiz nelze prodlouzit, tj. je-li y resenf definovane na intervalu I, J C I a 
y(f) = x(f) pro kazde t e J, pak J = I. 

13.4.2. Poznamka. Mejme rovnici 

j w = h(t,y, y c " _1) ). (13.9) 

Uvazujme soustavu 

x[ = X2, 

x' 2 = x 3 , 

x' n —i = x n , 

x' n = h(t,x i,...,x n ). (13.10) 

Pokud x resf ( |l3.10| ),pak x\ resi ( |13.9| ). Obracene, pokud y resf ( |13.9| ), pak [y,,.., y^ 1 ' 
resf ( |m0| ). 

13.4.3. Definice. Necht; (P, p ) a (Q,a) jsou metricke prostory. Rekneme, ze mno- 
zina F zobrazenf P do Q je stejne spojita, pokud platf 

Vx e P Ve e M, e > 0 E<5 e R, 8 > 0 Wy e B p (x, S)V/ef: f(y) e B a (f(x), s). 

13.4.4. Je jednoduche si rozmyslet, ze kazda konecna mnozina spojitych zobrazenf 
je stejne spojita. 

13.4.5 (Prostor 'C ( K, X)). Necht; K jc kompaktnf metricky prostor a X je Banachuv 
prostor. Pak symbol GiK, X) znacf mnozinu vsech spojitych zobrazenf K do X. 
Polozfme-li 

(/ + g)(x) = f{x) + g(x), xeK, fseGi^X), 

(af)(x) = af(x), x e K, a e R, / e G(K, X ), 

obdrzfme die Vety ?? vektorovy prostor. Necht; / e ~G(K, X). Pak <K{f) je kom¬ 
paktnf mnozina v X (viz Veta ??), a tedy omezena (Veta ??). Proto ma smysl polozit 

ll/lle(^) = ll/lloo = sup H/MIUr. 

xeK 

Je lehke si rozmyslet, ze || - ||oo je vskutku norma na G{K, X ). 

Dale si uvedomme, ze prostor ~€ (K, X) je v teto norme dfky Vete ?? uplny.Jedna 
se tedy o Banachuv prostor. 
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13.4.6. Veta (Arzela-Ascoli). Necht: (K , p) je kompaktnf metricky prostor a f C 
'€(K, R"). Pak !F je relativne kompaktnf v 'C ( K, R") prave tehdy, kdyz je omezena 
a stejne spojita. 

Dukaz. <= Necht; {/„} je posloupnost v !F. 

Krok /.Necht' nejprve n e N je pevne. Pro kazde x e K najdeme r x > 0 takove, 

V/eFVje B(x, r x ): ||/(x) - /(y)|| < (13.11) 

Dfky kompaktnosti lze pouzft Vetu ?? k vyberu konecne mnoha bodu x",..., x£ C 
K takovych ze 

k„ 

Kd\jB{x?,r x n). 


Krok 2. Nynf polozme 


C = {*?; i e {1 ,...,k„},n e N}. 

Diagonalnfm vyberem pak vybereme podposloupnost { f nj } z posloupnosti {/„} 
takovou, ze posloupnost { f nj (c)} je cauchyovska pro kazde c e C. Ocfslujeme totiz 
prvky C jako C = {c/; / e N} a induktivne sestrojfme nekonecne mnoziny N\ D 
N2 D • • • v N takove, ze pro kazde / e N je posloupnost {f n (ci)\ n &N 1 cauchyovska 
vR". 

V prvnfm kroku vyuzijeme omezenosti {fn( c \)}n&N a najdeme nekonecnou 
mnozinu N\ C N takovou, ze posloupnost {f n (ci)} n eNi j e cauchyovska. 

Mejme nynf nekonecne mnoziny Ni D N 2 D ■■■ D Ni, pro ktere je posloup¬ 
nost {f n (ci)}neNi cauchyovska pro kazde i e {1./}. Opet pouzijeme omeze¬ 

nosti {fn(ci+i)} n eNi a vybereme nekonecnou mnozinu Ni +1 C A; takovou, ze 
{fn(ci+i)} n eNi +1 je cauchyovska v X. Tfm je konstrukce mnozin ukoncena. 

Nynf induktivne najdeme indexy m < 112 < ••• takove, ze «/ e A; pro / e N. 
Zvolme nejprve libovolne «i e N\. Mame-lijiz vybrane prvky m <n% < ■■■ <ni, 
dfky nekonecnosti mnoziny A/ +1 lze nalezt «/ +1 e A; +1 ,7t; +1 > «/. 

Povsimneme si nynf, ze pro kazde / e N jsou indexy nj, j > /, obsazeny v A;. 
Tedy {f nj (c7)}jA, je od indexu «/ vybrana z {/ n (c7)J„ € v,, a tedy tez cauchyovska. 

Krok 3. Ukazme, ze {f nj } je cauchovska v '€(K, R"). Zvolme s e R, s > 0 a 
najdeme n e N takove, ze ^ < e. Protoze jsou posloupnosti 

{f nj {x1)}f =l ,...,{f nj {x n kn )}f =l 
cauchyovske, existuje jo e N takove, ze 

Vy, j' e N, j, f > jo Vi e {1 : IHy (x") - /«,.,(*") |j < e 
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Mejme nyni x e K dano. Najdeme takove i e {1,..., k n }, ze x e B(xf, r x n). Pak 
pro j, j' > j 0 plati diky ( |l3.1l| ) 


II fnj OO - fnj, (X )|| < || fnj 0) - fnj Of )|| + || fnj Of) - Of) || 

+ »/ V Of) - /»,,(*)« 


< - + e + - < 3e. 


n n 


Tedy pro j, j' > y'o plati 

II fnj ~ fnj, Hoc = Sup ||/«,(*) - W|| < 3e. 


Krok4. Z dane mnozinyjsme tedy vybrali cauchyovskou podposloupnost {f nj }. 
Protoze je X) uplny, je tato podposloupnost konvergentnf. A tedy je T rela- 

tivne kompaktm. 

=> Necht' S 7 je relativne kompaktnf mnozina v R"). Pakje S 7 kompaktnf, a 

tedy omezena. Proto je i !F omezena v R"). Ukazme dale, ze je stejne spojita. 
Mejme tedy dano s e R, s > 0. Protoze je S 7 kompaktm, je totalne omezena, a tedy 

existujf funkce f\,... f n e S 7 takove, ze mnozina {/i,-/„} tvori konecnou e-sit; 

v F. Jelikoz je } konecna, je stejne spojita die |13.4.4| . Mejme nyni dano 

x e K. Najdeme tedy 8 e (0, oo) splnujici 


WyeB(x,8) Vi e n}:\\My)-Mx)\\< a. 


Vezmeme nyni libovolne / 6 f. K nemu nalezneme i e splnujici || f — 

f ||oo < £• Pak pro y e B(x, 8) plati 

11/00 - /0)l < I/O) - fi(y)\\ + II My) - ft WII + I/O) - /toll < 3s. 


Tedy S 7 je stejne spojita. 


13.4.7. Lemma. Necht; G C R x R" je otevrena neprazdna mnozina, / : G —► R" 
je spojita na G a [7 0 ,x q 1 e G. Pak x : / -»• R" resi na otevrenem intervalu I 
obsahujicim to rovnici ( |13.8[ ) s pocatecni podminkou jc (to) = x 0 prave tehdy, kdyz 
je x spojite, [t,x{t)] e G pro (e/a pro kazde t e I plati 



Dukaz. =4 Je-li x reseni, pak x(to) = Jto> [/, *(7)] e G a 


x'(t) = f(t,x(t)), tel. 
Pro t e I dostavame integraci od to do t vztah 



'to 


neboli 


:(/) =x 0 + f f(s,x(sj)ds. 
Jt 0 
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4= Necht: x je spojite zobrazenf s popsanymi vlastnostmi. Protozeje zobraze¬ 
nf .y i-> f (s, x(s)) dobre definovane a spojite, diky Vete ?? je x diferencovatelne 
zobrazenf a platf 

x'(t) = /(t,x(t)), tel. 

Zjevne x(t 0 ) = x 0 . ■ 

13.4.8. Veta (Peanova veta o existenci). Necht' G C 1 x i" je otevrena neprazd- 
na mnozina, / : G -*■ R” je spojita na G. Pak pro kazde [to,xo] e G existuje 
maximalnf resenf rovnice ( |13.8[ ) splnujfcf x(to) = Xo- 

Dukaz. V prvnf casti dukazu budeme hledat resenf definovane na nejakem otevrenem 
intervalu obsahujfcfm to- 

Krok 1. Rozmysleme si, ze resenf stacf hledat na nejakem intervalu tvaru [to, to + 
e] (Resenfm na tomto in terva lu rozumfme spojite zobrazenf x : [to, to + £ ] R" 
splnujfcf jc( to) = x° a ( |13.8[ ) na (to, to + £))• Mejme totiz vyresenou takovouto 
ulohu. Pak lze uvazovat ulohu s obracenym casern 

x' = -/(-t, x), x(-t 0 ) = x°. (13.12) 

Je-li <p(t) resenf ( |13.12| ) na intervalu [—to, —to + £ 2 ] a xfr(t) je resenf ( |13.8| ) na [to, to + 
ei] s pocatecnf podmfnkou i//(to) = xo, pak 

x ( t) = { e [ f o- £ 2,to], 

|i/f(t), t e [t 0 , t 0 + £ 1 ] 

je resenf ( ]13.8| ) splnujfcf x (to) = xq. 

Krok2. Vezmeme a, b e (0, 00 ) takove, ze 

K = [t 0 , t 0 + a] x 5(x°, b) C G. 

Protoze je K kompaktnf, je die Vety ?? zobrazenf / na K stejnomerne spojita a 
omezene (viz Veta ??). Tedy existuje L e R, L > 0 takove, ze 

||/(t,y)|| < L, t e [t 0 ,t 0 + a\,y e B(x 0 ,b). 

Polozme 

c = min {a, —}, I = [t 0 , t 0 + c] 
a 

3T = {y : I ^ R»; (y(t 0 ) = x°) & (||jr(f) - y(s)\\ < L\t - s\, t ,s e /)}. 

Krok 3. Povsimneme si, ze 3> sestava z L-lipschitzovskych zobrazenf, a tedy se 
jedna o stejne spojitou mnozinu. Dale platf 

Wy e F Vt € I : ||y(t) — x°|| = ||y(t) - y(t 0 )|| < L\t - t 0 | <Lc<b. 

Tedy F je mnozina omezena vC(/, R B ). Snadno se pak overf, ze je uzavrena. Tedy 
je die Vety ?? kompaktnf. 

Krok 3. Definujme F : 3< -*■[ 0, 00 ) jako 

F(y) =max|y(t)-x 0 -^ f(s, y(s)) ds|| = ||y(t) - x° - ^ /(s,j(j))ds| . 
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Zobrazenf F je dobre definovane. Zobrazenf m / (.s', y(.s)) je totiz spojite na I, a 
tedy je die Vety ?? spojite i zobrazenf 





Protoze je norma spojita funkce na R", je funkce 



spojita na I. 

Krok4. Nynf ukazeme, ze je zobrazenf F spojite na F. Mejme tedy dano s e R, 
s > 0. Dfky stejnomerne spojitosti / na K existuje 8 e (0, e) takove, ze 


V[f, z], [f', z']eK: (|t -t'\<8& ||z - z'|| < 8) => |[/(t, z) - f(t', z')|| < s. 
Necht' yi,y2 e F, ||yi - y 2 ||oo < S. Pak mame sup i6/ ||yi(j) - j 2 (^)|| < 8, a tedy 



tei Jto 

'o+ c 

eds = e(l + c ). 



Tfm je spojitost F ukazana. 

Krok5. Jelikoz je F spojita funkce na kompaktnf mnozine, nabyva sveho mini¬ 
ma v nejakem bode x e F. Zbytek dukazu bude venovan overenf F(x) = 0, coz 
die Lemmatu |13.4.7| stacf k nalezenf resenf na intervalu I. 

Krok6. Nynf zkonstruujeme funkce {xk}^L 1 v F splnujfcf F(xk) —» 0. K tomuto 
ucelu vezmeme k e N pevne. Induktivne sestrojfme zobrazenf Xk : / -*■ B(x°,b ) 
takove, ze Xk e F a F(xk) < . 

Polozme nejprve 


x k (t) = x°, te[f 0 ,fo + || 


Dale definujme 



Predpokladejme nynf, ze pro nejake j € {2 — 1} je zobrazenf Xk defino¬ 

vane na [to, to + x] a splnuje 



(13.13) 
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Pak mame z ( |13.13| ) 

|#-a: fc (0j] '** ||^ +c /Cr- p*jfc(J-^))dy|j 

< / 

Jt 0 + 


Tedyje zobrazenf si->/ (s— r,x k {s — jr)) dobre definovane na ( f o + ] 

a muzeme polozit 

x k (t) = x k {t 0 + y) + J jc f(s-~,x k (s-~))ds, 7 € (y, ^ + — ]■ 

Pak zrejme platf 

x k (t) = x° + Jt c /(s- pXfcfc- |))ds, t e (y, ^ + — ji- 

Tim je konstrukce zobrazenf na celem intervalu [7o, ?o + c] ukoncena. Povsim- 
neme si, ze z konstrukce vyplyva rovnost 


*fc(0 = { 


7 e [7o, 7o + §], 

| *° + // 0 +| /( J — — §)) ds, 7 e (7o + 7o + c] 

Po substituci s — t- = u obdrzfme rovnost 


*k(t) = 


| *°, 7 e [?o, to + j], 

1 *° + /to A /(“- **(«)) du, 7 e (? 0 + f,7 0 + c] 


(13.14) 


(13.15) 


Krok 7. Ukazeme, ze x k e K. K tomu je treba overit L-lipschitzovskost x k . 
Mejme tedy dany body t,s e [to, to + c] splnujfcf 7 < s. Pokud t,s e [7o,7o + §], 
nerovnost 

II**C0-*ifc(*)l < L(s-t) 

zjevne platf. Pokud 7o + f < 7, pak mame z fll3.14[ ) odhad 

11**00-**-(011 < f ||/(M-pJCfc(M-|||jjti»<T(y-7). 

Pokud 7 < 7o + | < s, pak 

I*fcC0 -**(011 = / f(u - C -r,X k {u - y))d u\ < L(s - t 0 - y) < L(s - t). 

ptQ+| K K || K 

Tedy x k e !F. 

Krok 8. Nynf oveffme, ze 


Lc 
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Necht: t e [? 0 , t 0 + c] je dano. Pokud t e [t 0 , t 0 + f ], pak 

| X k (t)- X °-J t f (s,Xlc(s)) dj|| — Jt 11/ (x,Xjfc(.s)) II ds -~Y- 
Pokud t e [f 0 , t 0 + |], pak 


II — jc° — f /(j,xjfc(js))ds|| = f f(s,x k (s))ds - [ f(s,x k (s)) dJ 
II Jt 0 II \\Jt 0 Jt 0 

< J c |[/(s,x*(,y)))| ds < 


Tedy 

F(x k ) = max^x k (t) - x° - Jt f(s, x k (s)) ds || < 

Funkce x tedy splnuje 

x(t)=x°+f f(s,x(s))ds, 

Jt 0 

a tedy na inter valu / resi rovnici ( |13.8[ ) s pocatecm podmmkou x(f 0 ) = x° (viz 
Lemma Hgg ). 

Hledejme nyni nejake maximalm reseni prochazejici bodem [t 0 , x 0 ]. Polozme 
.A = {x; x resi ( |13.8| ) a x(f 0 ) = x 0 }. 

Definujme na A castecne usporadani vztahem 


x < y 44 grafx C graf y. 

Pokud Ic je rctez ec, jc (J -R horni zavora SI. Maximalm prvek x e A je potom 
maximalmm resenim ( ]l 3. 8[ ) , ktery splnuje x(fo) = x°. Tim je dukaz dokoncen. ■ 


13.4.9. Veta (Picard). Necht' G C t x I" je otevrena neprazdna mnozina, / : 
[t, x ] —x / (t, x) e R" je spojite zobrazeni na G a je „lokalne lipschitzovske v x“, tj. 
pro kazdy bod [?, x] e G existuje e e R, e > 0 a L el takove, ze pro kazde dva 
body [s.x 1 ], [e.x 2 ] e 2?([t,x],e) mame 

||/(«.x 1 )-/(a,x 2 )|| <L-;|#-x 2 ||. 

Jestlize [to, x°] e G, potom existuje prave jedno maximalm reseni x rovnice ( |13.8| ) 
splnujici x(fo) = x°. 

13 .4.10. Poznamka. Pokud / jetridyG 1 na G, potom / splnuje podminky Ve- 
ty |13.4.9| . Staci totiz pouzit Vetu ?? o prirustku vektorove funkce. 

Dukaz. Krok 1. Pro [t 0 , x°] e G nalezneme Lae svedcici o lispchitzovskosti / ve 
druhe promenne na B(x°, e), tj. 

Vk x 1 ], [j, x 2 ] e B([t 0 , x°], e) : ]/(.v.x') - f(s, x 2 )|| < L fx 1 - x 2 ]j. 
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Navic muzeme predpokladat, ze existuje K e R splnujici 
V[s,x]EB(lt 0 ,x 0 ],8):\f(.s,x)\<K. 

Zvolme 8 e (0, §) takove, ze 

2L8 < 1 a K8< E ~. 

Polozme I = [to — 8, to + 5]. Pak mame 

/xB(*°,|)C J([i 0 ,*V)cG. 

Krok2. UvazujmeBanachuvprostorG(/,M")ajehopodmnozinuM = B(g°, §), 
kde g°(t ) = x°, tel. Pak M je uzavrena podmnozina uplneho prostoru '€([. R"), 
a tedy je sama uplna (viz Veta ??). Definujme zobrazeni T : M —* M predpisem 

Tx(t) = x°+[ f(s,x(s))ds, t e I,x e M. 

Jt 0 

Ukazme, ze T je dobre definovano. Pokud x e M, pak 

[s,je(j)] e I x B(x°, |) c G, s e I. 

Funkce 5 i-> / (a, jc(^)) je spojita na I, a tedy Tx e G(7, M”). Dale plati 

||7 , *(0-«’°(0|| = ||^ /(j,*(j))dj|| < ^ ||/(j,x(5))|| ds 

<K8<^, tel. 

Odtud mame || T’jc — g°j jg |,a tedy Tx e M. 

Krok3. Dale overime, ze zobrazeni T je kontrakce na prostoru M. Pro x, y e M 
totiz mame 

l|T*-7>§#sup|| f f(s,x(s))ds- f f (s,y(s)) dill 

tel II Jt 0 Jt 0 || 

<sup( $f(s,x(s))-f(s,y(s))][ ds 

tel Jt 0 

< sup / L Har^) — y(5')|| ds 

tel 'to 

<L-28 ||je -y\\. 

Protoze 2L8 < 1, T je vskutku kontrakce. 

Krok 4. Pouzitim Banachovy vety o kontrakci ?? najdeme jednoznacne urceny 
prvek x e M splnujici Tx = x, neboli 

x(0 = *°+ f f(s,x(s))ds. 

't 0 

Die Lemmatu |13.4.7| je x reseni ( |13.8[ ) s pocatecni podminkou jc(f 0 ) = x 0 . 
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Krok 5. Ukazme, zeresenf jc je urceno na okolf bodu to jednoznacne, tj., je- 
li y : J —» R" resenf ( |13.8[ ), kde / je otevreny interval obsahujfcf to a y (to) = jc°, 
pak jc = y na nejakem otevrenem intervalu obsazenem v J Pi f. Mejme tedy takove 
resenf y : J R B . Vezmeme 8 e (0,5) takove, ze [t 0 -5,t 0 + 5] C J a Jjy(f) - jc°| < 
| pro kazde t € [to — 8, to + 5], Polozfme I = [to — 8, to + 8] a uvazujme objekty 
"€(/, M"), Mat definovane analogicky jako v predeslem. Predchozf postup dava, 
ze existuje prave jedno x e M takove, ze Tx = x. Protoze jc|j, y\j e M a splnujf 

jc| 7 = f(x| 7 ), y\j = T(y\j), 

platf dfky jednoznacnosti ic rovnost jc | 7 = y | 7 . _ 

Krok 6. Stejne jako v duka zu Peanovy vety |13.4.8| najdeme nynf maximalnf re¬ 
senf jc : / —»• K" rovnice ( |13.8| ) s pocatecnf podmfnkou jc(fo) = jc°. 

Krok 7. Ukazme jedn oznac nost tohoto maximalnfho resenf. Necht; y : / —»• R" 
je jine maximalnf resenf ( |13.8[ ) splnujfcf y(t 0 ) = jc°. Oznacme 

S = {teIDJ; x(t) = y(t)}. 


Ze spojitosti resenf je S uzavrena v / fl /, dfky Kroku 5. je mn ozina S otevrena v 
I n J. Mame-li totiz s e S, pak na nejakem okolf s ma rovnice ( |l 3. 8[ ) pouze jedno 
resenf prochazejfcf bodem [.s', jc (.',')]■ Na tomto okolf se tedy resenf jc a y rovnajf. 
Nakonec si uvedomfme, ze S je neprazdna dfky bodu to- Protoze je mnozina I PJ 
souvisla (viz Veta ??), platf S = I P J die Vety ??. 

Nakonec ukazme, z e I = J. Pokud by existoval / \ J ^ 0, pak by funkce 


(jc(0> teI\J, 

(y(0. teJ 


byla resenfm striktne vetsfm nez y, coz by byl spor s maximalitou y. Tedy I C J. 
Analogicky pak odvodfme J C /. Tfm je dukaz dokoncen. ■ 

13.4.11. Lemma. Necht; jc je resenf ( |13.8[ ) na intervalu (a, y8) s pocatecnf podmfn- 
kou Jc(t 0 ) = x°. Pak jsou nasledujfcf tvrzenf ekvivalentnf. 

(i) Existuje s e M, s > 0 takove, ze resenf jc lze prodlouzit na interval (a, P + 

s); 

(ii) Existuje posloupnost {?„} lezfcf v (a, P) a y e R" takove, ze 

Yvtn\t n , x (tnj\ = [P, y] e G. 


Dukaz. (ii) =>■ (i) Existuje-li resenf Jc rozsirujfcf jc za bod P, pak pro kazdou po¬ 
sloupnost {t m \ konvergujfcf k P platf 

Yimjtm,x(t m )\ = \P.x(P)] e G. 

(i) =t> (ii) Necht; \t m \ a y splnujf podmfnku popsanou v (ii). Ukazeme nejprve, 
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Zvolme S e R, S > 0 takove, ze 

[P-8,P]xB(y,8)cG 

a necht; Mel splnuje 

sup{/([f, z|); [t , z] e W ~ Ml x B(y , 5)} < M. 

Predpokladejme, ze ( |13.17[ ) neplati. Z Heineovy vety (viz Veta ??) existuje po- 
sloupnost{T„}v(a!,/3)konvergujicik/J acisloy el,y >0takove,ze \\x(r m ) — y || > 
y. Bez ujmy na obecnosti lze predpokladat, icy < S. Postupnym vybiranim clenu 
posloupnosti {f„} a {r„} lze zaffdit, aby t\ < t\ < ?2 < T 2 < • • • a ||x(7 n ) — y || < y. 
Pro neN polozme 

s„ = inf {t e [t„,z n ]; ||x(f) - y\\ > y}. 

Pak ,y„ e (f„, r„] (mame ||x(t„) — y || < y a funkce t ||x(t) — y|| je spojita v f„). 
Ze spojitosti funkce t i->- ||x(f) — y|| dostavame ||jc(j) — y|| > y. Pokud by tato 
norma byla vetsi nez y, byla by vetsi i na nejakem okoli bodu s„. Tedy by existoval 
bod t nalevo od s n splnujici ||jc(?) — y|| > y, coz je spor s definici infima. Tedy 

lk(^)-3 ; ll = y- 

Dale plati ||jc(?) — y || < y pro t e [f„, s n ]. To nahledneme opet sporem; pokud 
by || jc (?) — y || > ypronejakef e [t n ,S n ), dostali bycbom znovu spors definici bodu 
s„ . Tedy 

Vr e [t„,s n \: ||x(0-y||| < y <8. 

Pak ale mame [s, jc(a , )| e [fi — S, yS] x B(y,S ) pro s e [f„, s„], a tedy 
y = \\x(s n ) - y\\ < IjtCs,) - x{t n )\\ + ||jt(f„) - y\\ 

</ ||y (j, jc(j)|| ds + \\x{t n )-y\\ 

< M ||s„ - ;„ || + || x(t n ) -y ||. 

Tim dostavame spor, nebot; prava strana konverguje k 0 pro n jdouci do nekonecna. 
Tedy plati ( |13.17[ ). 

Nyni uvazujme nejake reseni y ulohy ( |13.8| ) na intervalu — s, ft + s) s poca¬ 
tecni podminkou x(fi) = y. Pak je funkce 

z o )= (*( f ). fe («’£)’ 

\y(t), te[fi,p + e). 

prodlouzenim reseni x za bod ft (viz Lemma |13.1.2| ) . ■ 

13.4.12. Veta. Necht; x : (a, fi) ->■ R" je reseni ( |13.8| ) s pocatecni podminkou 
jr(fo) = x°. Necht; f Cl" je kompakt takovy, ze [to, /8] x K c G a necht; existuje 
posloupnost {t n } konvergujici k a spl nujic i x(t m ) e K. Pak existuje s e R, s > 0, 
a reseni y : (a, + s) —» R” rovnice ( |l 3. 8| ) s pocatecni podminkou y (to) = x° 

shodujici se na (a, fl) sx. 
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Dukaz. Mejme posloupnost {?„} konvergujici k P a splnujici x (t m ) e K. Protoze 
K je kompaktnf, lze po cvcntualnfm v yberu p odposloupnosti predpokladat, ze 
x(t n ) —> y pro nejake y e K. Lemma |13.4.11| tedy dava rozsirem reseni za bod 


13.4.13. Lemma (Gronwallova nerovnost). Necht; funkce x je spojita na intervalu 
[a, P), a e M, P e M*. Necht; existuji cisla a,b,c e R, b > 0, c > 0 takova, ze pro 
kazde t e [a, P) plati 

x(t) <a + i: (bx(s) + c ) ds. 

Pak pro kazde t e [a, P) plati 

u(t)< (a+ C -)e b «- a \ 


Dukaz. Oznacme 


y(t) 


= a + f‘ 


{bx{s) + c ) ds, 


t e [a.P). 


Plati 

y(a) = a a y'(t) = bx(t) + c < by(t) + c, t e [a, P). 

Proto take 

y'(t)e~ bt < by(t)e~ bt + ce~ bt , t e [a,P). 

Odtud plyne 

( y(t)e~ bt ^ < ce~ bt , te[a,P). 

Pouzitim Vety ?? a upravou postupne dostavame pro kazde s e [a, P) 
j" (y(t)e~ bt ) d t < f ce~ bt d t, 

y(s)e~ bs - y(a)e~ bot < - C -e~ bs + C -e~ ba . 

b b 

Odtud jiz dostavame 

*(j) < y(s) <a + e b (s - a) - + C -e b < (a + |) 

pro kazde s e [a, yS). ■ 

13.4.14. Veta. Necht;/jeotevreny interval a G = /xl". Necht; pro kazdy uzavreny 
omezeny interval J C / existuji nezaporne konstanty Mj,Lj takove, ze 

V[M] 6/xM”: ||/(L*)< <Mj+Lj §*§ . 

Pak je kazde maximalni reseni ( |13.8[ ) definovano na celem /. 
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Dukaz. Bez ujmy na obecnosti predpokladejme, ze vsechny konstanty L j jsou klad- 
ne. Necht' x je reseni ( |13.8| ) s pocatecnf podmmkou x (f 0 ) = x° a J C / je libovolny 
omezeny uzavreny interval obsahujici Iq. Pak mame pro t e J 

||x(OI = |*° + ^ /(5,x(s))dj|| 

< |*°|| + f I/(*,*(»)II d.v 

Jto 

< |*°|| + / (Mj + Lj ||.r(OII)ds. 

Jt 0 

Die Gronwallovy nerovnosti |13.4.13| pak obdrzime pro t e J 

||*(0f[ < (]|x*§ + e LAt ~ t0 \ 

Protoze je funkce na J om ezena (viz Veta ??), lezi reseni jc na J v nejake 

uzavrene kouli. Podle Vety |l 3.4.1 2| 1 ze reseni x prodlouzit z J na nejaky otevreny 
interval /, J C J C I. Protoze je x maximalm, obsahuje jeho definicni obor J. 
Tedy x je definovano na kazdem omezenem uzavrenem podintervalu I, a tedy na 


13.5. Soustavy linearnich diferencialnich rovnic 

Uvazujme soustavu diferencialnich rovnic ve tvaru 

x'i = au(t)xi +-h ai„(t)x n + 

x' 2 = a 2 i(t)xi + • ■ ■ + a 2 „(t)x n + b 2 (t ), 


x' n = a„ i 

(t)x\ H-1- a nn (t)x„ + b n (t ), (13.18) 

kde n e N, a; y - : (a, /}) R, bi 

: (a,P) -> R, i,j €{1,.. 

. ,n} jsou spojite funkce. 

Vektorovy tvar je 

x' = A(t)x +b(t), 


kde 



Unit) 

••• oi*(0\ 

/bi(t)\ 

A(t) = j 

i a 4(0 


V«i(o 

a nn (t)J 

Wo/ 


13.5.1. Veta. Necht; a, /5 e R*, a < /3, to e (a, /3) a x° e R". Necht; A : (a, /3) ->• 
M(n x n), b : {a, ft) ->■ R" jsou spojita zobrazeni. Potom existuje prave jedno 
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maximalnf resenf x soustavy ( |13.18| ) splnujfci x(to) = x°. Toto resenf je definovano 
na celem intervalu (a, fi). 

Dukaz. Definujme / : (a, fi) x R" ->• R" predpisem 

f(t,x) = A(t)x+b(t). 

Zobrazem / je na mnozine (a, fi) x R" spojite. 

Dale ukazme, ze je „lipschitzovske v druhe promenne“. Mejme [t, jc] e (a, fi) x 
M" dano. Zvolme uzavreny omezeny interval J,t e J C (a, fi). Polozme 
Mj = sup ||6(0II a Lj = sup ||/i (Oil, 

tej tej 

coz jsou diky spojitosti uvazovanych funkci nezaporna realna cisla. Pak pro jc 1 , Jt 2 e 
R" plati 

W fjt.x 1 ) -f(t,x 2 )\\ = |^(0(Jc 1 -JC 2 )js^/I* 1 -JC 2 ||. 

Tedy die Vety |13.4.9| existuje maximalni resenf jc splnujfci pocatecnf podmfnku a 
je urceno jednoznacne. 

Dale ukazme, ze pro kazdy omezeny uzavreny interv al J C ( a, fi) obsahujfcf 
t 0 splnujf konstanty Mj,Lj definovane vyse odhady Vety |l 3.4.1 4 Vskutku, 

i/0.jc)|| = M(0* + *(?! < P(0! M + ll*(0ll 

<Lj\\x\\ + Mj, [t, jc] e / x R”. 

Veta |13.4.14| tedy rfka, ze resenf jc je definovano na celem intervalu (a, fi). ■ 

13.5.2. Definice. Je-li A jako v ( |l 3.1 8[ ) , pak homogennf soustavou rozumfme sou- 
stavu rovnic 

x' = A(t)x. (13.19) 

13.5.3. Veta. Necht; n e N, a,fi e M*, a < fi a A : (a, fi) -»• M (n x n ) je spojite 
zobrazem. Potom mnozina vsech maximalnfch resenf soustavy ( jl3.19[ ) tvorf vek- 
torovy podprostor prostoru IS 1 ((a, fi), R"). Dimenze tohoto podprostoru je rovna 


Dukaz. Podle Vety |l3.5d] je kazde maximalnf resenf ( |13.19[ ) definovano na (a, fi). 
Mnozina maximalnfch resenf je rovnajadru Ker L linearnfho zobrazem L : "€ 1 ((a, fi), R") 
C((a,j6),M") definovaneho predpisem Ly = y' - Ay. Tedy se jedna o vektorovy 
podprostor prostoru C 1 ((a, fi), R"). 

K dukazu jeho w-dimenzionality zvolme to e (a, fi) pevne. Vezmeme resenf 
x 1 ,..., jc" soustavy ( Jl3M9b na ( a,fi) splnujfci Jt'(fo) = e\i = 1 ,...,n. Funkce 
{jc 1 , ..., jc"} jsou linearne nezavisle , jeliko z jsou vektory {e 1 ,... ,e n } linearne neza- 
visle. Necht; y je maximalnf resenf ( |13.19| ). Pak y je definovano na (a, fi). Oznacme 

z(0 = J’i(fo)-* ;1 (0 H-k yn(t)x n (t), t e (a, fi). 

Potom z(to) = y (to) a z resf ( gng ) na ( a, fi). Z jednoznacnosti resenf plyne 

y (0 = z(0 = yi^o)* 1 ^) d-f- y n (t)x n (t), t e (a,fi). 

Tedy {x 1 ,..., x n } je baze prostoru Ker L. m 
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13.5.4. Veta. Necht; a, P e R*, a < Pax 0 el". Necht; A \ (a , P) -> M(n x n), 
b : (a, P) -> E" jsou s pojita z obrazenf. Necht; y je resenf ( ]l 3.1 8[ ) na (a, p). Potom 
kazde resenf soustavy ( jl3.18[ ) na intervalu (a, p) ma tvar y + z, kde zje jiste resenf 

( jug ). 

Dukaz. Jelikoz je zobrazenf L : y i-> y ' - Ay linearnf na prostoru fS 1 ((a, P). M"), 
mame pro maximalnf resenf jc rovnice ( |13.18| ) rovnost 

L( x — y) = Lx — Ly = b — b = 0, 

a tedy z = x - y resf ( |13.19| ). ■ 


13.5. 5. Defi nice. Necht; tvorf vektorove funkce y 1 . y n bazi prostoru resenf rov¬ 

nice ( 13.19 ) na (a, P). Takovouto mnozinu nazyvame fundamentalnf system rov¬ 
nice ( 13.19 ). Oznacme 


Ht) = 


y\(t ) ••• yi n (t) 


y n (t) ... y n n (t) 


t € (a, P). 


Matici (p nazyvame fundamentalnf maticf soustavy dl3l9| ). 

13.5.6. Lemma. Necht' (j> je fundamentalnf matice rovnice ( |13.19[ ). Pak <p(t) je re- 
gularnf pro kazde t e (a, P). 


Dukaz. Predpokladejme, ze pro jiste to e (a, P) nenf matice 0(fo) regularnf. Pak 
existujf cfsla c\,....c n e M takova, ze alespon jednoje nenulove a 

ciy 1 ^)) H- \-c n y n {t 0 ) = 0. 


Potom resenf 

y =c 1 y 1 +--- + c n y n 

splnuje y(fo) = 0. Dfky jednoznacnosti resenf pak platf y = 0. To je ale spor s 
linearnf nezavislostf funkcf y 1 ,..., y ”. ■ 

13.5.7. Veta (Variace konsta nt). N echt; a, P e M*, a < P, to e (a, P) a y° e M". Pak 
maximalnf resenf y rovnice ( |13.18[ ) s pocatecnf podmfnkou y (to) = y° ma tvar 

y(t) = <P(t)4>- 1 (t 0 )y 0 + <p(t) Jt <p~ l (s)b(s)ds, te(a,p ), 

kde <p je fundamentalnf matice soustavy ( |13.19[ ) . 

Dukaz- Matice 1 (^) je dfky Lemmatu |13.5.6| definovana pro kazde s e (a, P). Z 
Cramerova pravidla plyne spojitost zobrazenf s h#- 0 _l (s)b(s), a tedy je y dobre 
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definovano. Pouzitfm <p'(t) = A(t)<f>(t), t e (a,/l), dostaneme 

y'(t) = ^>'(t)4>~ 1 (to)y 0 + <P'(t) f <p~ 1 (s)b(s)ds + 4>{t)<fT l (t)b{t) 

Jto 

= A{t)4>(t)<F\to)y 0 + A(t)<p(t) [ 4>- l (s)b(s)ds + b(t) 

Jt 0 

= A(t)y(t) + b(t). 

Zrejme platf y(fo) = J 0 - ■ 

13.6. Reseni linearnich soustav s konstantmmi koeficienty 

13.6.1. Veta. Necht; A e M(n x n) a vektorova funkce y : R —>■ R" je resenfm 
soustavy y' = Ay. Pak y je trfdy "C 00 a pro kazde k e N platf y^ k \t) = A k y(t ) pro 
tel. 

Dukaz■ Dukaz provedeme matematickou indukcf die k. Pro k = 1 mame y' = Ay 
z predpokladu. Predpokladejme nynf, ze pro k e N je y je trfdy 'C k aj® = A k y. 
Pak mame 

{A k y)’ = A k y ' = A k Ay = A k+l y. 

Tedy je funkce y k diferencovatelna a platf 

y (k+\) = = A^+^y. 

Funkce _y je tedy trfdy ~€ k+ ^ a platf pozadovany vztah. 

Tfm je dukaz dokoncen. ■ 

13.6.2. Definice. Matici, jejfz prvky jsou polynomy v promenne A, nazyvame A- 

maticf. 

Radkovymi upravami A-matice rozumfme 

• zamenu dvou radku, 

• vynasobenf radku nenulovou konstantou, 

• prictenf P(A)-nasobku jednoho radku k jinemu radku, kde P je polynom 
v promenne A. 

13.6.3. Lemma. Necht; A = (Pi,..., P n )‘ je A-matice o rozmerech n x 1. Potom ji 

lze konecnou posloupnostf radkovych uprav prevest na A-matici A = ( P t .P„)', 

kde nejvyse jeden z polynomu Pi. P„ je nenulovy. 

Dukaz. Predpokladejme, ze v A existujf dva nenulove polynomy. Oznacme 

k = minjst P,; i e {1. n}}. 

Pouzijeme matematickou indukci podle k. 

Je-li k = 0. Pak lze predpokladat, ze Pi (A) = c ^ 0. Potom lze pomocf tretf 
radkove upravy prevest Ana(c,0.0) ( . 
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Predpokladejme nynf, ze tvrzenf platf pro vsechna j e N mensf nez nejake 
k e N. Opet pak lze predpokladat, ze st P\ = k. Pokud Q je nenulovy prvek A, 
Q ^ Pi, pak muzeme psat Q = N ■ P\ + Q, kde N, Q jsou polynomy a st Q < 
st Pi. Pomocf tretf radkove upravy lze prvek Q nahradit prvkem Q. Matici A tak 
lze prevest na na matici (Pi, P 2 ,.... P n Y, kde je bud jediny nenulovy polynom 
Pi, nebo minimum ze stupnu nenulovych polynomu je ostre mensf nez k a lze 
aplikovat indukcnf predpoklad. ■ 

13.6.4. Veta. Necht; A e M(n x n). Pak lze matici XI — A prevest konecnou po- 
sloupnostf radkovych uprav na hornf trojuhelnfkovou A-matici. Vysledna A-matice 
ma na diagonale nenulove polynomy soucet jejichz stupnu je n. 

Dukaz. Nejprve ukazeme, ze kazdou A-matici lze prevest konecnou posloupnostf 
radkovych uprav na hornf trojuhelnfkovou A-matici. Pouzijeme matematickou in- 
dukci podle n. 

Je-li n = 1, je tvrzenf zrejme. 

Predpokladejme, ze tvrzenf platf pro nejake n e N. Necht' A je A matice typu 
(n + 1) x (n + 1). Na A aplikujeme radkove upravy, ktere prevedou A na A, jejfz 

prvnf sloupec ma tvar (P,0.0)' (viz Lemma |13.6.3[ ). Na submatici matice A, 

ktera vznikne vynechanfm prvnf radku a prvnf sloupce, pak aplikujeme indukcnf 
predpoklad. 

Rozmysleme si nynf druhe tvrzenf. Necht' A je hornf trojuhelnfkova A-matice 
vzniklaz XI—A pomocf radkovych uprav. Potom det A = c det(XI — A) pro nejake 
cel nenulove (toto plyne z vlastnostf determinants a polynomu). Polynom A i-> 
c det(A I — A) je n-teho stupne, a tak dostavame pozadovane tvrzenf. ■ 


13.6.5. Oznacenf. Nechf P( A) = a n A" H-l-ao je polynom a y : R —> Mje funkce 

majfcf vlastnf derivaci n-teho radu na M. Pak symbol P y znacf funkci 


Necht' P = (Pij)i=\.. n je A-matice typu n x 
j- l-n 

odpovfdajfcf P rozumfme soustavu 


. Soustavou diferencialnfch rovnic 


>(=)" 



13.6.6. Lemma. Necht; P, Q jsou polynomy a ye fS°°(M). Pak 

(*) (P + Q)(X)y = p(X)y + e(£)y, 

W <.re)(£)y = r(£)(e(£))y- 
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Dukaz. Tvrzenf (a) je zrejme. Pro P{ A) = Ylk=o a k^ k a Q(X) = J2j=o^j^ J mame 


\fc=07=0 / v 7 

= ±±a k b jy ™ 


= ±±a kbj y«+* 

k=oj=o 


= fl a k 



(k) 




a tedy platf (b). 


13.6.7. Veta. Necht' A-matice P vznikla konecnou posloupnostf radkovych uprav z 
A-matice P. Potom vektorova funkce y : 1R —>■ E" tffdy C°° je resenfm soustavy od¬ 
povfdajfcf A-matici P prave tehdy, kdyz je resenfm soustavy odpovfdajfcf A-matici 
P. 

Dukaz- Stacf ukazat, ze pokud y resf soustavu odpovfdajfcf P, pak resf i soustavu 
odpovfdajfcf P, ktera vznikla z P aplikacf jedne radkove upravy (radkove upravy 
jsou invertibilnf). 

Toto jiste platf, pokud vymemme dva radky ci radek vynasobfme nenulovou 
konstantou. 

Uvazme nyni radkovou upravu spocfvajfcf k prictem P(A)-nasobku jednoho 
radku k jinemu radku. Bez ujmy na obecnosti predpokladejme, ze pricftame P( A)- 
nasobek druheho radku k radku prvnfmu. Mame 
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Potom 


(Pu + P ' Pll) {lx) yi+ --- + {Pu + P ' P2n) {lx) yn - 



13.6.8. Homogennf soustava odpovfda A-madci XI — A, kterou pomocf konecne 
posloupnosd radkovych uprav prevedeme na hornf trojuhelmkovou A-matici 


Soustavu 


( Pu P 12 ••• Pin 

0 P 22 ••• P2n 

0 ••• 0 P nn 

Pll {^) yi+ '" + Pln {^) yn=0 ’ 



pakvyresfme „odzadu“. 

Nehomogennf soustavu vyresfme pomocf variace konstant, prfpadne variantou 
vyse uvedene metody, pokud je prava strana '€ ca . 

13.6.9. Prfklad. Vyreste soustavu 

y'l = 4y 1 + 5y 2 , 
y'2 = - 2 Ai - 2 A2. 


Resent. Prfslusna A-matice XI — A ma 
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kterou pomoci radkovych uprav prevedeme na 

( X ~ 4 ~ 5 )~( l ^ + 1 \~( l ^ + 1 ) 

\ 2 A + 2 ) \0 —5 — (|A + 1)(A — 4)y \^0 -iA 2 +A-l/ 

A | A+1 \ 

yo A 2 — 2A + 2y 

Rovnice 

y'i - 2/ + 2y = 0 

ma koreny charakteristickeho polynomu rovny 

A 1 -1 +i, A 2 = 1 — i- 

Obecny tvar resenije tedy 

y2 = one* sint + oi2e t cost, Q!i,B2eE. 

Pak 

y’ 2 = aie‘ sin t + a 2 e ? cos t — oi2e‘ sin t + a 2 e* cos t, 
coz dosazenim do prvni rovnice znamena 

, . - 1 t . 1 t 
yi = — a\e sin?—a 2 e cos? — -a\e sin? — -a\e cost 


Fundamentals matice nasi soustavy je tedy 


</>(?) = 


( -§ sin? - \ cost \ sin? — | cos?\ f 
sin ? cos ? f 


13.7. Pocetni priklady na diferencialni rovnice 

13.7.1. Priklad. Naleznete vsechna maximalni reseni rovnice 
y' = x\y 2 + 2y-3). 

Reseni Resime rovnici 

/ = g(y)h(x), 

kde g(y) = (y + 3)(y - 1) a h(x) = x 3 . 

(1) Zjevne plati £)(h) = 1. 

(2) Dale mame, ze y = 1 a y = -3 jsou stacionarni reseni na M. 
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(3) Intervaly, kde je g nenulova, jsou po fade J\ = (—oo, —3), J2 = (—3,1) a 
h = (l,oo). 

(4) Pro / = R ajeden z intervalu J \, J2, J3 resume rovnici 


(y + 3 )(y - 1) 

Jelikoz f x 3 dx = \x 4 a 

[ _I_d y=-[(- _ —) d> = 'logl' 1 '-' 

J (j + 3)(y — 1) 7 4J \y-l y + 3) y 4 8 |y + 3| 

existuje cel takove, ze 


4 lo S 

urcei 

log 


|y + 3| 4 

kde x probiha nize urceny interval. Tedy 
ly-1 


J + 3| 


4c 


na tomto intervalu. 

(5) Uvazujme nejprve interval J\ . Ten zobrazuje funkce 1< 


(0, 00 ). Pokud c > 0, je M(x 4 + c) C (0, 00 ), a tedy pro tela plati 

l®K3| 


y -3 


Tedy 


y(x) = 


1 + 3e x4+4c 


tel. 


1 _ e x 4 +4c ’ 

Pokud c < 0, x 4 +4c e (0, 00 ) prave tehdy, kdyz x e (— 00 , — y/— 4c) U 
( y/— 4c, 00 ). Jako vyse pak odvodime, ze 

l + 3e x4+4c 4/- 

y(-r) = | _ ex4+4c , xe(-oo,-V-4 c), xe(V-4c,oo). 

Uvazujme nyni interval J2■ Pro y e J2 plati a dale 

funkce log | | zobrazuje J2 na M. Tedy na c neni zadne omezeni a do- 


y(x) = 


1 + e x4+4c 

Pro interval J3 plati, ze ho funkce log | zobrazuje na (— 00 ,0). 
Tedy x 4 + 4c e (- 00 ,0), pokud c < 0 a x e (- ty-4 c, y/-4c). Pak 
1 + 3e* 4+4c 


y(x) = - 


x e (- V-4c, V-4 c). 
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(6) Zjisteme nynf, zdali lze zfskat slepenfm pozadovana maximalnf resenf. 
Ma smysl se zaobfrat pouze fesenfmi, ktera nejsou definovana na M, nebot' 
ta definovana na M jsou zrejme maximalnf. Uvazujme tedy resenf 

y(x) = \ + _ 3 * x 4 +4c ’ x e (-oo,-V^4c), x G (\/—4c,oo), 

kde se blfzfme k bodu - V—4c nebo t]—4c. Pak ale \y(x)\ konverguje do 
oo, takze nenf mozne resenf nalepit. Podobne vyloucfme moznost lepenf 
u resenf 


y(x) = 


1 + 3e x4+4c 

1 _ e x 4 +4c ’ 


X € (- \/-4 c, 


13.7.2. Prfklad. Najdete vsechna maximalnf resenf rovnice 
x(y ~ 4)/ = y 2 - 5y + 6 

splnujfcf y(l) = |. 


Resent. Pro x ^ 0 a y ^ 4 rovnici upravfme na 


1 (y — 2)(y — 3) 
x y — 4 


(1) Pro funkci h{x) = dostavame intervaly I\ = (—oo, 0) a I2 = (0, 00 ) 

(2) Stacionarnf resenf jsou y = 2 a y = 3 na I\ a 12 - 

(3) Funkce g je nenulova na intervalech (— 00 ,2), (2,3), (3,4) a (4, 00 ). 

(4) Pro kazdou dvojici intervals / z 1. kroku a J z 3. kroku pak platf 


Jelikoz 


(y-2)(y-3) x’ 


J l dx = log h 


f y~ 4 dy = [ (—---—^ dy = log 

J (y — 2)(y — 3) J J [y - 2 y-3) J S \y - 3| ’ 


existuje k > 0 takove, ze 


1 O'" 2 ) 2 1 /ii 

lo g | y _ 3 | =logk\x\. 

(5) Vzhledem k tomu, ze nas zajfma resenf prochazejfcf bodem [1, |], uva¬ 
zujme intervaly I = (0, 00 ) a J = (3,4). Pak funkce log zob- 

razuje (3,4) na (log4, 00 ). Tedy pro k > 0 pak dostavame podmfnku 
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log(fc |x|) > log4, neboli a e (£, oo). Pro tato a pak plati 


(J-2) 2 

j-3 


= kx. 


coz vede na rovnici 


y 2 + y(-4 - kx) + (4 + 3kx) = 0. 

Ta ma reseni 

> 1,2 = l - (4 + kx ± V(4 + kx) 2 - 4(4 + 3fc*)) =2+ k *-± l -Jkx{kx- 4). 
Jelikoz plati y > 2a y(x) e (3,4), zajima nas reseni 

jw = 2+|--yhM. 

Pozadavek y(l) = 2 implikuje fc = coz dava reseni 

9 1 [9 9 8 

y(x) = 2+-x--^-x(-x-4), jce(-.oo). 

(6) Zkoumejme chovani resem pro a -> | + . Pak _y (x) —> 4, avsak v bode 
[|, 4] neni rovnice splnena, nebot' se leva strana rovnice 


nemuze rovnat prave strane, totiz 2. 


13.7.3. Priklad. Naleznete vsechna maximalni resem rovnice 



Reseni. Uvazujme substituci y = zx. Pak y' = z'x+z, a tedy zadana rovnice prejde 
na tvar 



Dostavame tak rovnici se separovanymi promennymi. 

(1) Zjevne x e (— 00 ,0) a x € (0, 00 ). 

(2) Stacionarni reseni je z = -1 na (— 00 ,0) a (0, 00 ). 

(3) Intervaly pro z jsou tvaru (— 00 , —1) a (—1, 00 ). 
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(4) Jelikoz 


J l dx = log 1x1 


existuje k > 0 takove, ze platf 

- 3 -(Vz + l) 2 = \og(k\x\). 

(5) Na intervalu J\ = (—oo,—1) platf, ze ho funkce — |(\/z + l) 2 zobrazuje 
na (—oo, 0). Tedy log(fc |x|) < 0, coz znamenax e (0, ^)nebox € (4,0). 
Mame tak resenf 


z(a) = -! - ^ ^~^log(k \x\)j , x e (0, i), 


Pro interval ((— 1, oo) platf, ze ho funkce —|(\/z + l) 2 tez zobrazuje 
na (—oo, 0). Jako vyse tak dostavame resenf 


zW = -1+ ~^og(k \x\)j , x e (0. ^). 


(6) Eventualnf lepenf nelze provest v 0, nebof zde rovnice nema smysl. V 
bodech ±£ vsak z(x) konverguje k -1, a tedy lze lepit na stacionarnf 
resenf. Dostavame tak maximalm resenf 

, (jc) _ j -1 ± Io g(k |x|)j , te(0, \), 

( -1, x e [£,oo), 

respektive 

zW J-i±(fi lo «) 3 . *€(4,o), 

(-1, X 6 {-do,~l). 

Prechodem k puvodnf rovnici tak mame resenf 

y{x)= \-x±x( 2 y/-l'og(k\x\) 


^( 0,4 

e [£,oo). 


:spcktivc 


x±x(yf~l \og(k |*|)) , te(-f,0), 

x, xe (-oo, 
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(Konstanta k je kladna.) Navfc pak jeste mame resenf 

y{x) = —x, x e (—oo,0), i € (0, oo). 

* 

13.7.4. Prfklad. Naleznete vsechna maximalnf resenf rovnice 
, _ 3(y 2 + 1) 
y 2x(x + 3)' 

Resent Jedna se o rovnici se separovanymi promennymi, kde h(x) = x ^ +3 - > a g(y) = 

\{y 2 + 1). 

(1) Intervaly pro funkci h jsou (—oo, —3), (—3,0) a (0, oo). 

(2) Stacionarnf resenf zadna nejsou. 

(3) Funkce g je nenulova na K, tj. J = R. 

(4) Jelikoz 

J , + y2 d >’ = 2 arctg y 


fj^ dl = J{l-jU) dx = ,os . 


existuje cel takove, ze 


>'(x) = tg^log|^ i | + -j 

na intervalech, ktere urcfme v nasledujfcfm kroku. 

(5) Nechf I = (0, oo). Funkce 2 arctg y zobrazuje M na (— tt, n) a | - 
na (0, oo). Tedy resfme nerovnici 


nenf nikdy splnena, pokud c < —n, a pro c > —tv vede na nerovnost 


je pro c < tt splnena vzdy, zatfmco pro c>n implikuje nerovnost 
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Tedy mame resenf ( |l 3. 20[ ) na intervalech 

/ 3e~ n ~ c 3e n ~ c \ 

*e(--—-— - c>7t > 

\ 1 — e K c 1 — e 31 c ) 

( 3e_Jr_C \ 

a: e (-,oo I, c e (— jt, n\. 

V1 - e~ K ~ c J 

Necht; nynf / = (—3,0). Zde |x| x + 3 = a tedy resfme nerovnos- 

e~ n ~ c < - < e n ~ c . 

x + 3 

Jejich fesenfm je interval 

/ — 3e*~ c -3e~ n ~ c \ 

V1 + e n ~ c ’ 1 + e~ n ~ c ) 

Pokud / + (—oo, —3), pak \x\x + 3 = _~* 3 . Tedy resfme nerovnosti 


Ty vedou na intervaly 

( 3eK ~ C \ 

x e I —oo, --^ 3 ^ 1 , c e [— n, n), 

( 6 ) Lepeni v krajnich bodech nalezenych intervals neprichazf do uvahy, n 
bot; limity resenf v techto bodech jsou nekonecne. 


13.7.5. Prfklad. Nalzenete vsechna maximalnf resenf rovnice 
-yy' = sin* + cos x. 

Resent. Rovnice ma tvar 

y' = —(sin a: + cos*). 

(1) Mame I =R. 

(2) Dale J\ = (-oo, 0), J 2 = (0, oo) a stacionarnf resenf neexistuje. 

(3) Jelikoz 

f vdy = ^y 2 

a 

J (sin * + cos x) dx = — cos x + sin x, 
existuje cel takove, ze 

1 2 

-y =-cos* + sin* + c. 
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y{x) 


(4) Funkce \y 2 zobrazuje J\ i J2 na (0, 00 ). Pro cel tak resfme nerovnici 

0 < — cos x + sin x + c = a/2 sink*-) + c, 

4 

tj- 

. . 7T C 

sm(x- -) >- 

4 V2 

Pokud c < —a/ 2, nerovnice nenf splnena pro zadne a. Je-li c > \[2, je 
splnena pro lei Pokud c e (—a/2, a/2], pak x e ( a,b ), kde 


Na intervalech vyse nalezeneho tvaru ma pak resenf tvar 
y(x) = iytysi 


sx + c) 


= ±j2(V2sin(x-^)+c). 


(5) Zjistfme nynf, zdali jsou resenf maximalnf. Pokud c > a/2, je <SD(y) = 
a tedy se jedna o maximalnf resenf. Pokud c e (—a/2, a/2], pak 
lim y(x) = lim y(x) = 0. 

Pokud ma byt rovnice splnena i v bodech a , 6, musf byt 
0 = sin x + cos x = sfl sin(x + ^), 

tj- 


X — —-—h &7T, k € Z. 


Jelikoz 


a = —— + kit O arcsinf-^) = ± — c = ±a/2, 

4 a/2 2 

=-|- &7r arcsin(—=) = ±— c = ±a/2, 

4 v V2 2 

pro c e (-a/2, a/2) mame jiz resenf maximalnf. 

Pokud c = a/2, mame 

cos(x — 


y'(x) = V 2 V 2 


J+(-,) = ±- 


2^sin(x - f) + 1 
a/2V2a/2 




sin(x-) + 1), xe(-1- 2A:7T,- \-2kit + 2n], keZ 
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y(x) = (-l) fc+i y2\/2(sin(x - + 1), x € (—^-+2k7i,- 7 ^+2kjr+2jr], keZ 

jsou resenf definovane na M. 


13.7.6. Prfklad. Naleznete vsechna maximalm resenf rovnice 


-3y' + 2y=- 


Reseni Homogennf rovnice y" — 3y' + 2y = 0 ma charakteristicky polynom roven 
A 2 —3A + 2 = (A —2)(A— 1), a tedy fundamentalm system rovnice ma tvar {e x ,e 2x }. 
Maximalnf resenf budou existovat na tech intervalech, kde je definovana prava 
strana, tj. na intervalech (-oo,log2), (log 2, log3), (log 3, oo). Hledejme metodou 
variace konstant partikularnf resenf. Pisme tedy y p = c(x)e x + d(x)e 2x . Pak mame 
soustavu 


c’e x + d'e 2x = 0 
c'e x + d'2e 2x = 

e zx 

Odectenim prve rovnice od druhe dostavame 


— 5e x + 6 


tj- 

d’ = — 

e 2x — 5e x + 6 


Mame tak 

f e x \e x ~2>\ 


dM = ] e 2x — 5e x + 6 = | e* — 21 

Jelikoz 

c'e x = —d'e 2x = —-— -, 


e 2x — 5e x + 6 

platf 


c(x) = 

1 e 2x - 5e , + 6 ix *' 31o «' e ’ 3 l+ 21o «l< 

Tedy 



y p (x) = e x (2log \e x - 2\ - 3 log \e x - 3|) + e 2x (log \e x - 3| - log \e x - 2|) 


vsechna resenf majf tvar 

y(x) = e x (2log \e x — 2\ — 3log|e* — 3| + a) +e 2x (log|e x — 3| — log \e x — 2| + b) , 
kde a,b e late (-oo.log 2), (log2.log 3), (log 3, oo). * 
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13.7.7. Priklad. Naleznete vsechna maximalni reseni rovnice 

y (4) + 8 y" + 16 y = 5xe x . 

Resent. Charakteristicky polynom A 4 + 8A 2 + 16 = (A 2 + 4) 2 ma dvojnasobne koreny 
±2/. Tcdy fundamentalni system dane rovnice ma tvar 

{sin 2v, cos 2a, a sin 2 a, a cos 2a}. 

Prava strana je ve specialnim tvaru, a tedy budeme partikularni reseni y p hledat ve 
tvaru 

y p = (ax+b)e x , 

kde a, b e R. 

Pak dostavame postupne 

y'p = (ax + (a+ b))e x , 
y'p = (ax + (2a + b))e x , 
y'p = (ax + (3 a+b))e x , 
y'p = (ax + (4 a + b))e x , 
a tedy po dosazeni do rovnice 

(ax + (Aa + b))e x + 8(ax + (2 a + b))e x + 16(aa + b)e x = 5xe x . 

Tedy mame 

25a a + 20a + 2 5b = 5a, 

coz znamena, ie a = \ &b = 

Vsechna reseni pak maji tvar 

1 4 

j(a) = a sin 2 a + 6 cos 2 a + ca sin 2 a + Jacos2a + (-a - — )e x , x e M, 
kde a,b,c,d el. * 

13.7.8. Priklad. Naleznete vsechna maximalm reseni rovnice 

y — Ay' + 8y = (5 a — 3)e x cos x. 

Reseni Charakteristicky polynom homogenni rovnice ma tvar A 2 — 4A + 8, ktery ma 
koreny 2 ± 2i. Tedy fundamentalni system je {e 2 A cos 2 a, e 2x sin 2 a}. 

Jelikoz je prava strana ve specialnim tvaru, hledame partikularni reseni y p jako 
y p = (ax + b)e x cos a + (cx + d + e x sin a. 

Po zderivovani a dosazeni do rovnice dostavame 

(5a - 3)e x cos a = e x cos a (2ca + 2a + 2c + 2 d - A(ax +cx + b + a+d) + 8(aA + b)) 

+ e x sin a (—2ax — 2a — 2b + 2c — A(cx — ax + c + d — b) + 8(ca + d)). 

Porovnanim koeficentu u e x cos a a e x sin a mame 

—2ca + 4aA — 2a + Ab + 2c — 2 d = 5x — 3 

2ax + Acx — 2a + 2b — 2c + Ad = 0. 
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Resenfm je 

1 , 12 
a = 1, c = — ,o = — ,d = — . 

2 10 10 

Tedy vsechna resenf majf tvar 

1 12 

y(x) = ae 2x cos2x + sin2x + (x + —)e x cos -x + (— -x + s* 11 -*’ 

kde a,b e R a a: e R. * 

13.7.9. Prfklad. Naleznete maximalnf reseni rovnice 

/+ • V 2 =xV.-, 

1 -x 1 

splnujfcf y(0) = 0. 

Reseni Maximalnf reseni dane rovnice budou definovana na intervalech (—oo, —1), 
(-1,1). Tedy hledane reseni bude definovano na intervalu (-1,1). Budeme postu- 
povat metodou integracnfho faktoru. Platf 


r 1 , i. i + x 

- ix =-i og _. 


Jelikoz 


na intervalu (— 1 , 1 ) nase rovnice dostava tvar 


J xVl+xdx = |(x + l)i - |(jc + 1)3. 



Vzhledem k pocatecnf podmfnce y(0) = 0 platf c = , 4 5 , a tedy vysledne reseni ma 


13.7.10. Prfklad. Naleznete maximalnf reseni rovnice 
y' + \x\y = x 5 . 
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Resent Maximalm feseni budou definovana na celem K. Postupujme metodou ii 
tegracniho faktoru. Mame 


J\x\dX=U X ^2 l 


Na intervalu (0, oo) tak dostavame 


(e2 x2 yj = ez x2 x 5 


Jelikoz f e2 x x 5 pfevedem substituci z = \x 2 na / e z 4z 2 dz, mame pomoci per 
partes 

f e z 4z 2 dz = 4z 2 e z — 8 ze z + 8e z . 


= e 2% (x 4 - 4x 2 + 8) + ki. 


y(x) = x 4 -4x 2 + 8 + k 1 e-? x . 
Analogicky dostaneme na (—oo, 0) rovnost 


J e~2 x x 5 dx = e~z x (- x 4 - 4x 2 - 8) + k 2 . 

Odtud plyne 

y(x) = -x 4 - 4x 2 - 8 + k 2 e ^. 
Nakonec feseni nalepime v 0. Dostaneme tak 


- 4x 2 - 8 + (k + 16)e“ 


13.7.11. Priklad. Naleznete omezene maximalm feseni ro 
(x 2 - 1)/ + (x 2 + 2x-l)y = (x-l 


Resent Pro x <£ {-1,1} mame rovnici 


/ j2 .^ 2 _ r i - d X = x + \og\x 


Jelikoz 
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dostavame integracnf faktor e x \x 2 — l|. Zvolfme ho jako e x (x 2 — 1). Pak 
( e x (x 2 - l)j)' = e x (x 2 - 1 )/ + e x (x 2 +2x- 1 )y = e x (x - 1 ). 

Jelikoz 

J e x (x — 1 ) dx = e x (x — 2), 

dostavame 

y ( x ) = ~— ~2~z~y —’ * e (-°°>- 1 )’(- 1 ’ 1 )>( 1 > 00 )- 

Nynf hledame omezene maximalnf resenf. Mame 
lim „v(x) = i 


0 , c = 0 , 
£ R, c + 0 , 


lim y(x) £ E, pokud c = 0 . 

Tedy na (—oo, —1) resenf nebude omezene pro zadne cel 
Dale platf 

lim y(x) =0 


lim y(x) 


- lim*. 


= 0 , c = e, 
c ^ e. 


Tedyjedina moznost na omezene resenf je prfpad c = e. Pak 

v ^W -0 1 x — 2 + e~ x+1 

V ( 1 ) = lim -— = lim -----—- 

* - 1 x^lX+l (x - l) 2 

1 . x — 2+l + (l — x) + 1(1 — x) 2 + o((l — x) 2 ) 1 

= - lim --—-- = 

2 x ► i (x - l) 2 4 

Tedy y'{ 1) e M a rovnice je splnena, lze proto nalepit resenf v bode 1. Avsak 

lim y{x) = oo, 

a protoje slepene resenf neomezene. Zaverem tedy lze rfci, ze neexistujf neomezena 
maximalnf resenf. 


13.7.12. Prfklad. Vyreste soustavu 

y'i = —5yi - y 2 + 3y 3 + 9 y 4 , 
y' 2 = —20yi - Ay 2 + 12y 3 + 32y 4 , 
y 3 = -5„Vi - y 2 + 3y 3 + 7y 4 , 
y, 4 = ~5 y i - y 2 + 3 y 3 + 9y 4 - 
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Resent. Pffslusna A-matice XI — A ma tvar 

jx + 5 

XI-A = 

Postupnymi upravami dostavame 



IX + 5 

1 —3 —9 \ 

A 

0 

0 

\ 

f 20 

A+ 4 -12 -32 


A 

0 

-4A + 4 1 

* 

1 A - 3 -7 

1 0 

0 

A 

-A+ 2 1 

\ ^ 

1 -3 A - 9/ 

\ 5 

1 

-3 



/ 0 -A 

3A 

—5A - A 2 + 9A\ 

/ 0 

0 

3A 

-A 2 + 4\ 

0 A 

0 

4(1-A) l 1 

0 

A 

0 

4(1-A) 

0 0 

A 

2-, ~| 

0 

0 

A 

2 — A 

V ■ 

-3 

2-9 / 

\ 5 

1 

-3 

A — 9 / 


/o 0 0 -A 2 + 3A-2^ 

0 A 0 4(1-A) 

0 0 A 2 — A 

\5 1 -3 A — 9 / 

Jelikoz —A 2 + 3A — 2 = —(A — 2)(A — 1), dostavame 

y 4 (t) = ae‘+ be 2t , a,b el. 


Ze tret! rovnice 

y'sit) = y 4 (t) - 2 y 4 (t) = -ae‘, 

tj- 

A3(0 = -ae‘ +c. 

Druha rovnice pak implikuje 

y' 2 (t ) = 4 y' 4 (t) - 4 y 4 (t) = 4be 2t , 

tj- 

y 2 (t) = 2 be 2t + d. 
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Konecne pak ctvrta rovnice dava 

$i(0 = ^ (-yiit) + 3 y 3 (t) + 9y 4 (t) - y' 4 (t)) 

= ^ (-d + 3c + 5be 2t + 5ae‘). 

Fundamentalnf system nasi soustavy ma tak tvar 



13.7.13. Priklad. Vyreste soustavu 

y' = -8 y - 6 z + 12 w + 2 e x , 

z! = —3 y -2 z + 3w, 

w' = -9y -6z+ 13k; + 2e x . 


Resent. Upravujeme prfslusnou A-matici s nenulovou pravou stranou: 



Jelikoz A 2 + A — 2 = (A + 2)(Ai), platf 

z(x ) = ae~ 2x + be x . 


Dale 


v'(x ) - 4ic(;c) = 2e x + 3z' = (2 + 3 b)e x - 6 ae 



13.7. POCETNf PRIKLADY NA DIFKRKNCIALNI ROVNICE 


785 


Fundamentals system pro rovnici w' — 4w = 0 je e 4x . Hledejme partikularnf resenf 
wi a iv2 splnujfcf 

w[ - 4wi = (2 + 3 b)e x , w' 2 - 4w 2 = -6 ae~ 2x . 

V prvnim pripade hledame w i jako pe x a mame rovnici 
pe x — 4 pe x = (2 + 3 b)e x . 


Tedy 

P = - 2 --b 

a ipi(x) = (-§ - b)e x . Podobne dostaneme w 2 (x) = ae '■ 
2 

w(x) = ce 4x — (- + b)e x + ae~ 2x 
Z druhe rovnice soustavy konecne dostavame 
1 , 


. Dohromady mame 


13.7.14. Priklad. Vyreste soustavu 

y" + z" - 3/ - y + 2z = x, 
3 y" + y' + z' + 2y-z = 2. 


Resent Upravujeme prislusnou A-matici a vyjde nam 

/ A 2 — 3A — 1 A 2 + 2 x \ ( - 

■3A 3 - 3A 2 - 6A - 3 3 x - 2 \ 

y 3A 2 + A + 2 A — 1 2 J \ 

3A 2 + A + 2 A — 1 2 J 

/ -A 3 - A 2 - 2A - 1 1 ^ 

\ / -A 3 - A 2 - 2A - 1 1 ^ \ 

3A 2 + A + 2 A — 1 2 

) \ A 4 + 4A 2 + 1 0 1 + f j 

Jelikoz A 4 + 4A 2 + 1=0 prave thedy, kdyz 

A = ± 

y 2 ± V3i. 

Tedy fundamentalnf system pro y je 



{sin ^2 + V3x, cos ^2+ V3x, sin y4- V3x, cos ^2- V3x}. 
Hledame partikularni reseni rovnice 

y (4) + 4 y" + y = 1 + | 

ve tvaru y p = ax + b. Po zderivovani a dosazeni vyjde y p = 1 + Tedy 
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Jelikoz 


z(x) gif—^ + y'" + y" + 2 y' + y. 


2 / T / r- / - r-\ 

z(x) = -x + 1 + sin y2+ V3x I a(-l - V3) + 6y2 + V3V3 I 
+ cos ^2+ V3x (k- 1 - V3) - a\4 + 

+ sin ^2— V3x (c(-l + V3) - d^2- 
+ cos ^2 — \/3x ^d(—1 + -v/3) + c^2— \/3\/3^ . 


13.7.15. Priklad. Naleznete vsechna maximalni reseni rovnice 


= y(x-y). 


Reseni Reseni hledame na intervalech xela^el. Pro x/0 uvazujme 




Jelikoz je prava strana homogenni funkce, pouzijeme substituci y(x) = z(x)x. Pak 
dostavame rovnici 


ktera po uprave na (—oo, 0) a (0, oo) prejde na 
2 


To je jiz rovnice se separovanymi promennymi. 

(1) Mame intervaly / = (—oo, 0) a (0, oo). 

(2) Stacionarni reseni je z = 0. 

(3) Intervaly J jsou (—oo, 0) a (0, oo). 

(4) Vezmeme interval / a interval J, Zde plati 

_zf_ 1 
z 2 - x’ 

neboli 

- = log£ |x|, k > 0. 

(5) Fixujme k > 0. Pak dostavame 


’ iog*i*r 


X 6 (— OO, — — ),(— — , 0), (0, 7 ),(y,00). 
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(6) Dosazenfm do subsdtuce y = zx mame resenf y{x) = \ 0 *k \ x \ , ktere lze 
napojit v 0. Maximalm resenf pak budou 
y(x) = 0, i el, 
y(x) = 

y(x) = 

y(x) = 

y(x) = 


logcyr 

a: e (-oo ,—),x 
c 

j 

x e (-’.0|,f > 0, 

( l 

x € (0, ^), d > 0, 

!°d 

x e (-oo,0], 

( \ogc\x\ i 

x e (0, ~), c > 0, 

i tog§W’ 

x e (—* ,0|,c > 0, 

jo. 

x e (0, oo). 


13.7.16. Prfklad. Naleznete vsechna maximalm resenf rovnice 
, _ 2 x - y + 1 
J “ x - 2y + 1' 

Resent'. Predpokladame, ze y resf rovnici. Pak pro vhodne l.fiel resf funkce 
Y(X ) = y(X - A) + B 

homogennf rovnici. Vskutku, zvolme d = | a B = —Pak 


X-A-2y(X-A) + l 
2X-2A- Y(X) + B+ 1 _2X- Y(X) 

' X -A- 2 Y(X) + 2B + l ~ X -2 Y{X)' 

r- 2X -Y 
X-2Y' 

Tuto rovnici resfme dalsf substitucf Y = XZ, cfmz prejde na rovnici 
Z 2 -Z + 1 1 


tj. Y resf rovnici 


Z 1 = 2- 


1-2 Z X ' 

Pro X e (-oo,0), (0, oo) a Z e (-oo, |), (|,oo) platf 

log(Z 2 - Z + 1) = —2log |Z| + C. 

Funkce na leve strane zobrazuje kazdy z intevalu (—oo, \), (|, oo) na (log |, oo), tj. 


—2log |Z| + C > log -. 
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Odtud dostavame 



Ze vztahu mezi Z a X mame 


respektive X e 



Z 2 — Z + l — e c X~ 2 = 0, 


neboli 

Z = ^( 1 ± V4e c X -2 — 3^ . 

Dosazemm do substituce dostavame 

Y(X) = 1 (X ± Xs/4e c X~ 2 -3 ) = ^ ± s/\e c -3X 2 } . 

Vidime, ze toto reseni lze dodefinovat v 0 a bude zde vyhovovat nasi rovnici. 

Dale pak mame 

y(x) = Y(x + A) - B = l - 

na intervalu 

2 e% 1 2e^ l\ 

_ 3 ’ 7^ _ 3 J • 

Tento interval je maximalm, neboi v jeho krajnich bodech plati y = \(x + 1) a 
prava strana rovnice neni definovana. 

Nyni si rozmyslime, ze jsme obdrzeli vsechna reseni. Uvazujme vyraz 



+3 (* r ° + o 


ktery je kladny vsude mimo bod |]. Existuje tak C > 0, ze 
4 le° = (y„- X -l±Y) +3(*.+ j) ■ 

Pokud yo 7 ^ \(x() + 1), dostavame z posledni rovnice reseni prochazejici bodem 
1*0. .Vo]- * 


13.7.17. Priklad. Naleznete vsechna maximalni reseni rovnice 
y' — xy = -y 3 e~ x . 

Reseni Jedna se o Bernoulliovu rovnici, a tedy pouzijeme substituci z, = \. Pak 
z > 0 a plati 

z! = -2 y _ 3 y'. 

Po vydeleni dane rovnice _y 3 dostavame 

1 £ _ y' y ~ 3 xy~ 2 g —x 2 
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tj. rovnici 

z! + xz = 2e x . 

Metodfou integracmho faktoru mame 

(= 2 - 

neboli 

z(x) = e~* 2 (2x + c). 

Zajfmajf nas pouze kladna resenf z, takze dostavame resenf 


y = ± (e x2 (2x + c)j 2 , x > 


a stacionarnf resenf 


j=0. 


Z tvaru resenf je patrne, ze lepenf neprichazf do uvahy. 




KAPITOLA 14 


Kr ivkovy a plosny integral 


Az doposud jsme v techto skriptech nepredpokladali - krome nekolika faktu 
z linearnf algebry - zadne znalosti z vyssi matemadky, ktere by nebyly v techto 
skriptech vylozeny. V teto a ve zbyvajicich dvou kapitolach vsak budeme u cte- 
nare predpokladat zakladni znalosti o mire a abstraktnim Lebesgueove integralu. 
S touto casti matematiky se ctenar muze seznamit napriklad v ucebnicich [Q] a 
[p~4|] . My se budeme ale odkazovat na text []l3[j, ktery latku potrebnou pro dalsi 
cetbu obsahuje v kapitolach 1-5, 7, 8,11, 12 a 18. 

Lebesgueova mira je matematickym vyjadfenim intuitivniho pojmu objem (v 
dimenzi 3) nebo povrch (v dimenzi 2). Podobne chceme matematicky vyjadrit po- 
jem delky nebo povrchu v dimenzi 3. 


14.1. HausdorfFovy miry 


14.1.1. Oznacem. Symbolem A" budeme znacit «-dimcnzionalni Lebesgueovu 
miru na M". Symbolem A"* budeme znacit n -dimenzionalni vnejsi Lebesgueovu 
miru na M”. 

14.1.2. Necht; k,n e N, k < n, A c M". Pro 8 € M, <5 > 0, polozme 



(14.1) 


Ac Aj C M", diam^4 7 - < 5|, 


kde normalizacni clen a* e (0, oo) bude urcen pozdeji. Polozme dale 
X k (A) = sup {X k (A,8y, 8 6 (0, oo)}. 


Pfimo z definice infima vyplyva, ze pro 81,82 e M splnujici 0 < 81 < 82 plati 
M k (A, 5i) > 3t k {A, S 2 )- Funkce 8 i->- M k (A, <5) je tedy nerostouci na (0, 00 ), a proto 
existuje limita lim^^ 0+ X k (A, 8), ktera se rovna M k (A). 

14.1.3. V definici X k ( A, 8) muzeme pokryvat jen uzavrenymi mnozinami a dosta- 
neme stejnou hodnotu Jd k (A, 8). Pokryti {Aj } mnoziny A totiz muzeme nahradit 
pokrytim {Aj}, nebo! uzaver mnoziny nezvetsuje diametr (vizte Vetu |l0.3.4l| (f)). 
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14.1.4. Veta. Necht; k, n e N, k < n. Potom je 3t k vnejsf mfra na R". 

Dukaz. Pro kazde 8 > 0 platf 8 ) = 0, a proto take M k {&) = 0. 

Pro kazde ^ C fi C I" a i > 0 platf podle definice <K k {A,8) < M k (B,8). 
Odtud potom plyne J( k (A) < J( k (B). 

K dokoncenf dukazu zbyva overit a-subaditivitu X k . Necht' M t ,i e N, jsou 
podmnoziny R". Zvolme e > 0 a 8 > 0. Pro kazde i e N nalezneme mnoziny 
Ajj c R fe , j € N, takove, ze 

• Mi C U£i A Uh 

• diam Aij < 8, 

• T;T=\ (diam Aij) k < J( k (Mi,8 ) + s2~ l . 

Potom 

iy_] Mi,8^ < Y, T,ctk (diam Ajj) k 
i=i f=iy=i 

< W k {Mi , 8) + el- 1 < M k {Mi) + s. 

Odtud plyne 

*(U ^i) < J2 + e, 

i = 1 i = 1 

a tedy take 

M k (\J M i ) < ]T^ fe (M,). 


14.1.5. Definice. Necht; k, n e N, k < n. Mnozinovou funkci 

Av+X k (A), 4cl", 

nazyvame £-dimenzionalnf vnejsf HausdorffovaQ mfra na R". 

14.1.6. Definice. Necht; {P, pjjemetricky prostor. Rekneme, ze mnoziny A, B C P 
jsou vzdalene, jestlize splnujf 

inf \p(x,y); x e A,y e B} > 0. 

14.1.7. Definice. Necht; ( P , p) je metricky prostor. Rekneme, ze vnejsf mfra y na P 
je metricka, jestlize pro kazde dve dve vzdalene mnoziny A, B C P platf y(AUB) = 
y(A) + y(B). 

14.1.8. Veta. Necht; k,n e N, k < n. Potom je vnejsf mfra 3£ k na R" metricka a 
translacne invariantnf. 


'Felix Hausdorff (1868-1942) 
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Dukaz■ Nejprve overfme, ze vnejsf mfra M k je metricka. Mejme A , B c M", ktere 
jsou vzdalene. Necht' 8 e (0, So)- Pro M c A U B, diam M < 8, platf M c A nebo 
M C B. Odtud plyne 


M k (A U B,8) = M k (A, S) + M k {B, 5). 
Limitnfm prechodem S —>■ 0+ dostaneme 

M k {A U B) = M k (A) + M k {B). 


K dokoncenf dukazu overfme translacnf invariantnost -K k . Zvolme A C M" 
aye M". Vzhledem k tomu, ze pro kazde M c M" a x e R" platf diam(M) = 
diam(M + x), dostavame take M k (A + y,8) = M k (A,8) pro kazde 8 > 0. Odtud 
plyne M k (A + y) = J( k (A). m 


14.1.9. Veta. Necht' y je metricka vnejsf mfra na metrickem prostoru ( P, p). Potom 
je kazda borelovska podmnozina P y-meritelna. 

Dukaz- Stacf dokazat, ze uzavrene mnoziny jsou y-meritelne. Necht; tedy F C P 
je uzavrena. Pri overovani y-meritelnosti mnoziny F je nasfm ukolem ukazat, ze 
platf y(T) > y(A (AT) + y(T \ A) pro libovolnou mnozinu T C P. Zvolme T C P . 
Muzeme predpokladat, ze y(T) < oo, jinak dokazovana nerovnost zrejme platf. 
Oznacme 


P 0 = {x e T; dist(;c, F) > 1} a 

Pj = {jc€ 7; dist(A, F) < }}, j e N. 

Platf T\F = Ujio Pj ’ ne bot' vzhledem k uzavrenosti F ma kazdy prvek mnoziny 
T \ F od F kladnou vzdalenost. Mnoziny Pj, P,, kde | j — i\ > 1, jsou vzdalene. 
Ponevadz je y metricka, dostavame pro kazde m e N U {0} vztahy 


jry(P 2j ) = y(\J P 2j )<y(T), 

7=0 7=0 

jt,v( p 2j+ 1)=ku Pij+i ) - Hn 
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Dostavame tedy, ze rada JjJLo Y ( Pj ) j e konvergentnf. Mnoziny (Jj =0 Pj a F fl T 
jsou vzdalene, takze platf 

Y(J \ F ) + y(T n F) = Pj) + y(T n F) 

7=0 

<y(U i 7-) + y( U Pj) + Y(rnF) 

7=0 7=m+l 

- y (U P i U ( r n F)) + y( 0 Pj ) 

7=0 7="1+1 

<y(D + y( 0 

7=m+l 

pro kazde me N. Odtud pak dostaneme dokazovanou nerovnost 

y(r\F) + y(/’nr)< m lim o (y(r) + y( 0 P,)) = y(T). 

j=m+l 


Nasledujfcf tvrzenf vyplyva okamzite z Vet |14.1.8| a |14.1.9| . 

14.1.10. Dusledek. Necht; k,n e N.& < n, a A c M" je borelovska mnozina. 
Potom je A Jf^-mcfitelna. 

14.1.11. Lemma. Necht; k,n e N, k < n. Potom 0 < 3t k (\$), \) k x {0}" - *) < oo. 

Dukaz. Oznacme K = [0,1)* x {0}" _fe . Nejprve ukazeme, ze platf 3i k (K) < oo. 
Zvolme 8 > 0. Nalezneme m e N takove, ze ^ < 8. Oznacme I(j) = ffcA jj, j = 
1 ,m. Polozme 

k 

K(ji , • • • Jk) = fl 7 C/i) x C/x,. ■ - A) e {1, • • .,#*}*. 

i=l 

Potom platf diam AT(_/i,..., j k ) = & < 8 pro kazde (yj,..., j k ) e {1,... ,m} k a 
take 

K = LK^C/i. • • .Jk); (71 . j O e {l,... ,m) k }. 

Potom _ 

M k {K, 8) < ak^i^—) =«yt(VX) fc . 

Odtud plyne 3t k (K) < a-ki^ff < oo. 

Nynf dokazeme X k (K) > 0. Necht; 7r: M" ->• M* je zobrazenf definovane pred- 
pisem n(xi, _ x n ) = (jq,.. .,x k ). Pro 4cP definujme n(A) = \ k *(ji{A)). Pro 






U. HAUSDORFFOVY Ml'RY 


795 


kazdou mnozinu ^Cl" plati n(A) < (diamyl)*. Necht; {^4 y -}y2=j je posloupnost 
mnozin takova, ze U^=i A/ = ^■ Potom 


&k (diam Aj )* > a k > a k ^(K) = a k > 0. 

7=1 7=1 

Plati tedy X k (A") >0. ■ 

14.1.12. Oznaceni. Koeficient a k zvolime tak, aby Jf*([0,1)* x {0}"“*)= 1. 

14.1.13. Poznamka. Lze dokazat, ze 


r{\) k 

a k = — r~— -r> 

F( | +1)2* 

kde r je Gama funkce , ktera je definovana predpisem r(s) = / 0 °° 


* dx pro 


14.1.14. Veta (regularita HausdorfFovy miry). Necht; k,n e N,k < n, n A C U n . 
Potom existuje borelovska mnozina B cl" takova, ze A c B a X k (A) = M k {B). 

Duka z■ Pok ud X k (A) = oo, staci polozit B = M". Pokud M k (A) < oo, nalezneme 
diky |14.1 ,3| pro kazde n e N mnozinu F n typu F a takovou, ze A C F n a 

X k (F n ,\) < M k {A,\) + i. 

Polozme B = H^=i F n . Mnozina B je borelovska a splnuje A C B. Dale plati 
X k (A, i) < X k (B, l) < X k (F n , i) < X k (A, \) + i, 
takze X k (A) < X k (B) < X k (A), a tedy X k (A) = X k {B). m 

14.1.15. Veta. Necht; 3* je system podmnozin mnoziny X, ktery je uzavreny na 
konecne pruniky. Necht; n a v jsou jsou miry na fi-algcbre generovane 3*, ktere se 
shoduji na 3 r . Jestlize je /u. n-konecna, pak \i = v. 

14.1.16. Veta. Necht' n eNaicI". Potom X n (A) = X n *{A). 

Dukaz- Plati X n ([0, 1)") = A"*([0,1)"). Z translacni invariantnosti X n a A"* obdr- 
zime rovnost X n (Q) = A n *(Q), kde Q je mnozina tvaru 

li eZ, i = m e N U {0}. 

i=i 

Oznacme Q. system vsech mnozin v tomto tvaru. Pro kazde Q\,Qi e Q. plati Q\ C 
Q 2 nebo Q 2 C Qi nebo Qi D Q 2 = 0. 

Necht; G C R" je otevrena mnozina. Potom lze G zapsat jako spocetne dis- 
junktni sjednoceni mnozin z Q. To odvodime nasledujicim zpusobem. Polozme 
S = {Q e G; Q C G}. Potom plati G = Pro kazdou Q e S nalezneme 
M(Q) e S, ktera je maximalm vzhledem k inkluzi a splnuje Q C M(Q). Takova 
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mnozina M(Q ) existuje diky vlastnostem Q.. Oznacme S* = {M(Q)\ Q e S}. 
Potom (J S* = G a S* je disjunktni. Prvni vlastnost je zrejma. Overme dru- 
hou vlastnost. Pokud M(Q\) D M(Q 2 ) = 0, potom plati M{Q\) C M(Q 2 ) nebo 
M(Q 2 ) C M(Qi). Z maximality potom dostavame M(Qi) = M(Q 2 ). 

Nyni muzeme psat 

X n (G) = J2 X n (Q)= A"*(e) = A"(G) = A n *(G). 

Q&S* QgS* 

Oznacme § system vsech otevrenyc h podm nozin M". System § je uzavreny na 
konecne pruniky. Potom podle Vety |14.1.15| plati 3t n = A" na borelovskych mno- 
zinach. 

Necht; nym i C I“. Pomoci Vety |14.1.14| nalezneme borelovske mnoziny 
B u B 2 c M” splnujicf Acfli.Ac^a W(A) = 3C(B X ), A n *(A) = A n (B 2 ). 
Polozme B = B i fl B 2 . Potom 

X n (A) = X n (B) = A n (B) = A n *(A). 


14.1.17. Veta (vlastnosti Hausdorffovy miry). 

(a) Necht; k,n e N ,k < n, Q:R k -*■ R” je izometrie a A C R*. Potom 
J( k (Q(A))=X k *(A). 

(b) Necht;A,«,m e N,k < n,k < m,A CM" a f: A ^ M m je/Mipschitzovske. 
Potom 

X k (f(A)) < p k Jf k (A). 

(c) Necht; k lt k 2 ,n € N, ki < k 2 < n, A c ffi” a plati X kl (A) < oo. Potom 
X k2 (A) = 0. 

Dukaz. (a) Necht; 8 > 0. Vezmeme mnoziny Aj,j e N splnujicf A c U^li A j a 
diam Aj < 8 pro kazde j e N. Potom plati diam Q(Aj) = diam Aj < 8 pro kazde 
j e N. Dale plati Q(A) c U 7 °li Q( A j) a 

y^(diam Q(Aj)) k = y^(diam Aj) k . 

Odtud plyne X k (Q(A), 8) < M k (A, 8). Posledni nerovnost plati pro libovolne 5 > 
0, a tedy X k (Q(A)) < X k {A). 

Necht; opet 8 > 0. Vezmeme mnoziny Cj, j e N splnujicf Q{A) C Uyli Cj a 
diam Cj < 8 pro kazde j e N. Polozme Aj = Q~ l {Q{A)f\Cj),j e N. Potom plati 
diam A j < diam Cj < 8 a A C U/li A i- Odtud plyne 

y^jdiam Aj) k < ^(diam Cj) k . 

7=1 7=1 

Podobne jako v predchozi cash dukazu dostavame M k {A,8) < J( k (Q(A), 8) a 
X k (A) < M k {Q(A)). Tim je dukaz proveden. 
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(b) Zvolme 8 > 0. Necht;dalemnoziny Aj, j e N, splnujf A c (JJ!, Aj a diam Aj < 
8 pro kazde j e N. Polozme Bj = f(AD Aj), j e N. Potom platf f(A) c (Jyii B j 
a diam Bj < ft diam (4 n Aj) < ft diam Aj < j38. Potom plati 

M k (f(E),p8) < jra k (dmmBj) k < f^a k p k (dmmAj) k . 

7=1 7=1 

Odtud plyne 3t k (f(A), /?<$) < fi k M k {A,8). Limitmm prechodem 8 -¥■ 0+, pak 
dostavame J( k (f(A)) < fi k 3t k {A). 

(c) Zvolme 8 > 0. Necht; dale mnoziny Aj. j € N, splnujf A C Ujli Aj a diam Aj < 
8 pro kazde ye N. Potom platf 

M k2 (A,8) < Ya k (diam Aj) k2 < c ^ 2 L§ k 2 ~ k 1 (diamd,)* 1 . 

“ a kl 

Odtud plyne 

M k2 (A,8) < M kl (A,8). 

aia 

Odtud plyne M kl {A) = 0. ■ 


14.1.18. Lemma. Necht; k,n e N,k < n,a L: R k R n je proste linearnf zobraze- 
nf. Potom pro kazdou A fe -mefitelnou mnozinu A C platf 

M k (L{A)) = VdetL T L-X k (A). (14.2) 

Dukaz. Platf dim L(R fc ) = k. Existuje tedy linearnf izometrie Q : -> E" takova, 

ze = L(R k ). Potom platf 

M k (L{A)) = M k {Q~ l o L(A)) = A k (Q~ l o L(A)) 

= |det(fi- 1 L)|.A*(.l). 


Pocftejme 

(det(2 _1 L)) 2 = det ({Q~ l L) t Q~ l L) 

= det ([{Q~ l Lei, QT 1 Ley»” J=1 ) (14.4) 

= det(({Le,-,Ley))” J=1 ) = det(L r L). 

Dokazovana rovnost ( ]14.2[ ) nynf plyne z ( |14.3[ ) a ( |14.4[ ). ■ 


14.1.19. Oznacenf. Necht; k,n e N,A < n, a L: ->■ M" je linearnf zobrazenf. 

Budeme znacit vol L = Vdet L T L. 
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14.1.20. Symbol vol je zvolen podle anglickeho slova volume, ktere znamena ob- 
jem. Matice L T L se nazyva Gramova maticeB. Podle Lemmatu |14.1.18| plat! rov- 
nost J( k (L([ 0,1]*)) = volL, takze cfslo volL vyjadruje fc-dimenzionalnf objem 
rovnobeznostenu L([0, l] fc ). Je-li (p e 1S 1 (G), pakje zobrazem t i-> vol <p'(f) spojite 
na mnozine G. 

14.1.21. Definice. Necht: k,n e N, k < n, G C je otevrena mnozina a cp : G —> 
M". Rekneme, ze (p je regularnf na G, jestlize je tffdy G 1 na G a (p'(x) je proste pro 
kazde x e G. 

14.1.22. Lemma. Necht; k, n e N,k <n, G C M*je otevrena mnozina, (p: G->■ R" 
je proste regularnf zobrazem, x e G a ft > 1. Potom existuje okolf V bodu x takove, 

(a) zobrazenf y i-> <p(p>'(x) _1 (y)) je /l-lipschitzovske na <p'(x)(F), 

(b) zobrazenf z i-> (p'(x)(<p _1 (z)) je /f-lipschitzovske na <js(P). 


<P(V) 



2 j 0 rgen Pedersen Gram (1850-1916) 
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Dukaz. Pred vlastnfm dukazem tvrzenf (a) a (b) odvodfme nekolik pomocnych ne- 
rovnostf. Linearnf zobrazenf i; i-> <p'(x)(v) jc proste, a proto existuje rj > 0 takove, 
ze 

VueM fe : ||</(*)(4ll > r?IMf. (14.5) 

Stacf polozit r) = inf{||<p'(X)(D)||; v e M*, ||u|| = l}. Zobrazenf v I-+ <p'{x)(y) je 
spojite a jednotkova sfera {t> e R k ; ||v|| = 1} je kompaktnf mnozina, proto se 
infima nabyva vjistem bode Vo■ Ponevadz tp'(x)(v o) ^ 0, je r] kladne. 

Nalezneme s e (0, rj) takove, ze 


— + 1 < p. (14.6) 

n 

Dale nalezneme okolf V bodu a takove, ze 

Vjek: \W(y)~<p\x)\\ <e 
Ukazeme, ze potom pro kazde u,v eV platf 

II <p(u) - <p{v) - f'{x)(u - u)|| < s\\u - t)||. (14.7) 

Pro pevne v e V uvazujme zobrazenf 

g : w i->. (p(w) - <p(v) — <p'{x)(w -v), we V. 

Pro w e V mame g'(w ) = <p'(w) - <p'(x). Pak podle Vety |ll.2.23| platf 

Mu) - <p(y) - <p’(x)(u - u)|| = ||f (m) - g (u)|| 

< sup{||f'(w;)||; w e V} ■ \\u — u|| 

< e||« —v||, 

coz dokazuje (juj). 

Dale pro kazde u,v e V platf 

\\<p{u) - £>(i0|| > ^||m - v||. (14.8) 


Pro u, v e V pocftejme 

Mu) - <K4il > -Mu) - <p(v) - <p'(x)(u - «)|| + \\<p'{x){u - 41 
> -e\\u - v|| + Tflu - v|| > ^||w - d||, 
tfmjevztah ( |14.8[ ) dokazan. 
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(a) Zvolme a,b e (p'{x)(V). k nim nalezneme u,v e V takove, ze <p'(x)(u) = a, 
<p'(x)(v) = b. Pocitejme 

\\<p((p\xy 1 {a))-(p(<p'{xy l {bj)\\ = \\<p(u) - (p(v)\\ 

< \\<p(u) - (p(v) - <p'(x)(u - u)|| + II <p'(x)(u - d)|| 

e||w — u|| + \W(x){u - v)\\ 

9 S -\\a-b\\ + \\a-b\\ + ^ + \)\\a-b\\ 

^P\\a-b\\. 

(b) Zvolme p,q e < p(V). K nim nalezneme u, v e V takove, ze < p(u) = p, <p(v) = q. 
Pocitejme 

\W{x)((p~ l {p)) -(p’(x)(<p- l (qj)\\ = ||<p , (a:)(m) — <p / (jc)(u)|| 

= W(x){u-v)\\ 

< ||^(m) - <p(v) - <p\x)(u - u)|| + ||<£>(m) - «p(u)|| 

^ e||w — u|| + \\p-q\\ 

^ ^\W(y) ~ <p{v)\\ + \\p~q\\ = (y + l)Hi»-?|| 
np-di 

Tim je i druhe tvrzeni lemmatu dokazano. ■ 

14.1.23. Lemma. Necht'A,n e N ,k < n, G C M 4 jeotevrenamnozina, <p\ G -»■ R" 
je proste regularni zobrazeni, x e G a a > 1. Potom existuje okoli V bodu x takove, 
ze pro kazdou A*-mefitelnou E <z V plati 

a -1 J vo\<p\t) dA fc (t) < M k {tp(E)) < a J vol^'(f) dA*(?). 

Dukaz. Nalezneme realna cisla P > 1 a x > 1 takova, ze 

p k x < a. (14.9) 

Podle Lemmatu |14.1.22| nalezneme okoli V\ bodu x takove, ze je splnen zaver lem¬ 
matu. Diky spojitosti zobrazeni t i-»- vol <p'(t) na mnozine G nalezneme okoli V 2 
bodu a: takove, ze plati 

V? e F 2 : r _1 voli p'(x) < vol<p'(t) < rvol <p'(x). (14.10) 

Polozme V = V\ Pi V 2 . Ukazeme, ze V je hledanym okolim. 

Necht; E C K je A^-meritelna. Potom diky jl4.10( ) dostavame 

x~ l vo\<p'{x)\ k (E) < J vo\<p'{t) dX k {t) < xvo\<p'(x)\ k (E). 


(14.11) 
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Podle Lemmatu |14.1.18| mime vo\(p'{x)\ k iE) = M k (<p'{x){Ej), a tedy muzeme 
psat 

r- 1 M k (cp'{x)iE)) < J voV(f)dA fe (f) < r M k (<p\x){E)). (14.12) 

Dale diky Lemmatu |l4.1.22| (a) a volbe okoli V\ dostavame 

M k (cp{E)) = M k {<p o <p'(x)- 1 o <p'{x){E)) < P k X k (cp'(x)(E)) 

p k r J vol cpft) dX k (t) a j vol <p'(t) d\ k (t). 
Podobne diky Lemmatu |l4.1.22| (b) a volbe okoli V\ dostavame 

X k {(g>(E)) > p~ k X k {<p'(x) o tp- 1 o <p(E)) = p~ k J( k (cp'(x)(E)) 

P~ k T~ x J vol (p'(t)dx k (t) a- 1 J vol <p'(t) dX k {t). 

■ 

14.1.24. Veta (area formule). Nechi k,n e N ,k < n, G C je otevrena mnozina, 
(p: G ->■ R" je proste regularni zobrazem a /: <p(G) —>■ M je borelovska. Potom 
plat! 

/ f(x) dM k {x) = [ f(<p(t))voty(t)dX k (t), 

J<p(G) JG 

pokud integral na prave strane konverguje. 

Dukaz. Zobrazem <p je proste, a proto existuje inverzni zobrazem <p~ l . Nejprve uci- 
nime pozorovani ohledne meritelnosti tohoto zobrazem. Kazda otevrena mnozina 
H C G je spocetnym sjednocenim kompaktnich mnozin, proto take < p(H) je spo¬ 
cetnym sjednocenim kompaktnich mnozin. Dostavame tedy, ze zobrazem (p~ l je 
borelovske. Mnozina (p(G) je tedy borelovska. 

Dukaz vety rozdelime do nekolika kroku. Postupne budeme dokazovat area 
formuli pro stale obecnejsi zobrazeni /. 

1. Predpokladejme, ze / = xl, kde L c <p(G) je borelovska. Ukazeme, ze plati 

M k {L)= f vol(p r (t) dX k (t). (14.13) 

fp~HL) 

Zvolme a > 1. Podle Lemmatu |l4.1.23| nalezneme pro kazde y e G okoli V y C G 
bodu y takove, ze pro kazdou A*-meritelnou mnozinu E C V y plati 

a -1 J vol(p'(t)d\ k (t) < 3( k ((p(E)) < u J vol<p'(t) dA fe (f). (14.14) 

Plati \J{V y \ y e G} = G. Existuje posloupnost {yj } prvku mnoziny G takova, ze 
plati Uy^=i Vyj = G. Polozme 

Aj = <p~\L) n (v yj \ U Vy t ) . 
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Potom plati 

(a) mnozina Aj je borelovska pro kazde y e N, 

(b) Aj c V yj pro kazde ye N, 

(c) Vy, j' G N, j ± j': Aj n Aj> = 0, 

(d) \J°° =1 Aj =<P~HL) 

(e) pro kazde j e N mame 

a -1 J vol <p'(t) dX k (t) < M k (<p{Aj)) <aj vol <p'(t) dA k (t), 

(f) pro kazde y e iV je mnozina <p(Aj) borelovska. 

Z (a) a (c)-(e) plyne 

a -1 [ volcp'it) dA*(f) < M k (L))) < a f vol(p'(t)d\ k (t). 

Vzhledem k tomu, ze a > 1 bylo voleno libovolne, dostavame ( |14.13[ ). 

2. Predpokladejme, ze / je nezaporna jednoducha borelovska funkce, tj. / = 

X!f=i c .iXL n kde Lj c <p(G) je borelovska a Cj > 0, j = 1. p. Potom podle 

( |14.13| ) plati 


fix) d M k (x) = J2 Cj X k (Lj) = J2 c jf vo1 V'it) d\ k (t) 

y=i y=i J(p ,(Lj) 

= £cj [ XLj°<p(t)voW(t)dX k it) ( 14 ‘ 15 ) 

y=i Jg 

= j G f c<pit)v°\<p'it)d\ k it). 


3. Necht; / je nezaporna borelovska funkce. Nalezneme nezapome jednoduche 
borelovske funkce fj : <p(G) -»• R, y € N, takove, ze fj -»■ / a fj < fj+\. Potom 
podle Leviho vety dostavame 

lim f fjix) d X k it) = f fix)dM k ix), 
j-*°° J<p(G) Jip(G) 

lim [ fjicpit))volcp'it)dX k it) = f fi<p\t)) vo\<p'it) dA fe (t). 
j^-oojg Jg 

Ponevadz podle bodu 2 plati pro kazde j e N rovnost 


[ fj (x) d 3t k ix) = f fj i<pit)) vol <p'it) dX k it) 
J V (G) Jg 


dostavame rovnost 


[ fix)dje k ix)= [ fi (P it))voWit)dx k it). 
J<p(G) Jg 
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4. Necht; / je borelovska funkce a integral f G f (<p{t j) vol (p'it) dA k (t) konverguje. 
Polozme / + = max{/, 0} a /“ = max {—f 0}. Potom podle bodu 3 plati 

f f + (x)dJ( k (x)= [ / + (<K0)voV(0dA fc (0. (14.16) 

J<p(G ) JG 

Posledni integral je roven f G (f(<p(t)) vol <p'{t)) + dA k (t), aje tedy podle predpokla- 
du konecny. Podobne dostavame 


[ f~(x) dM k {x)= [ (f(<p(t)) vol <p'(t))~ dA*(f), 

J<p(G) JG 

pficemz posledni integral je opet konecny. Odtud tedy plyne 

l f{x) dM k (x)= [ f i<p(t)) vol (p'it) dA*(t). 
J<p(G ) JG 


(14.17) 


14.1.25. Poznamka. Area formule plati i v pripade, kdy je zobrazeni i p lokalne 
lipschitzovske (vizte [|l3[]). 

14.1.26. Veta. Necht; /: ->• R je A fe -integrovatelna funkce. Potom plati 

[ fix)d\ k ix)=f (f f(x)dX k ~ 1 (x))dX 1 (r). 

jR k Jo VpteJR*; ||je||=r> / 


14.2. Krivky, plochy a jejich orientace 

14.2.1. Definice. Necht' k,n e N, k < n. Rekneme, ze neprazdna mnozina M c 
M" je k -dimenzionalniplocha (kratce A-plocha), jestlize pro kazde x e M existuje 
otevrena mnozina G C M* a regularni homeomorfismus (p : G —*■ M" takovy, ze 
x e ( p{G) C M a <p(G) je otevrena v M. 

14.2.2. Necht; k, n e N, k < n. Jestlize Gctf je otevrena a neprazdna a (p : G 
R” je regularni homeomorfismus, potom je <p(G ) A-plocha, nebot; <p(G) je otevrena 
ve <p(G). 

14.2.3. Priklad. Ukazte, ze mnozina {0} x (0, l) 2 C R 3 je 2-plocha. 

14.2.4. Veta. Necht' k, n e N, k < n, H c R" je otevrena mnozina a F : H ->• R n_fe 
je zobrazeni tridy G 1 . Oznacme M = {x e H; F{x) = 0}. Jestlize M ^ 0a pro 
kazde x e M plati rank.F'(;t) = n—k, potom je M A-plocha. 

14.2.5. Priklad. Ukazte, ze sfera S„-\ = {x e R"; ||;c|| = 1} je in — l)-plocha. 

Resent Definujme F: R" —>• R predpisem Fix) = ||x|| 2 — 1. Zobrazeni F je tridy 
G 1 a plati S „-1 = {x e H\ Fix) = 0}. Dale plati 

F'ix) = i2x 1: 2x 2 ,.. ,,2x„) = 2x, 



804 


t. KRIVKOVY A PLOSNY INTEGRAL 


a tedy rank F'(x) = 1 pro kazde x e S n - 1. Podle Vety |14.2Ti| jc tedy 
(n — l)-plochou. 


mnozina S„ 


14.2.6. Definice. Necht; k,n e M. n ,k < n, M je k -plocha a x e M. Pak vektor 
v e R" nazveme tecnym vektorem k plose M v bode x, jestlize existuje otevreny 
interval I, a spojite zobrazeni c: I —> M a lo e / takove, ze c(to) = x a c'(fo) = v. 

Mnozinu vsech tecnych vektoru k plose M v bode x nazyvame tecnym prosto- 
rem k plose M v bode a a znacime T X (M). 

14.2.7. Veta. Necht; k,n eN,k < n, M cM. n je £-plocha a x e M. 

(a) Potom T X (M) je k-dimenzionalni vektorovy prostor. 

(b) Necht; G C R fc je otevrena mnozina, a e G a <p : G —> R" je regularni 
homeomorfismus takovy, zex = (p(a) e <p(G) c M a <y(G) je otevrena v 
M. Potom p'(a)(R*) = T X (M). 

Dukaz. Tvrzeni (a) plyne z bodu (b), nebot; </s'(a)(TR") je linearm'm podprostorem. 
K dukazu bodu (b) dokazeme dve inkluze. Zacneme s inkluzi <p'(a)(R fe ) c T X (M). 
Zvolme v e <p'(a)(R k ). Nalezneme u € R k takove, ze <p'{a)(u) = v. Nalezneme 
8 > 0 takove, ze B(a, 8) C G. Nalezneme r > 0 takove, ze r||w|| <8, a definujeme 
c: (—r, r) R" predpisem c(t) = <p(a + tu). Potom je c spojite zobrazeni a pro 
jeho derivaci v bode 0 plati c'(0) = <p'(a)(u) = v. Plati tedy v e <p'(u)(R"). 

Nyni dokazeme inkluzi T X (M) C <p'(a)(WL k ). Necht; v e T X (M). Existuje tedy 
otevreny interval /, bod t 0 e I a spojite zobrazeni c: I -»■ M splnujici c'(f 0 ) = u. 
Reprezentujici matice ip'{a) ma hodnost k. Bez ujmy na obecnosti muzeme pred- 
pokladat, ze matice 




A 


••• | 


je regularni. Definujme zobrazeni ji : R" —» R* predpisem jr(xi ,..., x„) = ( x\ x &)• 


Potom 


{it o (p)'(a) = n'(tp(a)) o (p'(a) = it o <j o'{a) = A. 

Rovnost 7t'(ip(a)) = jt plyne z ??(b). Zobrazeni jt o cp je tri dy G 1 a (jt o (p)'{a ) je 
regularni. Podle vety o lokalnim difeomorfismu (Veta |11.6^ ) existuje okoli U C G 
bodu a takove, ze it o cp\jj je difeomorfismus. Zobrazeni jt\ v (u) je proste, nebot' 
zobrazeni jro^l^je proste. Oznacme W = c~ l (<p(U)). Mnozina (p(U)je otevrena v 
M, a tedy W je otevrena. Navic to e W. Definujme zobrazeni £: W —»• G predpisem 
£ (0 = <p -1 o c(i). Plati 

1(0 = tp- 1 ° (TTl^d/)) -1 ° ^Ut/) ° c(0 = (tt O <yp|c/) _1 O (n o c)(0, i € IE. 
Potom plati, ze zobrazeni (it o ys| (y ) —1 je tridy G 1 na mnozine n(<p(U)) a zobrazeni 
jroc je tridy G 1 namnozine IE. Zobrazeni^je tedy tridy G 1 na IE aplaticjiv = cpo^. 
Odtud plyne c’(t 0 ) = <p'(a)(%'(t 0 )). Mame tedy c'(f 0 ) e (p'(a)(E*). ■ 
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14.2.8. Definice. Necht' M c M" je (n — l)-plocha a x e M. Rekneme, ze v e M" 
je normalovy vektor k plose M v bode a, jestlize v e TxiM)^. 

14.2.9. Definice. Necht; neN,«>l,a 1 . u n ~ x e M”. Pak definujeme vektoro- 

vy soucin vektoru u x ...., u n ~ x predpisem 

u 1 x ••• x u n ~ x = (det([e',w 1 ,... ,w" -1 ])" =1 e M". 

14.2.10. Veta (vlastnosti vektoroveho soucinu). Necht'n e N ,n > 1, aw 1 ,..., u n ~ x e 

(a) Pro kazde »el" platf 

(v,u x x-.-xm”" 1 ) = det [v,u 1 ,...,u n ~ 1 ]. 

(b) Vektory u { ,, u n ~ x jsou linearne zavisle prave tehdy, kdyz u l x ••• x 
u n ~ x = o. 

(c) Pro kazde i e {1platf (u 1 ,u x x ••• x u n ~ l ) = 0. 

(d) Platf \\u x x-.-xm"- 1 !! =vol[u l ,...,u n ~ 1 ]. 

Dukaz. (a) Zvolme »€l”a pocftejme 

{v,u x x ••• x u n ~ x ) = ^ vi det(e\ w \... ,u n ~ x ) = ^ detOj-e*, w 1 ,... ,u n ~ x ) 

= ^det(i>,M 1 . u n ~ x ). 

i = t 

Tfm je pozadovany vztah dokazan. 

(b) =>• Tato implikace zrejme platf. 

<= Pokud u x x---xu n ~ x = o, potomjematice [v,u x ,... ,u n ~ x ] podle (a) singularnf 
pro kazde teR". 

(c) Tvrzenf snadno plyne z (a). 

(d) Oznacme w = u 1 x-xu"' 1 . Pokud jsou u 1 . u n ~ x linearne zavisle, potom 

w = o a volfu 1 ,..., u n ~ l ) = 0. Predpokladejme tedy w ^ o. Potom platf 

|| w || 4 = ( w,u x x ■ ■■ x u n ~ l ) = (det[tu, u 1 ,..., u n ~ x ]) 2 
= det[w, u 1 ,..., u n ~ x ] T [w,u x __ u n ~ x ] 



/ ( w,w) 

0 

0 \ 


I o 

(u x ,u x ) 

( u x ,u n ~ x ) \ 

= det | 

0 

( u 2 ,u l ) 

... (u 2 ,u"- x ) 


1 0 


: 


\ V 

{u n ~ x ,u x ) 

( u n x ,u n 1 ) / 

= Nil 2 

det((w\ 

u j )). 
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Odtud pak plyne ||k;|| = vol(w l ,..., u n 1 ). ■ 

14.2.11. Poznamka. Je-li M c R" (n - l)-plocha, x e M acpje pnslusny regulami 
homeomorfismus cp\ G —*■ M” splnujici cp(a ) = x e <p(G ) C M. Potom 

ll^(^- 1 W)x-x 5 ^ r (^W)||’ 

kde ^-(0 = (f§r(0> • • • > fjr (t )), jc jednotkovy normalovy vektor k plose M. Zob¬ 
razeni v je spojite na jiste otevrene mnozine v M obsahujici x. 

14.2.12. Definice. Necht' n e N,/i > 1, a M c R" je (n — l)-plocha. Orientaci M 
rozumime spojite zobrazeni v: M —> M" takove, ze v(x) e Tx(M) 1 - a ||v(x)|| = 1 
pro kazde x e M. 

14.2.13. Poznamka. Zobrazeni v je spojite pole jednotkovych normalovych vek- 
toru. 

14.2.14. Priklad. Pro plochu M = {0} x (0, l) 2 urcete v{x), x e M. 

Resent. v(x) = (1,0,0 ),xeM a 

14.2.15. Priklad. Pro plochu S 2 urcete v(x),x e M. 

Resent. v(x) = x,x e M a 

14.2.16 (Mobiova paska a pocet orientaci). 

14.2.17. Lemma. Necht; n e N, n > 1, £2 C M" je otevrena ate H{Q). 

(R) Necht; existuje okoli U bodu z a rozhranicujici funkce h : U —> M takova, 
ze h e 'e'(U), VA(z) ^ o aU n Q = {x e U; h(x) < 0}. 

Potom existuje okoli V C U bodu z takove, ze V fl H(Q) \c (n — l)-plocha. Vektor 
vq(z) = ||V/| 1 (z)|i V ^( z ) J e jednotkovy normalovy vektor v bode z k V fl H{£2) a 
nezavisi na volbe rozhranicujici funkce h. 

Dukaz. Plati h(z) > 0, nebot; z £ Bod z je prvkem hranice £2 , a proto muzeme 
nalezt posloupnost {z 7 } prvku mnoziny Q, ktera konverguje k z- Pro kazde ye N 
plati /t(z 7 ) < 0, a proto dostavame h(z) < 0. Mame tedy h(z) = 0. Bez ujmy 
na obecnosti muzeme predpokladat Jj| (z) ^ 0. Pouzijeme vetu Vetu |1 1.4. 1| o 
implicitni funkci. Funkce h splnuje 

• h(z) = 0, 

• he G l {U), 

• &(z) + °- 

Nalezneme okoli W bodu [zi, ■.. , z„_i], okoli H bodu z n a funkci <p: W —*■ H 
takovou,ze 

• <p(Zl,...,Zn-l) = Zn, 

• <p e&(W), 

• {x e M"; h(x) = 0} fl (W x H) = grafip, 
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• WxH CU. 

Nynf overfme rovnost graf <p = H(£2) fl (W x H). Inkluze graf (p C W x H zrejme 
platf. Vezmeme w = ( y*(p{y )) € grafip. Potom w £ £2, nebot; h(w ) = 0. Podle ?? 
nalezneme 3 > 0 takove, ze h(w + tVh(w)) < h(w) pro kazde t e (—3,0). Odtud 
plyne h(w + tS7h(w)) < 0 pro kazde t e (—3,0), a tedy h(w + tVh(w )) e £2 pro 
kazde t e (—3,0). Odtud plyne w e H{£2). 

Nynf vezmeme w e H(£2) n (W x H ). Potom platf h(w) < 0, nebot; w £2. 
Dale nalezneme posloupnost {w j } prvku mnoziny £2 konvergujfcf k w a splnujfcf 
h(w J ) < 0 pro kazde j e N. Odtud plyne h(w) < 0. Dohromady tedy mame 
h(w) = 0, takze w e graf (p. Tim je rovnost dokazana. 

Polozme f(y) = {y,(p{y)), y e W. Platf 

• ire ^{W), 

• f(W) = graf <p = H{£2) fl (W x H), 

• rank ir'(y) = n — l,y eW , 

• f~H w) = n(w). 

Podle |14.2.2| dostavame, ze f{W) je (n - l)-plocha. Zvolme okolf V bodu z tak, 
aby V C W x H. Potom f(W) (If = H(£2) n V je (n - l)-plocha. 

Ortogonalita vq(z). Pro kazde y e W platf h(y, <p(y)) = 0. Derivujeme-li funkci 
y i->- h(y, cp(y )) podle i-tc promenne, dostaneme 

^y(y,<p(y)) + = ( vh (y> , p(y))’^'(y> , p(y)Xe t )l = o. 

Pro bod z tedy platf V/i(z) e T z (ir(W) D V)- 1 . 

Jednoznacnost vq(z) = 0. Predpokladejme, ze h je rozhranicujfcf funkce. Podle pred- 
chozfho je V/i(z) e T z (\jr(W) fl V)^. Dimenze prostoru T z (ir(W) fl V) je n — 1, a 
proto ortogonalnf doplnek T z {\jj{W) fl K) x ma dimenzi rovnou 1. Proto existuje 
a e R takove, ze V/z(z) = aVft(z). Dfky |14.2.2| dostavame a > 0, a proto platf 
V/t(z) _ fh(& 

||V/z(z)|| ||VA(z)||' 

■ 

14.2.18. Definice. Necht; n e N,« > 1, £2 c M" je otevrena a z e H(£2). Rekne- 
me, ze bod z je reg ularnfm bodem hranice £2, pokud je splnena podmfnka (R) 
z Lemmatu |l4.2.17| pro flaz. Vektor vq(z,) nazyvame vnejsfmjednotkovym nor- 
malovym vektorem k £2 v bode z- Mnozinu vsech regularnfch bodu hranice Q 
znacfme //*(f2). 

14.2.19. Veta. Necht; n e N,n > 1, a Q C M" je neprazdna omezena otevrena 
mnozina. Pokud (S2) ^ 0, pak //*(J2) je (« — l)-plocba orientovana normalovym 
polem vq. 

14.2.20. Definice. Necht; M c M" je 1-plocha. Orientacf M rozumfme spojite 
zobrazenf r: M R" takove, ze r(x) e T X (M) a ||t(a)|| = 1 pro kazde x e M. 
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14.2.21. Definice. Necht: a,b eR,a < b. 

(a) Rekneme, ze zobrazeni c: [a, b] ->• M" je (parametricka) krivka, jestlize 
je spojite. 

(b) Rekneme, ze parametricka krivka c: [a,b] -»• R" je skoro regularni, po- 
kud existuje deleni {t ; }f =0 intervalu [a, b] takove, ze 

• c je tridy "€ 1 na i = 1,..., p, 

v • Vt£[a,b]\{t 0 ,...,t p }:c'(t)^0. 

(c) Rekneme, ze krivka c: [a,b] —>■ K” je jednoducha a uzavrena, jestlize 
c \[ a ,b) je proste a c(a ) = c(b). 

14.2.22. Veta (Jordan!). Necht; c: [a,b] -¥ M 2 je jednoducha uzavrena krivka. 
Pak existuji disjunktni otevrene souvisle mnoziny Intc a Extc takove, ze Intc je 
omezena a Extc je neomezena a plati M 2 = Intc U Extc U c([a,b]). Navic plati 
//(Intc) = //(Extc) = c([a,b]). 

14.2.23. Veta. Necht: c: [a,b] TR 2 je skoro regularni jednoducha uzavrena kriv- 
ka. Potom vsechny body mnoziny //(Intc) az na konecne mnoho jsou regularnimi 
body //(Intc). 

Dukaz. Necht: a e //(Intc) je takovy bod, ze existuje 8 > 0 a to e ( a,b ) ta¬ 
kove, ze c(fo) = x, c' je spojite na (to — 8, to + 8) a c'(fo) ^ 0. Takovy je kaz- 
dy bod z //(Intc) vyjma konecne mnoha bodu, nebot' podle Jordanovy vety ma- 
me //(Intc) = c([a,b]) a c je skoro regularni. Pro nase a muzeme bez ujmy na 
obecnosti predpokladat, ze c'j(fo) ^ 0. Potom existuje okoli U C (to — 8, to + 8) 
bodu to takove, ze ci je difeomorfismus na U. Oznacme V = C\(U). Polozme 
if(z) = C 2 o cj -1 (z), z e V. Potom pro kazde z € V existuje t e U takove, ze 
ci(t) = Z. pak mame [z,^(z)} = [ci(f),c 2 a cj _1 (ci(f))] = [ci(t),c 2 (t)] = c(t). 
Mame tedy graf f C c(U). Pro t e U pak mame 

c(t) = [ci(t),c 2 (f)J = [ci(t), c 2 o cj -1 ( c i (t))] = §si(t),yt(ci(t))] e graff. 
eV eV 

Mame tedy graf = c(U). Mnozina F = [a, b]\U je kompaktni a neprazdna, a 
tedy c(F) je kompaktni. Plati x £ c(F) diky jednoduchosti a uzavrenosti c. Mno¬ 
zina c(F ) ma tedy od bodu a = c(to) kladnou vzdalenost. Existuji tudiz okoli W 
bodu ci (t 0 ) a okoli W bodu c 2 (t 0 ) takova, ze (W xf)n c(F) = 0. Plati tedy 
(W x H) n c([o, b]) = (W x H) n c{U) = (W x H) fl graf 
Mnozina P = {[a ,y] e W x H\ y < ^(a)} je otevrena a souvisla. Souvislost 
vyplyva z krivkove souvislosti. Podobne mnozina N = {[a, y] e W x H\ y > (x )} 
je otevrena a souvisla. Ponevadz 

//(Intc) = //(Extc) = c{[a,b]), (14.18) 

mame P fl (Intc U Extc) ^ 0 a N fl (Intc U Extc) ^ 0. Souvislost P implikuje, ze 
plati bud P C IntcneboP C Extc. Podobne plati bud N C IntcnebotV C Extc. 


3 Marie Ennemond Camille Jordan (1838-1922) 






t.3. GAUSSOVA, GREENOVA A STOKESOVA VETA 


Z ( |14.18[ ) pak plyne, ze platf bud' 

P C Intc a N C Extc, 


nebo 

P C Extc a N C Intc. 

Predpokladejme, ze nastane pnpad ( |14.19[ ). Potom polozme 
h(u, u) = -i jf(u) + v, [u, c] e W x H. 

Platf h e ^(W x H), Vh(u, v ) = 1) + 0 a 

{[ii, w] e If x //; /i(m, i>) < 0} = P = Intc D (W x tf). 
Pokud nastane prfpad ( |14.20| ), pak postupujeme obdobne. 


(14.19) 

(14.20) 


14.3. Gaussova, Greenova a Stokesova veta 

14.3.1. Definice. Necht; Mel" je (n — l)-plocha orientovana normalovym polem 
va/:M^r. Tokvektorovehopole / orientovanou plochou (M, v) definujeme 
jako 

/ (/(y),v(y))dJf"- 1 (y), 

JM 

pokud integral konverguje. 

14.3.2. Definice. Necht; U C R" je otevrena mnozina a /: U —» R" je zobrazenf 
trfdy ~e l . Pro x e U definujeme divergenci vektoroveho pole / v bode x e U 
predpisem 

div f(x) = 

14.3.3. Veta (Gaussovavetao divergenci). Nechfn e N,« > 1,12 C R"jeomezena 

otevrena neprazdna mnozina, Jf’" _1 (//(i2)) < oo, \ //*(12)) = 0 a / 

je vektorove pole z R” do R", ktere je trfdy f 1 na otevrene mnozine obsahujfcf 12. 
Pak platf 

f {f(y),va(y))d M n ~ l (y) = f div f(x)dX n (x). 

Jh(S 2) Jn 

14.3.4. Lemma (rozkladjednotky). Necht; n eNaceR, e>0. Pakexistujf funkce 
(Oj : R" -*■ R, j e N, takove, ze pro kazde j e N platf 

(a) Wj je nezaporna, 

(b) ay je trfdy f 1 (R"), 

(c) diam spt (Oj < s, 
a pro kazde tel" 

(d) Ef=i®y(x) = l, 

(e) existuje okolf U C R” bodu x takove, ze mnozina {/ e N; spt u>j fit/ ^ 0} 
je konecna. 
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Dukaz . Necht' r): R —>• [0,1] je 'C 1 -funkcc takova, ze 


Naprfklad lze volit 


r,(x) = 


0 


pro x^O, 
pro x > 1. 


1 0 pro x < 0, 

\ + \ sin(7r(A - |)) pro x <= (0,1), 
1 pro x > 1. 


(14.21) 


(14.22) 


Nalezneme m e N takove, ze < e. Definujme 

&(f) = r](m(t - |) - I?(m(l - ^±1)), t e R, k e Z. 

Plati spt£fc C |^, a £*(R) C [0,1]. Necht 't e R. K nemu nalezneme k e Z 
takove, ze t e [^, ^1). Potom plati 


E =&-i(o+&<o = »/(«(*-*-•))-»/(«(*- fc +')) = i-o= i. 

j=-oo 

Pro a = (cti.«„) e Z" definujme 

Vf a (xi,. ..,%„) = £ai(*i)•••£«„(*»)> * = (xi,...,x„) € R". 

Vlastnosti (a) a (b) ze zneni dokazovaneho lemmatu jsou zrejme splneny. ■ 


14.3.5. Lemma. Necht; V je realny unitarm prostor dimenze neN,teFat)^0. 

Potom existuji vektory u 1 . u n e V, ktere tvori ortonormalni bazi V a pro kazde 

I e {1. n) plati (v, u l ) >0. 

Dukaz. Mame-li unitarni prostor V takovy, ze dim V = 1, a t> e V,v^0, pak staci 
polozit u 1 = |i|U. Mejme nyni V dimenze n > 1 apredpokladejme, ze tvrzeni plati 
pro kazdy unitarm prostor dimenze k, kde 1 < k < n. Pro v e K i / 0, nalezneme 
u 1 e V takove, ze Hm 1 || = l.ju.w 1 ) > 0 a w 1 ^ linji;}. Oznacme W = linjw 1 }- 1 a 
jako w oznacme ortogonalni projekci v do W, tj., w = v — (v,u l )u x . Plati w ^ 0, 
nebot' m 1 £ lin{u}. Nyni aplikujeme indukcni predpoklad na W a w. Obdrzime 
ortonormalni bazi u 2 ,..., u n prostoru W. Potom mnozina {u 1 , u 2 ,..., u n } je orto¬ 
normalni bazi V a (v, u l ) = (w, u l ) > 0, i = 2,... ,n. ■ 

14.3.6.Oznaceni. Nechin e N, n > 1 ,i e {1,..., n}. Potom definujeme zobrazeni 
f *: R" -* R" _1 predpisem 

f\x) = {x\ .Xj_i, jtj+i,... ,x„), x e R". 


14.3.7. Lemma. Necht' n e N, n > 1, 12 c R" je otevrena mnozina, z e H{£2) je 
regularni bod hranice 12, i e {1. n} a va(z)i > 0. Potom existuje otevrena mno¬ 

zina W C R" -1 obsahujici bod z* = ^(z), otevrena mnozina He. R obsahujici 
bod Zi a funkce (p: W -»■ H takova, ze <p e C 1 (W) a 

{x € R"; Vix) eW, Xi e H, Xi <cpo i/iix)} = {x e 12; fi(x) e W,x t e H}. 
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Dukaz. Dukaz provedeme pro i = n. Ostatnf prfpady lze provest obdobne. Necht: 
h : U —> R je rozhranicujfcf funkce pro zafl, tj. 

• U C R" je otevrena, zeU, 

• he CH' W ), ^(z) > 0, 

• {x e U; h(x) <0} = UnC2. 

Pouzijeme vetu o implicitnfch funkcfch (Veta |ll.4~3| ) na rovnici 
h(x i,...,x n -i,x n ) = 0. 

Stejne jako v dukazu Lemmatu |l4.2.17| nalezneme okolf W C M" -1 bodu z*, okolf 
He R bodu z n a funkei ip : W —> H takovou, ze 

• <P(Z*) = Zn, 

• ip e 'e'(W), 

• {x e R"; h(x) = 0}r\(WxH) = graf ip, 

• WxH CU, 

• £(*) > 0 P ro kazde xeWxH. 

Dokazeme rovnost 

{[«, y]eWxH\ y < tp(u)} = £2 x (W x H). 

Pokud [ u,y] eW x H, potom 

h(u, tp(u )) - h(u, y) = ^-(m, £) • (y(u) - y) 

pro f e [ip(u ), y]. Ponevadz h(u , ip(u)) = 0 a ^-(u, f) > 0, mame h(u, y) < 0, prave 
kdyz y < ip(u). Platf tedy 

{[u, y]eW xH; y < <p{u)} = {[u, y]eWxH; h(y, u) < 0} 

= (U n £2) n (W x H) = £2 n (W x H). 


14.3.8. Lemma. Necht; £2 a / jsou jako ve Vete EU a S : R" -*■ R" je linearnf 
izometrie. Potom pro kazdy regularnf bod z hranice £2 je bod S(z) regulamfm 
bodem hranice S(£2) a platf vs(S 2 )(S(z)) = S(vn(z)). Dale platf 


f div f(x) dA"( a) = [ div(S o / o S 1 )(ic) dA”(jc), 
JC2 JS(S2) 

f {f(y),vs 2 (y))dJ( n ~\y) 

Jh(S2) 


= [ [S O f o S- 1 (y),v sm (y))dJe n ~Hy). 
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S(Q) 


Dukaz. Necht; h : U —» K je rozhranicujfcf funkce pro zafi. Potom h = ho S 1 je 
rozhranicujfcf funkce pro bod S(z) a mnozinu S(£2). Platf 

h'(S(z)) = (h o S" 1 )'(S(z)) = h'(z) o 5" 1 . 

Pak pro kazde platf 

<5(VA(z)),«> = {Wh(z),S- 1 (u)) = h'(z)(S- 1 (u)) 

= h\z) o S~\u) = A'(5(z))(u) = (Vh(S(z)), u). 


Odtud plyne rovnost S(Vh(z)) = Wh(S(z)), takze take Sfy^fz)) = vs(fl) (£(£)) • 
Pocftejme 

div(S o / o 5 _1 )(Jc) = tr(5 o /'(5 _1 (^)) ° S _1 ) = tr(5 _1 o S o /'(5 _1 (x)) 

= tr(/'(S -1 (.x))) = div /(S _1 (.?)). 


Ponevadz S je izometrie, platf vol 5 = 1. Odtud a z predchozf rovnosti plyne 

f div(S o / o 5 _1 )(a) dA"(x) = f div/(5 _1 (3c)) dA"(A) 

Js(o) Jsm 

= [ div f(x) vol S dX n (x) = f div/(jc) dA”(x). 

Js2 Jn 

Dale platf H(S(£2)) = S(H(S2)) a 

[ {SofoS- 1 (y),v SW (y))d3e n - 1 (y) 

Jh(s(q » 

= [ {So fo s~ l (y), SiyaiS-'iy)))) d X n ~ l (y) (rovnost H(S(Q)) = S(H{S2))) 
Js(H(a » 

= [ {Sof(y),S(v S 2(y)))dJe n - 1 (y) 

JS(S2) 

= [ (f(y)’Vn{y))&X n - l (y). 

JS{Q) 
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14.3.9. Lemma. Necht: C2 c M" je otevrena omezena mnozina a z e U 

12. Potom existuje otevrena mnozina U C R" obsahujfci z takova, ze pro kazde 
vektorove pole / zl" doR“, ktere je trfdy G 1 na otevrene mnozine obsahujfci 12 
a spt / C U, platf 

[ [f(y),v Q (y))dJe n -\y)= [ di v /(jc)dA"(jc). 

Jh(S2) Jo 

Dukaz. Predpokladejme nejprve, ze z € H t ( Q ). Prfsl usnou rozhranicujfcf funk- 
ci oznacme jako h. Dfky Lemmatum |14.3.5| a |14.3.8| muzeme predpokladat, ze 
> 0 pro kazde i e {1,..., n}. Za S staci zvolit zobrazenf splnujfci 5 _1 (e‘) = 
u 1 , kde vektory u 1 ,.. ., u n tv orf ortonormalnf bazi a {vq (z), u‘ ) >0 ,i = 1 

Podle Lemmatu |14.3.7| nalezneme pro kazde i e {1. n\ mnoziny Wi, Hi a 

zobrazenf <pi : Wi —> Hi. Oznacme 

Gi = {x e R"; fi(x) e W u xi e Hi}, i e {1,...,»}. 

Polozme U = (j" = , G*. Necht; / je prfslusne vektorove pole splnujfci spt / C U. 
Ukazeme, ze platf 

f fi(y)va(z) i dJe n - 1 (y)= f ^-( x )dX n (x), i€{l .«}. 

Jh(0) Jo oxi 

Odtud jiz plyne dokazovany vztah. Zvolme opet i = n. Ostatnf prfpady lze doka- 
zat obdobne. Vfme, ze platf 

(1) Hn, x n < (Pnifnim = 12 D (W n x H n ), 

(2) graf <p n = H{£2) n (W n x H n ), 

(3) h(w, (p„(w)) = 0 pro kazde w e W„, 

(4) J^(u;,<p„(uO) > 0 pro kazde w e W n . 


Vypocetprave strany. Pocftejme 

f dX n {x) = f ^ dX n {x) = f r (W) |^(i o, t ) df dA" _1 (u;) 

Jo ox n J(w n xK)no 0X n J Wn J-oo dx n 

= f fn(w,<P„(w))dX n ~ 1 (w). 


Vypocet leve strany. Definujme p : W n —> R" predpisem p(w) = [w,(p n (w)]. Pocftejme 

f My)vo(y)ndM n ~ 1 (y)= [ f n {y)vn{y) n dM n - l {y) 

Jh(0) J H(0)n(w„xH n ) 

= [ Mi'(w))va(p(w)) n -volf'(n)dX n - 1 (w). 
Jw n 

(14.23) 


Pro w e W„ platf 


d<Pn , 


^gk«0) 
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e " few few few 

Un-in-1) 


= (-iy 


1 ah 

la^ 


,(_!)!+»-!. ( _i r -(n-D.^L (u))i( _l)H 

0X2 


3^-(t(^)) 

(^Wfe(VKuO) 

Vh(f(w)). 


■] 


fe(^AW) 

Nyni budeme pokracovat ve vypoctu 

/ /nWvflWndr'W 

Jh(.S2~) 


L fn(f(w)) ' \\VHf(w))\\ ' ^(^(ui)) ' 

= f Mf(w))dx n ~\w). 

Jw„ 


\\S7h(xKw))\\ dA" _1 (u;) 


Tim je rovnost dokazana, nebot; posledni clen v pfedchozim vypoctu je roven po- 
slednimu clenu z vypoctu leve strany. 

Predpokladejme nynf, ze z € V2. Potom polozme £/ = JT_i /y, kde Ij je omezeny 
otevreny interval, j = 1a plati (7 C C2. 

Vypocet prave strany. 

[ ^-(x)dX n (x) = f |^-(x)dA" (x) =/"••• [ 0dxi...dx„=0 
JS2 dx n J/,x~xI n dx n J h J In 

Vypocet leve strany. 

f fj(y)vn(y)jdJ( n -\y) = 0 
Jh(S2) 

Tim je dukaz proveden. ■ 

14.3.10. Lemma. Necht!i2a /jsoujakove Vete |14.3.3| a spt/fl(//(J2)\i/*(,Q)) = 
0. Potom 

[ [f(j),V£ 2 (j))dM n ~ l {y) = [ div/(x)dA"(x). 

Jh(S2) JS2 
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D ukaz■ O znacme K = £2 C I spt /. Pro kazdy bod z e K nalezneme podle Lemma- 
tu |14.3.9| otevrenou mnozinu U(z) takovou, ze 

• z e U(z ), 

• pro kazde vektorove pole g: R" —»■ R" trfdy C 1 splnujfcf spt g c U(z) 
platf 

f (g(y),VQ(y))dJ( n ~ 1 (y) = [ div£(x)dA"(x). 

JH(£2) JS2 

Mnozina K je kompaktnf, a proto muzeme nalezt body z 1 ,. ■ ■, Z k takove, ze K C 
U{z l ) U U U(z k ). Potom existuje e > 0 takove, ze pro kazde x e K existuje 

i e {1_, k\ splnujfcf B(x, s) C U (z ')• Pro toto s nalezneme rozklad jednotky 

iOj,j e w, podle Lemmatu |14.3.4| . Oznacme I = {j e N; sp t ojj f) K ^ 0}. 
Mnozina I je diky kompaktnosti K a vlastnosti (e) z Lemmatu |14.3.4| konecna. 
Dale platf 

• X!/ S / w j( x ) = 1 P ro kazde x e K, 

• pro kazde ye/ existuje i e {1 n} takove, ze sptcty / C U(z l ), a tedy 


f {( 0 jf(y),vs 2 (y))dje n l (y)= f div(o>y/)(x)dA"(; 
JH(C2) JS2 


Potom platf 


f {f(y),va(y)) dX" 1 (y) = [ {f(y), v a (y)) d 3i n x (y)dM n '(y) 

JH(S2) J H(Q)C\K 

= f (°>jf(y)’ v n{y))dX n - l (y) 
jti Jh W 

= E / div(<ay /)(x) dA" (x) 

jZi Ja 

= f div(/)(x) dA"(x). 

Jo 


14.3.11. Lemma. Nechti n e N,n > 1, N C R" je kompaktnf a 3t n X {N) = 0. 
Potom existujf '€' funkce v m : IK” —> [0,1], m e N, takove, ze platf: 

(a) v m XR”\N, 

(b) / ||Vfm(x)|| dA"(x) -> 0, 

(c) pro kazde m e N existuje otevrena mnozina G m C R" obsahujfcf N tako- 
va, ze v m \ G m = 0. 

Dukaz. Nalezneme co: M —^ [0,1] takovou, ze to je trfdy G 1 a 
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Oznacme i](x) = «(||x ||),x e M", a c = / ||V? 7 (x)|| dA"(x). Zvolme m e N. Nalez- 
neme mnoziny Aj , j e N, takove, ze N C U ^=i dy> N C\ A j ^ 0,0 < diam Aj < 2 _m 
a £]y!i a m (diam^ y )" _1 < 2 _m . Pro kazde j e N nalezneme kouli B(xy,ry) tako- 
vou, ze Aj C fl(xy , rj) a rj < 2 diam dy. Mnozina fV je kompaktnf, a proto existuje 
p e N takove, ze N C Uy=i B ( x j> r j)- Polozme 


Potom platf 


rij(x) = i?( X * ), « m (x) = f] rjj(x), * 

TJ j =i 


' 7 = 1 ' k=\,k±j 


Odtud plyne 


7=1 7=1 

||Vt; m (x)||<V^El|V ?7 y(x)||. 

J l|V?yy(x)|| dA"(x) = J ||V?j(y)||r" _1 dA"(y) = crj 1-1 . 


Platf tedy 


j ||V« M (x)|| dA"(x) <V^/E l|Vj 7 y(x)|| dA”(x) 

P P 

< «Jn cr "~ l < T: c2"~ 1 (diam Ay)" -1 

< ■>/nc2 n ~ y — 2 _m . 


Odtud plyne / ||Vi> m || ->• 0. Polozme G m = Uy=i B(x j ,rj). Pokud dist(x, fV) > 
2 -m+3 , pak x $£ Uy=i B(xj,2rj), a tedy u m (x) = 1. Pokud x e G m , potom u m (x) = 
0. Odtud plyne v m —>■ x^ n \N- Vlastnosti (a)-(d) jsou snadno overitelne. ■ 

Dukaz Gaussovy vety (Veta \l 4.3.3 1 ). Oznacme N = H(Q) \ H * (Q). Mnozina N je kom¬ 
paktnf a 3t n ~ l (N) = 0. Necht' {v m } je posloupnost funkcf z predchozfho lemmatu. 
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Polozme f m = v m f. Potom f m splnuje predpoklady Lemmatu a tedy 

platf 

[ (f m (y),vn(y)dJ( n - l (y)= [ div f m (a) dA n ( a). 

Jh(C 2) Jn 

Platf f m ->• f <7f" _1 -s.v. Oznacme K = sup^||/||. Platf K < oo, nebot; £2 je 
kompaktnf a / je spojite na £2. Pro kazde y e H(£2) a m e N platf 

l(/" , (j),v fl (y))| < ||/ m (y)|| < l/0)f < K. 

Dale platf 3t n ~ l {H{£2)) < oo, a proto podle Lebesgueovy vety dostaneme 

lim f {f m (y),v S 2 (y))dJ( n ~ 1 (y)= f {f(y),v n (y))dJf n ~ l (y). 
m^-oo JH(S2) 

Dale pro kazde x e £2 platf 

div(/ m )(x) = v m (x) • div f{x) + Vu m (x)). (14.24) 

Oznacme L = sup^ | div /1. Platf L < oo, nebot' £2 je kompaktnf a div / je spojita 
funkce na £2. Pro kazde x e £2 platf \v m (x) div f(x)\ < 1 ■ L = L. Ponevadz 
A" (£2) < oo, dostavame podle Lebesgueovy vety 

lim f v m (x) div/( a) dA"(x) = [ div/(x) dA”(x), (14.25) 

m ^°° JS2 JS2 

] nebot; lim,^,*, v m (x) = 1 pro kazde x e £2. Platf | [fix), Vi; m (x))| < A'H Vu m (x)|| 
pro kazde x e £2. Dfky Lemmatu |14.3.11| tak dostaneme 

lim [ [fix), Vu m (x)) dA"(x) = 0. (14.26) 

Pouzijeme ( |14.24| ), ( ]14.25| ) a ( |14.26| ) a obdrzfme 

lim f div(/ m )(x) dA"(x) = f div/(x) dA"(x). 

Odtud plyne dokazovana rovnost. ■ 

14.3.12. Definice. 

(a) Necht; U Cl 2 je otevrena mnozina a /: U —> M 2 je zobrazenf trfdy "C 1 . 
Prox e U definujemerotacivektorovehopole / vbodex e U predpisem 

rot /(x) = §^-(x)-§^-(x). 

3xi 3 x 2 

(b) Necht; U C M 3 je otevrena mnozina a /: U M 3 je zobrazenf trfdy '€ l . 
Prox e U definujemerotacivektorovehopole / vbodex e U predpisem 

rot/fct) = [g W - g W, gW - gw, gw - gw]. 



818 


t. KRIVKOVY A PLOSNY INTEGRAL 


14.3.13. Veta (Grccn@). Necht; £2 C R 2 jc omezena otevrena neprazdna mnozina, 

< oo, (H(£2) \ //*(£?)) = 0 a / je vektorove pole z R 2 do R 2 , ktere 
je tridy G 1 na otevrene mnozine obsahujici Q. Necht' xq : H*(£2) -> R 2 je tecne 
vektorove pole k //*(£?) definovane predpisem xn(y) = — x va(y). Pak plat! 

f {f(y),ra(.y))d3( 1 (y) = f rot f(x) dA 2 (x). 

JH(S2 ) JS2 

14.3.14. Definice. Necht; c: [a,b\ -»• TR" je skoro regularm krivka. 

(a) Necht; g je funkce zR" do R. Krivkovy integral prvniho druhu f c g ds 
definujeme j ako 

J g(c(t)) ■ Ik'COII d t, 

pokud tento integral konverguje. 

(b) Necht; / je vektorove pole z R" do R". Krivkovy integral druheho druhu 
f c f ■ dc definujeme jako 

J (f(.c(t)),c'(t))dt, 

pokud tento integral konverguje. 

14.3.15. Veta. Necht' c: [a, b] -» R 2 je skoro regularni jednoducha uzavrenakrivka 
a / je vektorove pole z R 2 do R 2 , ktere je tridy G 1 na otevrene mnozine obsahujici 
Int c. Jestlize existuje t e [a, b\ takove, ze det[v^(c(f)), c'(f)] > 0, pak plati 

J f ■ dc = £ rot/(a;)dA 2 (A). 

14.3.16. Definice. Necht; G C R 3 je 2-plocha orientovana normalovym polem v, 
G c G je relativne otevrena v G a 12 \ c G. Rekneme, ze z € Hg(C2) je regu- 
larnim bodem hranice Q vzhledem ke G, jestlize existuje okoli U bodu z a funkce 
h : U -* R tridy G 1 takova, ze v(z) x VA(z) + 0 a {x e G n U; h(x) < 0} = S2 D U. 
V takovem bode definujeme 

v(z) x S7h(z) 

Xn ' } ||v(z)xVA(z)||' 

14.3.17. Veta. Necht; G,val2 jsou jako v predchozi definici. Oznacme Hg(&)* 
mnozinu vsech regularnich bodu hranice Q vzhledem ke G. Potom je Hg(&)* 
1-plocha a xq :V je orientace Hg(&)*- 

14.3.18. Veta (Stokesi). Necht' G, v a £2 jsou jako v predchozi definici. Predpo- 
kladejme dale, ze Q je omezena, M x (Hq (&)) < oo a jK 1 (Hg(&) \ Hg(£2)*) = 0. 


4 George Green (1793-1841) 

5 George Gabriel Stokes (1819-1903) 
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Necht' vektorove pole / zl 3 do R 3 je tridy C 1 na otevrene mnozine obsahujici £2. 
Potom 


[ (f(y),*a,v(y)) dw l (y) = [ (rot f(pc), v(x)) d M 2 ( 

Jh g (Q) Jn 


14.4. Hlavni veta teorie pole 

14.4.1. Veta (veta opotencialu). Necht' £2 c R"je otevrena mnozina. Necht; c: [a, b] —> 
£2 je skoro regularm krivka a u\ £2 ->• R je funkce tridy C 1 . Potom 

u(c{b)) — u(c(a)) = j Vw • dc. 

14.4.2. Definice. Rekneme, ze mnozina U C R" je hvezdicovita, jestlize existuje 
a e U takovy, ze pro kazde x e U plati { a + t(x -a); t e [0,1]} C U. 

14.4.3. Definice. Necht! 12 c I" je mnozina, /: £2 — > R” je vektorove pole a 
u: £2 ->• R. Rekneme, ze u je potencial pole / na £2, jestlize pro kazde x e £2 plati 
Vm(a) = f(x). Vektorove pole, ktere ma potencial, nazyvame potencialni. 

14.4.4. Veta (hlavni veta teorie pole). Necht' £2 c R"je otevrena mnozina a /: £2 ^ 

R" je spojite vektorove pole. Uvazujme nasledujici vyroky: 

(i) Vektorove pole / je potencialni. 

(ii) Pro kazde skoro regularm krivky c,-: [a,b] —> £2,i e {1,2}, splnujici 
ci(a) = c 2 (a) a c x (b) = c 2 (b ) plati f Ci f • dc, = f c? f • dc 2 . 

(iii) Pro kazde i,j e {1,a x e £2 plati §§:(x) = 

Potom plati: 

(a) (i) ^ (ii) 

(b) Je-li / tridy C 1 , pak (i) =>■ (iii). 

(c) Je-li / tridy IS 1 a £2 je hvezdicovita, pak (iii) =t> (i). 

14.4.5. Definice. 

(a) Necht! k,n e N,k < n, G C R* je otevrena, <P: G ->■ R" je zobrazeni 
tridy IS 1 a g je funkce z R" do R. Plosny integral prvniho druhu f 0 g dS 
definujeme jako 

f g(0(t)) ■vol0'(t)dt, 

J G 

pokud tento integral konverguje. 

(b) Necht! n e N,G C M" -1 je otevrena, 0 : G -»■ R" je zobrazeni tridy G 1 a / 
je vektorove pole z R" do R". Plosny integral druheho druhu f 0 f ■ d<£ 
definujeme jako 

^o)) 
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pokud tento integral konverguje. 



KAPITOLA 15 


Absolutne spojite funkce a funkce s konecnou 
variaci 


15.1. Prehled vysledku z teorie miry a integralu 
15.2. Derivace monotonni funkce 

15.2.1. Definice. Necht' d je soubor nedegenerovanych intervalu vial C M. 
Rekneme, ze d pokiyva ve Vitaliove smyslu, pokud plati: 

VEeK,£>0Viei3/6l:(x6 7)&(|/| < s). 

15.2.2. Veta (Vitali). Necht' A C K je mnozina konecne vnejsi miry a d je soubor 

nedegenerovanych intervalu pokryvajici A ve Vitaliove smyslu. Pak pro kazde s e 
TR, g > 0, existuje disjunktni konecna mnozina {I\, C d takova, ze 



Dukaz■ Bez ujmy na obecnosti predpokladejme, ze intervaly v d jsou uzavrene. (V 
obecnem pripade bychom nahradili intervaly jejich uzavery a pouzili pozorovani, 
ze koncove body intervalu maji miru 0.) Zvolme otevrenou mnozinu G D A ko¬ 
necne miry. Protoze je d vitaliovske pokryti, muzeme predpokladat, ze 1J d C G. 
Mejme s e (0, oo) dano. 

Zvolme nyni induktivne posloupnost {/„ [. V prvnim kroku vezmeme libovolny 
interval 7i e d. Mejme nyni disjunktni intervaly {/i,..., Ij} vybrany. Pokud A C 
u / =1 A , konstrukci ukoncime. Jinak polozme 


j 

sj = sup{|/|; I ed, I n\J Ii = 0}. 

i = l 

Vsimneme si, ze sj je dobre definovano, jelikoz existuje x e A \ U/=i A - Pro¬ 
toze U/=i h ke kompaktni mnozina a d je vitaliovske pokryti, existuje led 
obsahujici x neprotinajici U/=i A - Tedy je mnozina intervalu z d neprotinajici 
U/=i A neprazdna. Proto sj je kladne cislo. Dale plati pro kazde led odhad 
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|/| < A(G) < oo, a tedy sj < AG < oo. Zvolme nynf 7„ + i disjunktnf s U/=i A 
takove, ze |//+i| > \ Sj ■ Tfmje konstrukce ukoncena. 

Tim jsem zkonstruovali disjunktnf posloupnost intervalu { Ij } v G, a tedy 

£l</l < A(G) <oo. 

7 = 1 

Zvolme « € N takove, ze 

£ ioi < | 

i=»+* 

Nynf jiz stacf jen dokazat, ze A *{A \ U”=i A) < £• 

Nechf xje libovolny prvck /4\[J' ! =1 / ; . Protozeje U/=i A kompaktnf mnozina 
a d je vitaliovske pokrytf, existuje led obsahujfcf x a splnujfcf I fl U" =] Ij = 0. 
Je-li k e N a / fl U/=i A = z volby intervalu 4+1 plyne, ze 

|/| <s*<2|4+i|. 

Protoze lim* |/£ +1 | = 0, musf tedy existovat me N takove, ze / fl I m ^ 0. 

Necht; k e N je prvnf index splnujfcf I fl Ik ^ 0. Pak 

k>n a |/| < Sk-i < 2|4|. 

Zvolme y e / fl a oznacme stred intervalu 4 jako y. Pak 

|x -j| < I* - y\ + |j> - f l < |/| + \\h\ < ||4I- (15.1) 

Oznacfme-li tedy 

Jk = [y-^\h\,y + ^1411. 

mame dfky ( Jl5.l[ ) x e Jk- 

Jelikoz a e A \ (J/ = i A bylo libovolne, dokazali jsme, ze 

A \ JJ A C U 

Tedy 

A * [ ^ \ U ) < E 141=5 E 141 <e. 

\ j = l ) k=n +1 A=n + 1 

Tfmje dukaz dokoncen. ■ 
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15.2.3. Definice. Necht: / je realna funkce a a e R. Polozme 

D + f(a ) = limsup \(f(a + h) - f(a)), 
h->- o+ n 

D~ f (a) = lim sup \ifia) ~ f(a - h)), 
o+ n 

D+f(a) = lim inf ^(f(a + h) - /(a)), 

D-f(a) = lim inf U f(a) - f(a - h)). 
h^-o+ h 

Tato cisla nazyvame horni a dolni derivovana cisla. 

15.2.4. Zrejme plati 

D+f(a)>D + f(a) a D~f(a)>D-f(a). 

Dale D + f(a) = D + f(a ) prave tehdy, kdyz /[(a) existuje. Obdobne plati, ze 
D~ f (a ) = D-f(a ) prave tehdy, kdyz f!_(a) existuje. Dale jsou vsechna ctyri cisla 
rovna prave tehdy, kdyz existuje f'(a ) (vlastni ci nevlastni). 

15.2.5. Veta. Necht' / je neklesajici realna funkce na intervalu [a, b], Pak 

(a) / je meritelna, 

(b) f'(x) existuje vlastni pro skoro vsechny body x e [a, b], 

(c) /'je meritelna, 

(d) f b a f'{x) &x<f(b)-f(a). 

Dukaz■ (a) Zvolme libovolne c e TR. Diky monotonii / je pak mnozina 
{x e [a,b\\ f(x) > c} 

interval, tedy meritelna. Proto je / meritelna. 

(b) Ukazme, ze mnozina bodu, kde se nejaka derivovana cisla lisi, ma miru 
0. Ukazme toto pro pripad A = {x e [a,b\, , D + f(x) > D-f(x)}, u zbyvajicich 
mnozin lze postupovat analogicky. Rozlozme mnozinu A jako A = U^eQ 
kde 

A p , q ={x e [a,b]; D + f{x) > p> q > D-f(x)}, p,q 6 0. 

Dikyspocetnostimnoziny fix© tedy stacidokazat X*(A p q ) = Oprokazdou dvojici 
racionalnich cisel p > q. 

Polozme s = X*(A p q ). Necht; s e (0, oo) je libovolne pevne. Zvolme otevrenou 
mnozinu G D A p q splnujici A(G) < + e. Pro kazde a e A pa existuje libovolne 

maly interval tvaru [x — h, x] C G takovy, ze 


f{x) - fix -h)< qh. 
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Diky Vete |15.2.2| vybereme konecne mnoho takovychtodisjunktnichintervalu{/i,..., /„} 
takovych, ze 

A* {^PA \ U Int (^i) J < «• 

Oznacime-li tedy 

B = A pa n (J Int(/j), 

i = 1 

mame A *(B) > s — s. Pak plati 

£(/(*) - f(xi - hi)) <qJ2hi < qX(G) < q(s + s). (15.2) 

i=i i=i 

Pro kazdy bod y mnoziny B lze najit libovolne maly interval tvaru [y, y + k] 
tako vy, ze j e obsazen v nejakem Ij a f(y + k) — f(y) > pk. Opet pouzijeme 
Vety |15.2.2| a vybereme konecne mnoho disjunktnich intervalu { J \,..., J m ) vyse 
uvedeneho typu tak, ze B fl \Jf =l h vnejsf miru vetsi nez s — 2s. Pak dostaneme 

+ kj) - A)>j)) > P E kj > p(s - 2s). (15.3) 

7=1 7=1 

Vezmeme nyni pevny interval /; a uvazujme vsechny indexy F = {/ 6 (1 ,m}; Jj C 
Ii [. Protoze / je neklesajici a intervaly Jj jsou disjunktni, dostavame 

E(/07 + kj) - /Gy)) < f(xi) - f(xi - hi). 

jeF 

Proto plati 

E(/(ji + hi) - f(ji)) < E(/(*0 - /fa - Ai)). 

7=1 1=1 

Z ( |15.2| ) a ( ]l 5. 3[ ) pak obdrzime 

p(s - 2 s) < E(/Ov + fc 7-) - /(z/)) - E (/(*>•) _ /( x < - *>»)) < <l( s + E )• 

Tedy 

/?(s - 2e) < q(s + s) 

pro libovolne s e (0, oo). Proto ps < qs. Protoze p > q, nutne s = 0. Tim je 
ukazano, ze A *(A Piq ) = A (A p>q )) = 0, tedy i A {A) = 0. Proto je / diferencovatelna 
skoro vsude. Z bodu (c) pak vyplyne, ze /' je vlastni skoro vsude. 

(c) a (d) Rozsirme definici funkce / za bod b pomoci f(x) = f(b), x > b. 
Definujme funkci 


g(x)=\im-(A x + h )-Ax)) 
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pro ta x, kde limita existuje. Die (b) je funkce g definovana pro skoro vsechna x e 
[a, b] a zrejme plati, ze /'(x) je vlastni v tech bodech, kde g je konecna. Polozme 

g„(x) = n(/(x +-)-/«), x e [a, b], n e N. 
n 

Diky bodu (a) jsou g„ meritelne a podle (b) konverguji bodove skoro vsude ke g. 
Tedy je g skoro vsude definovana meritelna funkce. 

Zjevne je g skoro vsude nezaporna. Z Fatouova lemmatu tedy dostavame 


L gMdx = J lim inf g n (x) dx < lim inf J g n (x) dx 
= lim inf n J (f(x + - /(x)) dx 

= lim inf J f(x)dx-nj /(x)dx^ 
= lim inf ^f(b)-n J f (x) dx^ 


= m - f{d). 


Tedy g je integrovatelna, a proto konecna ve skoro vsech bodech. Tedy /'(x) exis¬ 
tuje vlastm ve skoro vsech bodech a g = f skoro vsude. Proto je f meritelna a 


plati fa /'(*) dx ^ f ( b ) - /(«)• 


15.3. Funkce s konecnou variaci 

15.3.1. Definice. Necht; / je realna funkce na intervalu [a, b]. Pro kazde deleni 
D = {Xi} n i=0 intervalu [a,b\ polozme 

PD = - /(*i-l)l + - 

n D = - /(*<-« )n 

V D = n D + p D = I f(xi) - f(xt-i) |. 
i = 1 

Dale definujme 

P(f;a,b) = sup{/>£>; D deleni [a,b]}, 

N(f;a,b) = sup{no', D deleni [a, 6]}, 

V(f;a,b) = supjuo; D deleni [a, b]}. 
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Cisla P(f ; a, ft), N(f ; a,b), V(f a, b ) nazveme po fade pozitivni, negativin' a to- 
talnivariaci funkce / na intervalu [a, b], Je-li V(f;a,b) < oo, rekneme, ze / je 

konecne variace na [a,b\. 

15.3.2. Zrejme pro deleni D = {x, }" =0 platf 

Pd ~n D = £[/(**) - f(xi- 1)] + - Y![f(xi) ~ f(*i- 1)] _ 

= E ([/(*i) - /te-i)] + - I/te) - /(*<-!)]") 

= /(ft) - /(a). 

Dale mame 

V(f;a,b)<P(f;a,b) + N(f;a,b) 
a 

max P(f;a,b), N(f \a,b) < V(f \a,b). 

15.3.3. Veta. Je-li / konecne variace na [a, ft], plati 

F(/; a, ft) = P(/; a, ft) + N{f\a,b) 
a 

f(b)-f(a) = P(f;a,b)-N(f-,a,b). 

Dukaz■ Pozitivni i negativni variace / jsou konecne diky predpokladu a |5jj[ Pro 
kazde deleni D intervalu [a, ft] mame 

Pd = n D + f(b) - f(a). (15.4) 

Tedy pro kazde deleni D plati 

P(f; a, ft) > Pd = n D + f{b) - fid). 

Vezmeme-li supremum prave strany pres vsechna deleni D, dostaneme 
Pif ; a , ft) > Nif- a, ft) + /(ft) - fid). 

Dale mame z ( |15.4[ ) pro kazde deleni odhad 

Pd =n D + fib) - fia) < Nif;a,b) + fib) - /(a). 

Prechodem k supremu na leve strane obdrzime 

Pif; a , ft) < Nif; a, ft) + /(ft) - fid). 

Tedy plati druhy pozadovany vzorec. 

Dale mame pro kazde deleni D rovnost 

v D = Pd+ n D = p D + Pd- (/(ft) - fia))- 
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Obdobne jako vyse obdrzfme 

V(f ,a,b) = 2P(f- a, b) — ( fib ) - f(a )) = P(f ; a,b) + N(f ; a, 2>). 


15.3.4. Veta. Necht; / je realna funkce na intervalu [a, b\. Pak / je konecne variace 
na [a, £>] prave tehdy, kdyz je / rozdflem dvou neklesajfcfch funkcf na [a, b], 

Dukaz. Necht; / je konecne variace. Polozme 

g{x) = P(f-a,x), h(x) = N(f;a,x), xe[a,b]. 

Protoze pro x e [a, b] mame 

0 < P(f;a,x) < V(f;a,x) < V(f;a,b) < oo a 
0 5 N(f ;a,x) < V(f ;a,x) < V(f ;a,b) < oo, 
g, h jsou realne funkce na [a,b]. Zjevne jsou neklesajici. Die Vety |15.3.3| plati 
fix) = g{x) ~ h(x) + f(a ) = g(x) - (h(x) - /(a)), e [a, b], 

Tedy / je rozdilem dvou neklesajfcich funkcf g ah — f{a). 

Obracene, necht; / = g — h, kde g, h jsou neklesajici. Pak pro kazde delenf 
D = {xi }" =0 mame 

E i f(*i) - ft *-01 < E i si*) - sixi -oi + E 

= Efefc) - y(*i-o) + E^fc) - Kxt- 0) 

= g(*) - £(a) + ^0) - ^(a)- 

Tedy V(f\a,b) < oo. ■ 

15.3.5. Dusledek. Necht; / je funkce konecne variace na [a, b\. Pak ma vlastnf in- 
tegrovatelnou derivaci ve skoro vsech bodech. 

Dukaz. Rozlozme /jako / = g—h, kde g, /; jsou neklesajici funkce. Die Vety |l5.T5| 
existujf mnoziny N g a Nh nulove mfry takove, ze g'(x) existuje vlastnf pro x mimo 
N g a h'(x) existuje vlastnf pro x mimo Nh- Navfc jsou g' a h! integrovatelne. Pak 
fix) = g'(x) — h'{x) je vlastnf pro body mimo nulovou mnozinu N g U Nh a navfc 
je /' integrovatelna. ■ 


15.4. Absolutne spojite funkce 

15.4.1. Definice. Realna funkce / : [a, ib] —s- M se nazyva absolutne spojita, pokud 
platf nasledujfci podmfnka: Pro kazde e e R, e > 0, existuje 8 e M, S > 0 takove, 
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ze pro kazdy soubor {(x ; -, y;)}" =1 disjunktnfch intervalu v [a, b] splnujicich 

ECw ~Xi)<S 

i = 1 

plati 

EI/(*-•) - fiyi )I <* 


15.4.2. Je snadne si rozmyslet, ze absolutne spojite funkce tvoff algebru. 

15.4.3. Veta. Absolutne spojita funkce na [a, b ] je stejnomerne spojita a konecne 
variace. 


Dukaz■ Necht; / je absolutne spojita funkce na [a,b\. Pak je okamzite z definice 
patrne, ze je stejnomerne spojita 

Pro dukaz jeji konecne variace zvolme s = 1 a k nemu nalezneme odpovidajici 
8 e M, S > 0, z definice absolutni spojitosti. Vezmeme libovolne 8' e (0,8). Uva- 
zujme ekvidistantni deleni D' = {yj}f =0 intervalu [a,a + K8'], kde K jc prirozene 
cislo splnujici < K < 1 + — a 

yj=a + j8', j € {(). K\. 


Pak 

a + (K- 1)5' < b < a + K8'. 

Je-li a + K8 > b, zamenme bod )>k = a + K8' bodem b. Ziskame tak deleni intervalu 
[a, b\, jehoz norma je mens! nebo rovna nez 8', a tedy mens! nez 8. 

Necht' D = {xi }" =0 je dane deleni [a, b], Vezmeme deleni D" sestavajici z bodu 
D' a D. Pak D" = {zi}™ =1 je deleni, ktere lze rozdelit na K souboru intervalu, z 
nichz kazdy je delenim intervalu delky 8'. Dostavame tedy 


VD = E I/(*<) - < EI/(z/) - /(<•/-!>1 <Ks = K. 

i= 1 7=1 

Tim je dukaz dokoncen. 


15.4.4. Veta. Necht' / je integrovatelna realna funkce na [a,b]. 

(a) Pak je funkce 

F(x) = J f(t)dt, xe[a,b\, 

absolutne spojita na [a, b\. 

(b) Je-li / vc € [a,^] spojita zprava, existuje Fj.(c) vlastni a plati Fj_(c) = 
/(c). Analogicky pro derivaci zleva. 
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Dukaz. (a) Ukazme nejdffve absolutni spojitost. Dokazme nejprve nasledujici fakt: 
Vc € M, e > 0 E<$ e M, 8 > 0 

c [a,b] meritelna, \{E) < S : J |/(r)| d t < s. ^ ^ 

Predpokladame-li opak, mame s e (0, oo) a meritelne mnoziny E n C [a, b] takove, 
ze A (E n ) < 2~ n a f En |/(f)| dr > e. Polozfme-li F n = UStL„ E k a F = F n, 

mame 


A (F) = \im\(F n ) < lim sup ^ h(E k ) = limsup2 ” +1 = 0. 

Na stranu druhou mame z Lebesgueovy vety 

0 = 1/(01 dt = J XF\f(t)\dt = J lim X F n |/(01 dr 

= lim J XF„(t)\f(t)\ dr = lim |/(r)| dr > e, 
coz je zjevny spor. Tedy ( |15.5[ ) plati. 

Ukazmenym, ze F je absolutne spojita. Pro dane e e (0, oo) najdeme 8 e R, 
8 > Odle ( |15.5[ ). Mejme nynidisjunktniintervaly {0;, y,-)}" =| o ubrnne deice mensi 
nez 8. Pak A(U?=i(JC< - *)) < s > a ted y 

= |/(0I dr 

= [ 1/(01 dr < £. 

(b) Predpokladejme nyni, ze / je bode c e [a, b) spojita zprava. Pak pro dane 
£ e (0, oo) existuje S e (0, oo), ze pro y e (c,c + 8) plati | /O') — /(c) | < e. Pak tedy 
mame pro h e (0, 8) odhad 

’ (F(c + h) - F(c )) - /(c) = I ^ C+h fit) dr - jf f(t) dr j - /(c) 

i / rc+h [•c+h \ 

= - [J c /(r)dr-jf /(c) dr j 
l r c+h 

= J (/(0 - /O)) dr. 

Tedy 

Ii I i r c+h 

- (F(c + h) - F(c)) - /(c) \<-J | /(0 - /(c) | dr 

l r c+h 


l dr = £. 



830 


15. ABSOLUTNE SPOJITE FUNKCE A FUNKCE S KONECNOU VARIACI 


Tedy F' + (c) = /(c). Analogicky bychom postupovali pro derivaci zleva. ■ 

15.4.5. Lemma. Necht' / je integrovatelna realna funkce na [a, b] a f c a /(f) df = 0 
pro kazde c e [a , b]. Pak / = 0 skoro vsude. 

Dukaz. Predpokladejme, ze E = {x e [a, b]\ fix) > 0} je mnozina kladne miry. Z 
regularity Lebesgueovy miry pak existuje uzavrena mnozina F C (a, b)C\ E kladne 
miry. Podle Vety ?? lze psat mnozinu G = (a,b)\ F jako G = {J^Li(a„,b„), kde 
{(a„, b n )} jsou navzajem disjunktnf. Protoze 

o = J* /(f) df = /(f) df + f G m df, 

platf 

j G f(t) df / 0. 

Z Lebesgueovy vety mame 

f f{t) dt = f f{t) dt = f J2xta n , b „)mdt 

= Xj / X(a„,b n )f(t) df = j dL 

Tedy alespon jeden integral /*” /(f) df f 0. Pak ale mame pro toto n e N 

0 + J fit) df = J fit) df - J fit) df. 

Tedy bud pro c = b„ nebo pro c = a„ platf 0 /(f) df, coz je spor s predpo- 

kladem. Tedy A(£) = 0. 

Obdobne bychom postupovali u mnoziny {x e [a, b]\ fix) < 0}. ■ 

15.4.6. Lemma. Necht: / jeomezenameritelna funkce na [a, b] a Fix) = j a /(f) df 
pro x e [a,b\. Pak pro skoro vsechna x e [a, b] platf F'(x) = fix). 

Duka z. Dle Vcty |l5.4.4| j e F absolutne spojitana [a, b], Tudfz je konecne variace (viz 
Veta |15.4~3|), a pr oto ma skoro vsude konecnou derivaci F', kteraje integrovatelna 
(Dusledek |15.3.5[ ). Rozsirme definicnf obor / za bod b pomocf vzorce fix) = 0, 
x > b, a necht' Fix) = f* fit) df i pro a > b. Necht' K e M splnuje |/| < K na 
[a, b]. Definujme 

fn(x) = niFix +' n )~ Fix)), x e ia,b),n e N. 

Pak 


a tedy |/„| < K na [a,b\. 


fnix) = n f X+n fit) dt, 
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Dale plati 

r c +h 

f n F' skoro vsude a lim« / F(x) dx = F(c), c € [a, b\, 

(viz Veta |15.4.4] (b)). Z Lebesgueovy vety tedy mame pro kazde c e [a,b] 

J F'{x) dx = lim J f n (x) dx = lim n j (F(x + -) — F{x) dx 

= lim« (r F(x) dx — J +K F(x)dxj 
= F(c) - F(a) = F(c) = J f{x) dx. 

Tedy 

Vc e [a,b\ : j (F'(x)-f{x)) dx = 0. 

Die Lemmatu |15.4.5| je F' = f skoro vsude. ■ 

15.4.7. Veta. Necht; / je integrovatelna funkce na [a, b] a F(x) = f a f(t)dt, x e 
[a,b\. Pak F' = f skoro vsude. 


Dukaz. Predpokladejme nejprve, ze / > 0. Pak F je neklesajici funkce na [a, b]. 
Pro n e N polozme 

AW- | /W ' f }fT 

( n, fix) > n. 

Pak f — f n je integrovatelna nezaporna funkce. Tedy 

Gnix) = fim-M)) d, X€[a,b], 

je neklesajici funkce. Tedy ma die Vety |T5X5| skoro vsude vlastni derivaci, ktera 
musi byt nezaporna. Funkce 

H„ix) = J fnit)dt, x e [a,b\,n e N, 

splnuji H' n = f n skoro vsude podle Lemmatu |15.4.6| . 

Dohromady mame pro skoro vsechna x e [a, b] 

F'ix) = (G„(x) + Hnix))' = G' n ix) + fnix) > fnix), n e N. 

Protoze tato ne rovnos t plati pro vsechna n e N, dostavame F' > / skoro vsude. 
Podle Vety gg2j| tedy mame 

Fib) - F(a) > J F\x) dx > J fix) dx = Fib) - F(a). 
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Z tohoto faktu a nezapornosti F' — f mame 
r b 

o < J (F'(x) - m) dx = 0. 

Tedy F’ = f skoro vsude. 

Je-li / obecna, pisme / = f + — f~ a necht; F + , F~ jsou pri'slusne funkce 
zfskane integraci. Pak mame skoro vsude (F + y = /+ a (F~)' = f~. Tedy pro 
skoro vsechna x e [a, b] platf 

F'(x) = (F+(x) - F-(x))' = f+(x) - f~(x ) = f{x). 

Tim je dukaz dokoncen. ■ 

15.4.8. Veta. Je-li / absolutne spojita funkce na [a,b] s derivaci skoro vsude rovnou 
0, pak / je konstantni. 

Dukaz. Mejme dano c e [a,b\. Chceme ukazat, ze f(a) = /(c). Necht; e e M, 
s > 0, je dano. Oznacime-li E = {x e (a,c); f'{x) = 0}, pak \(E) = (c — a) die 
predpokladu. Necht; je S € (0, oo) vybrane die definice stejnomeme spojitosti pro e. 
Pro kazde x e E existuje libovolne maly interval tvaru [x, x + h] obsazeny v (a, c), 
pro ktery platf \f (x + h) — f(x)\ < eh. Z tohoto vitaliovskeho pokryti vybereme 
diky Vete |l5.2.2| konecne mnoho disjunktnich intervalu {[x;,y;]}" = p ktere splnuji 

A iE\J2(yi-Xi))<8. 

i = 1 

Predpokladejme, ze mame intervaly oznaceny tak, ze x; < x;+ i pro i e {1__ n — 

1}. Pak plati 

yo = a < xt < yi < x 2 < yi < • < x„ < y„ < c = x„+i 


<s - 

Z konstrukce intervalu {[x,, y;]} mame 

X! 1/(^0 - /(*«•) I < it, s (yi - c ») - £ ( c - «)> 

i =1 I=| 

z absolutm spojitosti / pak dostavame 

J2 - f(yj )I < e - 

Dohromady obdrzime 


|/(c)-/(a)| = 


(f(xj+ 1) - f(yj)) + (/CVi) - 


< e + e(c — a). 





15.4. ABSOLUTNE SPOJITE FUNKCE 


Tedy /(c) = f(a). m 

15.4.9. Veta. Necht; F je realna funkce na [ a,b ]. Pak jsou nasledujici podmmky 
ekvivalentni: 

(i) F je absolutne spojita, 

(ii) F'existuje vlastni skoro vsude, F'je integrovatelna a F(x) = f* F'(t)dt+ 
F(a) pro x e [a, b], 

(iii) existuje integrovatelna / na [a, b] takova, ze F(x) = f a f(t)dt + F(a) 
pro x e [a, b\. 

Dukaz. (i) == =k (ii) Necht; F je absolutne spojita na [a, b\. Pakje konecne variace 
(Veta [15.4.3|), a te dy ma skoro vsude vlastni derivaci F', ktera je integrovatelna. 
(Dusledek |15.3.5|) . Polozme G(x) = f* F'(t)dt. Pak G je ab solutne spojita na 
[a,b] (Veta |15.4.4| ), st ejne jak o funkce H = F — G (viz |15.4.2| ). Navic je G ' = F' 
skoro vsude die Vety |15.4.7| . tedy je H' = 0 skoro vsude, coz podle Vety |l5~4~8| 
znamena, z e H = c pro nejake cel. Ale 

c = H(a) = F(a) - G(a) = F(a), 

coz znamena 

F(x) = G(x) + c = J F'(t) d? + F(a), x e [a, b]. 

(ii) ==$> (iii) je zrejme a (iii) =J> (i) plync z Vety |15.4.4| . ■ 

15.4.10. Veta (Per partes pro absolutne spojite funkce). Necht; f g jsou absolutne 
spojite funkce na [a, b\. Pak plati 

J" f(x)g'(x) dx = [f(x)g{x)] b a - f b f'(x)g(x) dx. 

Dukaz. Die |15.4.2| je funkce fg abso lutne spojita. Ma tedy integrovatelnou derivaci 
skoro vsude ko necnou (Veta |l5!4.9| ) a plati h = (fg)' = fg + fg' (Veta ??). Dale 
mame die Vety |15.4.9| 

f(b)g(b) = j (fg)'(x) d^; + f(a)g(a). (15.6) 

Vzhledem k tomu, ze / je omezena spojita a g' integrovatelna, existuje / (x)g'(x) dx. 

Analogicky pro f a f'{x)g(x) dx. Tedy z ( |15.6[ ) dostavame 

J ff)g'(x) dx = ( f(b)g(b ) - f(a)g(a)) - J f(x)g(x) dx. 

■ 

15.4.11. Definice. Necht; / je integrovatelna funkce na [a,b], Rekneme, ze x e 
[a, b\ je Lebesgueovym bodem /, pokud plati 

l rx+h 

limy/ 1/(0-/Wl dt =0. 

/i-i-o h J x 
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15.4.12. Veta. Necht; / je integrovatelna funkce na [a, b\. Pak jsou skoro vsechny 
body intervalu (a, b) Lebesgueovymi body /. 

Dukaz. Necht' r je libovolne r aciona lm cislo. Pak je funkce f — r integrovatelna na 
[a, b\, a tedy existuje die Vety |l5.4.7| mnozina A r C (a, b) takova, ze X(A r ) = 0 a 

px+h 

lim / |/(0-r| dt = \f(x)-r\ < oo, xe(a,b)\A r . (15.7) 

h^o J x 

Polozme A = (J r6e A r . Pak A {A) = 0. 

Necht; x e (a, b) \ A a ukazme, ze x je Lebesgueovym bodem /. Nutne plati 
|/(*)| < oo. Necht; e e (0, oo) je dano. Zvolme r e Q. takove, ze | f{x) — r| < e. 
Dale najdeme 8 e (0, oo) takove, ze 

i r x+h I 

^ J dt <|/(x)-r| + e 

pro 0 < \h\ < 8 (viz ( |15.7[ )). Pak ale plati pro tato h odhad 

l [ +h 1/(0 - m\ d/<|^ f x +h (|/(0 -r\ + ]r- f(x) I) dt 

<| lf x +h \m- r \ d/! + |r-/COI 

— 1/(0 — r| + e + |r — f(x)\ 

< 3e. 

Tim je dukaz dokoncen. ■ 



KAPITOLA 16 


Fourierovy rady 


16.1. Luzinovaveta ajeji dusledky 

16.1.1. Veta (Luzin). Nechi / : [a, b] -»■ C je meritelna funkce a s e (0, oo). Pak 
existuje F C [a, &] uzavrena takova, ze A([a, Z>] \ F) < e a /|f je spojita. 

Dukaz■ Necht: { V n ; n e N} je haze otevrenych mnozin v C . Pro kazde n e N 
najdeme z regularity A uzavrenou mnozinu F n a otevrenou mnozinu U n v [a, b] 
takove, ze 

/•„ C./ : -'(K„) C U n a k(U n \ F„) < J : +l . 

Pak pro 

A = [a,b] \ \J{U n \ F n ) 

plati 

X([a,b]\A)< £ - 

a /U je spojita, protoze pro kazde n e N je mnozina 

(/Ur'(P«) = r\V n ) n A = U n n A 

otevrena v A. Nyni z regularity najdeme F C A uzavrenou tak, ze A (A \ F) < |. 
Pak A ([a, b\ \ F) < s a f\p je spojita. ■ 

16.1.2. Veta (Tietze). Necht' F C R je uzavrena mnozina a / : F ->• C je spojita. 
Pak existuje g : M —»• C spojita funkce splnujici g = / na F, su P x€ ir l/COI = 

su Px6rI?WI- 

Dukaz. Predpokladejme, ze f ^ 0. Diky Vete ?? lze psat R \ F = (J^li ( a n.b n ), 
kde {(a n , b n )\ \sou disjunktni otevrene intervaly. Definujme 

I b"-a n f( a n) + ZZn Xbn), x e ( a n ,b n ), ( a n ,b n ) omezeny, 
f(b„), x e (-oo ,b n ), ne N, 

f(a„), x e (a„,oo), 

tedy gje na intervalu [a n ,b n \ linearnifunkce spojujicibody [a n , /(«„)] a /(i B )]. 
Zjevne je g dobre definovana, navic zrejme splnuje sup x€F |/(x)| = sup xgR |g(x)|. 

Ukazme, zeje spojita. Zrejme je g spojita nakazdem z intervalu ( a n ,b n ). Necht' 
x e F. Ukazeme napriklad spojitost zprava. Pokud x je izolovanym bodem mno- 
ziny F D (x, oo), je g spojita v x zprava, jelikoz je na nejakem pravem okoli x rovna 
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linearni funkci. Necht; tedy x e (F fl {x, oo))'. Diky spojitosti / nafv bode x zpra- 
va pro dane s € R, s > 0, existuje 8 e R, 8 > 0, takove, ze pro y e FC\ [x, x + 5) plati 
|/(x) — f(y )| < s. Zvolme y e F n (x, x + 8) a 8 e (0, oo) takove, ze (x, x + 8) < y. 
Necht' y e (x,x + 8) je libovolne. Pokud y e F, mame \f(x) - f(y)\ z volby 8. 
Pokud y F, vezmeme jednoznacne urceny interval ( a n ,b n ) obsahujici y. Pro- 
toze x, y e F, mame ( a n ,b n ) C [a, y]. Tedy krajni body intervalu ( a n ,b n ) splnuji 
| f(a n ) — f(x )| < e, | f(b„) — f(x)\ < s. Z definice g na intervalu ( a n ,b„) tedy mame 
|/(y) — /(x)| < e. Tim je dukaz dokoncen. ■ 


16.1.3. Veta. Necht; / : EC je meritelna. 

(a) Pak existuje borelovska funkce g rovnajici se / skoro vsude. 

(b) Je-li p e [l,oo), \f\ p je integrovatelna a e e M, e > 0, existuje interval 
[a,b] C M a spojita funkce g : M —> C takove, ze g = 0 vne [a , b] a 

\\f ~g\\ P <£• 

Dukaz. (a) Aplikaci Luzinovy vety |16.1.1| na intervaly [— n , n\ dostaneme uzavrene 
mnoziny F n c [—»,«], n e N, takove, ze pro kazde n e N je /|i?„ je spojita a 
A([— n, n] \ F n ) < 2~ n . Bez ujmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze F\ C F 2 C 
• • •. Oznacme F 0 = 0, F = U^=i F* a polozme 


g(x) = 


j m. 


x e F, 
xeR\F. 


Pak pro kazde me N plati 


R\F={J[-k,k]\F C (J [~k,k]\Fc U h*.*] \^t- 

k= 1 k=m k=m 

Tedy pro kazde m e N mame 

m \ n < x (y i-k, k] \ F k ) < f; a {[-k, k] \F k )< f; i~ k = i~ m+ \ 

\k=m / k=m k=m 

Proto A(R \ F) = 0. 

Mnozina F i M \ F je borelovska. Necht; U C C je otevrena. Pak 

g -X (m = \ Un=l(Fn \ Fn- 1) D 0 £ U, 

l U ^=1 ((Fn \ F n -i) n f~ l (Uj) U (R \ F), 0 eu. 

Diky spojitosti / na \ F n - 1 mame v obou pripadech borelovskost mnoziny 
g~ l (U). Tedy g je borelovska a rovna se / skoro vsude. 

(b) Mejme funkci / naR splnujici / R \ f(x)\ p dx < 00 a e e (0, 00 ). Muzeme 
predpokladat, ze / je realna. 

Krokl. Uvazujme funkce /„ = fx[- n , n ], n e N. Pak |/„ — f\ p 0a |/„ — f\ p < 

(2\f\) p .Z Lebesgueovy vety tedy mame 

f \m-f n {x)\ P dA^O. 

Jr 



16.2. zAkladni' pojmy fourierovych rad 
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Lze tedy zvolit n e N splnujfci || / — /„ ||£ < e. Oznacme fa = /„. 
Krok2. Uvazujme funkce 

ik, fi(x) > k, 

gk{x) = | fy(x), |/i(x)| < k, , teN. 
(-k, fa(x) < -k. 


Pak \gk ~ f\\ —■> 0 skoro vsude a \gk ~ fa\ P < \f\\ p ■ Opet z Lebesgueovy vety 
dostavame 


f I gk(x) - fa{x)\ P dx = [ | gk(x) - fl(x)\ P dx ^k—*oo 0. 

JtL J[-n,n] 


Zvolme k e N takove, ze || gk — /i||p < e a oznacme fa = gk- 

Krok3. Necht; K je kladna konstanta omczuj fcf \fa\ na R. Vfme, ze fa = 0 vne 
intervalu [—n , n\. Pomocf Luzinovy vety |l 6.1.1 1 najdeme F C \— n,n] u zavrenou 
takovou, ze X ([—«,«] \ F) < ( 2 k)p a •Al*’ j e spojita. Diky Vete |16.1.2| najdeme 
spojitou funkci fa naTR rozsirujfcf fa\p a splnujfci \fa\ < K. Konstrukci dokoncfme 
nalezenfm spojite funkce fa na R splnujfci 0 < fa < 1, fa = 1 na [—«,«], fa = 0 na 
R \ [-« - l.n + 1] a „] /iC*)^ di:<^a polozenfm fa = fa - fa. Pak 


f \h(x)-fa{x)\ p dx 

Jr 

< ( \Mx)fa(x)\ P dx + f 1/2W - fa(x)\ P dx + [ \Mx) ~ fa{x)\ P d* 

jR\[-n,n] J[-n,n]\F Jf 

<K p [ fa(x) p dx + X([-n,n]\F)(2K) p +0 

jR\l-n,n] 


Krok4. Nasli jsme tedy spojitou funkci fa na R splnujfci 


11 / - /slip < 1 / - fa lip + ll/i - /zllp + \\h- fa\\ p < 2 y~e+ Vie. 

Navfc je fa = 0 vne intervalu [—n — 1, n + 1]. Tim je dukaz dokoncen. ■ 


16.2. Zakladni pojmy Fourierovych fad 


16.2.1. Definice. Trigonometrickou radou rozumfme radu funkcf 


E c k e**, 


(16.1) 


kde c k e C a k e Z. 
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Trig'onomctrickym polynomem rozumfme funkci tvaru 

J2 c * eikX ' ( 16 - 2 ) 

k=—n 

kde n e N U {0}, c k e C,k = —n, 

16.2.2. Poznamky. (a) Rada ( |l6.l[ ) konverguje, pokud konverguje posloup- 

nost {Tl=-n c k e ikx }™ =0 . 

(b) Stupnem trigonometrickeho polynomu ( |l6.2t ) rozumfme nejvetsf k e 
N U{0} takove, ze |c* | + C- k / 0. Pozdeji uvidfme, ze definiceje korekt- 
nf, nebot; koeficenty C - n ...., c„ jsou pro trigonemtricky polynom urceny 
jednoznacne (Lemma |16.2.3[ ) . 

16.2.3. Lemma. Necht: posloupnost {Ylk=-n c ke lkt }%Lo konverguje stejnomerne k 
funkci / na M. Pak pro kazde k e Z platf 

1 f 2jt 

“ = 2* L 

Dukaz. Vezmeme meZ pevne. Pak 


J2 c k e i(Jc ~ m)t f(t)e~ imt na R, 

k=—n 


a tedy z Vety ?? mame 
Jo 


d t = lim V c k e ,(k - m)t d t 

J o n ^°° k= - n 

= lirn^ J ^2 c k e lik ~ m)t df 

= lim T"' c k f e i( k—m)t ^ 
n "°°k=- n Jo 
= 2jtC m , 


jelikoz 

Tfmje dukaz hotov. ■ 

16.2.4. Oznacenf. Mnozinu vsech 2^-periodickych funkci s hodnotami v C, ktere 
jsou integrovatelne na intervalu [0, 2tz] budeme znacit 2P([0, 2 tt]). 

16.2.5. Definice. Necht; / e <!P([0, 2 tt]). Definujme 

f(k) = r f(t)e~ ikt At, keZ. 
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Cfsla f(k),k e Z , nazvemc komplexnimi Fourierovymi koeficienty. Radu YlT=-oo / 
nazyvamekomplexnfmtvaremFourierovyradyfunkce / ajejfm n-tym castecnym 
souctem rozumfme 

sf(x)= f(k)e ikx , neNU {0}. 

k=—n 

Rekneme, zc soucet Fourierovy r ady v bode a e M jc roven s e C, pokudlim,^.^ s{ (x) = 


16.2.6. Poznamky. (a) Casto se mfsto funkef {e lnx } n€ z pracuje s funkcemi 
1, cos x, sin a, cos 2a, sin 2a, Pak (komplexnfm) trigonometrickym po¬ 
lynomem, trigonometrickouradou a Fourierovouradou pro / e ^P([0,27r]) 
rozumfme postupne 


^ a 0 + 5>*cos*a + bksinkx), ak,bk e M(C), 
k= 1 

-ao + ^2,(ak coskx + bk sinkx), cik,bk € M(C), 
k= 1 

^ao + ^2(°k cos ^A + bk smkx), %ineR(C), kde 

1 r 2n 

dk = — f(t)coskt df, k = 0 , 1 , 2 ,..., 
n Jo 
1 f 2n 

bk = — f(t) sin kt dt, k = 1 , 2 ,_ 

n Jo 

(b) Vyse uvedene pojmy lze uvazovat i pro /-periodicke funkce. Pak pracuje- 
me se systemy {e l i kx } nebo l,cos - 'f-x , sin ^a,cos ^2a, - 

16.2.7. Lemma. Nechf / e J»([0, 2it]) a a e R. Pak f 2n f(t ) dt = f“ +2n f(t) dt. 


Dukaz. Zvetyosubstituci??dostavame f(t) dt = f(t) dt,a < (3, k e Z. 

Nalezneme k e Z takove, ze a < 2kn < a + 2 jt. Potom 


fa+2n flkn r-a+ln 

/ f(t)dt= f(t)dt+ f(t)dt 

Ja Ja Jlkn 

r 2n f a-2(k-l)n 

= f(t)dt + 

Ja-2(k-l)n J 0 


-L 


-2(k-l)n 

fit)dt. 


f(t)dt 
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16.2.8. Definice. (a) Necht: fge <P([0,2jt]). Pak konvoluci funkci fag 

definujeme j ako 

/ * g(x) = J q /(* “ 0?(0 dr, x e K. 

Ve Vete |16.2~9| ukazeme, ze f *g je dobre definovana skoro vsude konecna 
meritelna funkce. 

(b) Pro / e <!P([0,27r]) definujeme pseudonormu IMIj>([o, 2 w]) predpisem 

ll/ll^([o,2.]) = ^£ 7r |/(OI 

16.2.9. Veta (Vlastnosti konvoluce). Necht; fge «P([0, 2it]). Potom je pro skoro 
vsechny x e [0,2 n] integral 

±-j 2 J \f( x -t)g{t)\ dr (16.3) 

konecny. Definujeme pro tato x funkci 

h(x) = f{x - r)g(r) dr. (16.4) 

27T Jo 

Pak /t e rP([0,27t]) a ||/t||#>([o, 2 jr]) - ll/ll* :> ([ 0 , 2 jr]) lls'll J*([ 0 , 2 ir])- 

Pokud g je esencialne omezena, plati ||*||,( [0 , te ]) < \\f\\s> i[0 , 2 n]) llslloo- 

Dukaz. Die Vety |16.1,3| (a) existuji borelovsk e funk c e /p, go na E takove, ze se rov- 
naji /, respektive g, skoro vsude. Integraly |16.3| a |16.4| se pro zadne x nezmeni, 
nahradime-li funkci / funkci f 0 a funkci g funkci g 0 . Proto lze bez ujmy na obec- 
nosti predpokladat, ze / i g jsou borelovske. 

Vzhledem k tomu, ze mame v umyslu uzit Fubiniovy vety, je treba ukazat, ze 
funkce 

F(x,t) = /(x-r)g(r) 

je meritelna na [0,27t] 2 . Ale zobrazeni [x, r] i—>■ x — r, [x, t] i-> t jsou borelovska na 
[0,27t] 2 , tedy i slozeni [x,r] i-> f(x — t) a [x,r] g(r) jsou borelovska. Proto je 
soucin F(x, t) = /(x — r)g(r) borelovsky. Protoze 

' F{x -' )l dxdt = hfj(hC l/( '- ,)|djt ) d ‘ 

— Il/ll*>([0,2jr]) ll^ll^([0,2n-]) < °°’ (16.5) 

je \F\ integrovatelna na [0,27r] 2 . Z Fubiniovy vety vyplyva, ze integral ( Jl6.4| ) exis- 
tuje pro skoro vsechna x e [0,27t] a ze \h\ je integrovatelna na [0,27t]. Zjevne je h 
27T-periodicka, a tedy h e rP([0,27r]). 

Navic z |16.5| dostavame 

■*■'««» - h mx)l - <h? Lv |f<x ' ,)l dxcU 

= ll/ll* > ([0,2;r]) IIII *>([0,2*]) • 
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Je-li g esencialne omezena, je pozadovany odhad zrejmy. ■ 

16.2.10. Vsimneme si, ze operace / * g je komutativni, tj. f * g = g * f ■ Z vety o 
substituci totiz dostavame 

/ * g(x) = ^ J q f( x ~ f )?(0 d t 

= J 2 ^ ds 

= 'L J 8 ^ x ~ sds 

= g * /«• 


16.3. Cesarovska scitatelnost Fourierovych fad 

16.3.1. Definice. Rekneme, ze rada komplexnich cisel E^o Un j e scitatelna Ce- 
sarovouB metodou k cislu a e C, pokud plati 


kde s k = J2j =o «/• Piseme (C) E^lo a n = <*. 

16.3.2. Poznamky. (a) Pokud E^o a « = 17 > P a k * (C) E^=o °n = a (viz 

Priklad ??). 

(b) Pfikladem cesarovsky scitatelne rady, ktera neni konvergentni, je rada 
E^loM)"- Ta neni konvergentni, ale (C) E^lo a n = \- 

16.3.3. Oznaceni. Pro / e tP([0, 2 jt]) aneNUfO) polozime 

a/ (x) = —^ s j (*)• x e E - 

Pro n e N U {0} oznacme 

D n (x) = e ikx a 

k=—n 

Funkci D„ nazyvame Dirichletovym jadrem, K n pak Fejerovym jadrem. 


‘Ernesto Cesaro (1859-1906) 
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16.3.4. Lemma (Vlastnosti Dirichletova jadra). 
Z} plati 


D„(x) = 


sin(n + |)x 


(a) Pro kazdex e M\{2/r7r; k e 


(b) Funkce D„ je spojita, suda, 27r-periodicka a D n (0) = 2n + 1. 

(c) Platf Jq 71 D n (x) = 2 jv. 

(d) Pro kazde / e 5>([0, 2n]), «eNU{0}axeM platf s f n (x) = f * D n (x). 


Dukaz■ (a) Pocftejme pro x e M \ {2k jv, k e Z}: 


D n (x) = e ‘ JX = e ~ iHX 

j=-n j =0 

e i(2n+l)x _ j £ i(n+f)x _ e ~i(n+f)x 

= e ~ l " X - he -1- = -7^- 7* - 

e IX - 1 e l 2 - e~ l 2 

sin(n + j)x 

sin |x 

(vsimneme si, ze e‘2 ^ e~ l 2 ). 

Tvrzenf (b) a (c) jsou zrejma. 

(d) Mame 

4 (*) = J2 f(k)e lkx = J2 ^{J Q f^) e ~ lkt e ' kX 

- if (/w if*-") dt = hfj 

= D n * f(x) = f * D n (x). 


16.3.5. Lemma (Vlastnosti Fejerova jadra). (a) Pro kazde x e R \ {2kit; k e 
Z} plati 



(b) Funkce K n je spojita, nezaporna, suda, 2^-periodicka a K n (0) = n + 1. 

(c) C K n (t) dt = 2jt. 

(d) Pro kazde / e P([0, 2jt]), neNU{0}axel plati ct/ (x) = f * K n {x). 

(e) Posloupnost {K n (t)} konverguje k 0 lokalne stejnomerne na (0, 27r). 
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Dukaz. (a) Pro kazde i£l \ {kw, k e Z} mame e lx ^ e ix a lze tak psat 

/ x 1 _ p 2(n+l)ix 

( e .» + e 3„ + ." + eC », B ,,)=.., l 


7 (1 — cos 2(n + l)x — i sin 2 (n + l)x). 


Tedy 


(sinx + sin3x +-b sin(2« + l)x) = Im (e ix + e 3ix +-b e { ' 2n+l)ix \ 

= Im ---J— (1 - cos2(« + l)x - i sin2(n + l)x) 

sin x —21 

= — -(1 — cos2(« + l)x) 

sinx 2 

_ (sin(« + \)x) 2 
sinx 

Tedy die Lemmatu |16.3.4| (a) mame pro {x 2kn\ k € Z} rovnosti 


1 1 / . 1 .3 . . 1 . \ 

= —— . x sin -x + sm -x + • • • + sin(« + -)x 
n + 1 sin \x \ 2 2 2 ) 

1 (sin(n + 1)|) 2 
n + 1 (sin §) 2 

Tvrzeni (b) a (c) jsou zrejma. 

(d) Plati 


/ * K n (x ) = -2— f f{x -t)J2 D J^ ~ rTr X2/ (*) = a n (*)• 

” ,/0 7=0 + 7 = 0 

(e) Zvolme 8 e (0,7r) pevne. Potom pro x e [5, 2n — 5] plati 

0 < K n (x )— --. 

n + 1 (sin i<5) 2 

Odtud mame stejnomernou konvergenci jadra K n k 0 na [5, 2tt — 8\. 


16.3.6. Veta (Fejer). Nechi / e $>([0, 2n]) axel. 

(a) Ma-li / v bode x konecne jednostranne limity /(x+)a /(x-),pak 

}^o a n ^ = + /( x “))- 

(b) Je-li / spojita na intervalu (a, b) c M, pak \a[) konverguje lokalne stej- 
nomeme k / na (a,b). 







844 


5. FOURIEROVY RADY 


Dukaz. (a) Oznacme s = \(f(x+) + fix—)). Protoze 

f_ (f(x-t)-s)K n (t)dt = f\f( x+z )-s)K n (-z)(- l)dz = f\f(x+t)-s)K n (t)dt, 
mame 

o/ (x) - 5 = ^ J o C/X* (0 df = 2 ^ ^ ^ _ ^ 

= 2^r (/ + ^ (/(x-O-s)^(Odfj 

= ^ f\f(x + 0 + /(* - 0 - 2j)*»(f) d/. 

Mejme dano e e M, e > 0. Protoze linif_M) + (/(x + t) + f(x-t) — 2s) = 0, existuje 
8 e (0, oo) takove, ze 


\f(x + t) + f(x-t)-2s\<e, te(0,8). 

K tomuto 8 najdeme die Lemmatu |l6.3.5| (e) index no e N takovy, ze K„ (?) < e pro 
n >n 0 &t e[8,jt\. Pro tato n pak mame 

|o/ (*) - s\ < ^ J | fix + t) + f(x - t) - 2s\ K„it) d? 

= f 0 \f(x + t) +fix-t)-2s\ Knit) dt 

+ bSs U{x+t)+f(x - 0 - Kn(t) dt 

- S ‘L:fo Kn ^ dt + 2 f s \fix + t) + fix-t)-2s\sdt 

- S + S ^7T fo + ^ + \^ X ~ ^ + dt 
<e + e(/ \f(u)\du + J |/(m)| dw + .v^ 

< e + e (211/11 5>([ 0 j2 3tJ) + 5 ) • 

Tedy < 7 / (x) —* 5 pro n —> 00 . 

(b) Zvolme [A, B] c (a,b) a najdeme to e (0, n) takove, ze [A — to, B + 00 ] C 
ia,b). Oznacime-li M = sup{|/(z)|; z 6 [A, B]}, pak M e M die Vety ??. Mejme 
e e R, e > 0 dano. Diky Vete ?? najdeme 8 e (0, to) takove, ze 

Vx e [A, B] V? e i-S, 8 ): |/(x + /) - /(x)| < e. 
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Dale nalezneme no € N takove, ze pro kazde n e N, n > no a t e [&,2ti — S\ platf 
K n (t) < e. Potom pro kazde re[i,B]an> no platf 

| O'/ (*) - /(*) | = |^“/ (/(* - 0 - /(•*)) K n (0 df | 

< ^ J_ S l/(* - t) - f{x)\ K n (t ) df + £ \f(x - t) - /(x)| *,(,) df 

+ ll*\f(x- t) -Ax ) \K n mt 
l z --4 i r s 

< ^ J' \f(x -1) - f(x )I e df + — J s sK n (t ) df 
+ 2^/ |/C*-0~/W|edf 

< (J^ J l/fe)l dz + |/(x)| + l^s 

< (^: J |/(Z)[ dz + M + 1 j e. 

Tedy ct/ =4 / na[4,.B]. ■ 

16.3.7. Dusledek. Necht; / : R —» C je spojita 27r-periodicka funkce. Potom exis- 
tuje posloupnost trigonometrickych polynomu, ktera stejnomerne konverguje k / 
na R. 

Dukaz. Podle Fejerovy vety |l 6. 3~6| platf ct/ =4 / na [0, 27 t], tedy i na R. Vzhledem 
k tomu, ze < 7 / jsou trigonometricke polynomy, je dukaz dokoncen. ■ 

16.3.8. Poznamka. Je-li / realna, jsou i funkce a/ realne. 

16.3.9. Veta. Necht' / € fP([0,2 n]). Potom Inn*-** 1/ - o/ II = 0. 

lr ;: II *00.2*0 

Dukaz. Necht; e e (0, oo) je dano. Nalez neme s pojitou funkci g e fP([0,2?r]) ta- 
kovou, ze ||/ — g\\g>([o, 2 n]) < e (viz Veta |l6.1.3| (b)). Protoze o„ 4 gna R, platf 
Ik - °n A* ([0>2jr]) -+ 0. Necht' no e N je zvoleno tak, ze || g - a# || j, ([0>2jt]) < e pro 
jj > no. Pro n >no pak mame 

< E + s + II (g - /) * K n || j>([ 0 j 27 r]) 

< 2e+ || g- /||j>([0,2jt]) II II 2P([0,2tt]) 

< 3e. 

Tfmje dukaz dokoncen. ■ 

16.3.10. Veta (Riemannovo-Lebesgueovo lemma). Necht; / e ZP([0,27t]). Paklimfc_ i .± 00 /(A:) = 
0. 
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Dukaz■ Mejme s e M, s > 0 dano. Die Vety |l6.1.3| (b) existuje spojita funkce 
g : [0, 2tt] — » M takova, ze ||/ — g|l#>([o, 2 ;r]) < e - Dale nalezneme dlky Vete |16X7| 
trigonometricky polynom P takovy, ze ||y — < e. Pak mame 

\\f ~ P \\ <P([0,2jr]) Hi f ~8 II $>([0,2*]) + II S ~ P II^P([0,2jt]) - 2e - 

Vezmeme noeN takove, ze 

Vn e Z, \n\ > n 0 : P(n) = 0. 

Pak pro n e Z,\n\> no plat! 


=i— r 

1 Jo 


Tedy limyfc_ 


\f(n)\ = \f(n)-P(n)\ ■■ 

-II f ~ P II $>([0,2*]) - 2e - 
:00 f(k) = 0. 


(. m-P(t))e~‘ 


16.3.11. Veta (O lokalizaci). Necht: s e R, s > 0, a e R, f g € P([0,2 n]) a 
/( t) = g(t ) pro t e (x — s, x + e). Potom lim,,-^ s£ (x) — s% (x) = 0. 

Dukaz. Dukaz plyne z Riemannovo-Lebesgueovo lemmatu |16.3.10| , jelikoz 

>(,)= 

sin 2 

je die predpokladu integrovatelna na [0,27r] (h(t) = 0 pro t e (-e, e)), a tedy mame 
dlky rovnostem 

4 ( x ) - Sn 0) = ^ J (fix -t)- g(x-t))D n (t)dt 

1 f 71 1 

= — / sin(n + -)t d? 

27r 2 

=fL dL 

pozadovany vysledek lim«-».oo (x) — si(x)j =0. ■ 


16.3.12. Veta. Necht; fge P([0,27t]). Pokud f(k) = g(k) pro kazde k e Z, 
potom f = g skoro vsude. 

Dukaz. Pro kazde n € N mame <7/ = . Podle Vcty |l6.3.9| plati ||o/ - /1| ^ ^ ^ - 

°> \\4 ~g |jp([ 0> 2 ff ]) -* 0, a tedy || / - g|| # »([o, 27 r]) = 0. Proto f = g skoro vsude. ■ 
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16.4. Bodova konveregence Fourierovych fad 

16.4.1. Veta (Hardy). Nechti [a n (x)}™ =() je posloupnost komplcxnfch funkcf na 
mnozine M takova, ze existuje K e R splnujfci \kak{x)\ < K prokazde k e NU{0} a 
x e M. Pokud (C) Y^n=o a ni x ) =£ tf(x) na mnozine M, potom a n( x ) =£ s(x) 
na M. 

Dukaz. Oznacme pro n e N a x e M 

s n (x) = a 0 (x ) H- \-a„(x), 

O n (x) = n+ I ( J 0 (*) + • ■ ■ + J»(x)) . 

Necht; e e K, s > 0 je dano. Nalezneme A e (1, oo) takove, ze K(X — 1) < s. Potom 

E \ a k( x )\ — ~(kn — n) = K(X — 1). (16.6) 

n<k<[Xn] 

Elementarmmi upravami obdrzime 

([A n] + \)o[x„](x) - (n + 1)ct„(x) = s„+i(x) H-f S[a„](x) 

= ([A n]-n)s„(x) + ([An] - n)a n+1 (x) + ([An] - n - l)a n+2 (x) +-b a«](x). 

Potom 

([An] — n) (y„(x) — ct„(x)) 

= ([An] + 1)ct[a„](x) - (n + 1)ct„(x) - E ([kn] + l - k) a k (x) - ([kn] - n) a„(x) 

n<k<lXn] 

= ([An] + 1) CT [Xn] (x) - ([An] + 1) a n (x) - E M + 1 ~ A ) «*(*)■ 

n<k<[Xn] 

Zvolme no e N takove, ze (A — l)no — 1 > 0. Potom pro n > no mame 
s n (x)-a„(x) = (o-[An](x) - ct«(x)) - * n E ([ An I + 1 - k ) a ki.x)i 

n<k<[Xn] 

a tedy z ( |16.6| ) plati 

kn(x)-CT„(x)| 

- (A X -Y)n- 1 ~ + |g * (x) - J Wl) - \ „ n E 

S (A -”l> - 1 <1™ W “ * W I + Mjt) “ sWI > + (A — 1)« — 1 ~ l) - 

Tedy 

limsup Hi'n(x) — <7n(x)|| 00 < • 0 + AT(A - 1) < e. 
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Jelikoz s bylo libovolne, platf 

lim, ||^(x) - o n (x)|| 00 = 0, 


a tedy 


s n (x) ^ six). 


16.4.2. Veta. Necht' / je 27r-periodicka funkce s konecnou variacf na [0, 2n], Pak 
existuje K e E takove, ze |fc/(fc)| < K pro kazde k e Z. 

Dukaz■ Jelikoz pro n e Z platf 

f(n)= 2^J 0 fW e ~ inXdx ' 

substitucf y = x — ^ pro n e Z \ {0} dostaneme 

m = L fl " fiy + l>~ iny+in d y = p fj f<y + f > e ~ iny d y- 

Proto 

fin) = pin) + /(»)) = i p (/(x) - /(x + ^)) e~ inx dx, 

a tedy 

|/(«)| < ^ p |/(x) - /(X + ^)| dx. 

Po dalsf substituci obdrzfme pouzitfm periodicity rovnost 
p f(x+k*)~ fix + (k- 1)^)| dx = p |/(x + ^) - /(x)| dx, k e Z. 
Mame tedy pro n e Z \ {0} odhad 

= ^ / o 2 ’e|/(*+^)-/^+(*- 1 )^)| dx 

< J r V(f-0,2jt)dx 
Snn J 0 

_ Vjf- 0,2 jt) 

Ann 
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16.4.3. Veta (Jordanovo-Dirichletovo kriterium). Necht; / e .^([0,2?r]) je funkcc 
s konecnou variaci na intervalu [0, 2i r]. 


(a) Necht; iel. Potom ma funkce / v bode x vlastni limitu zleva i zprava 
(oznacme je po rade fix—) a f(x+)) a plati 


Jim s f{x)= l -{fix+) +fix-)). 


(b) Je-li navi'c / spojita na otevrenem intervalu (a, b) c K, pak {si } konver- 
guje lokalne stejnomerne k / na (a, b). 


Dukaz. (a) Necht; / je funkce s konecnou variacf Bez ujmy na obecnosti pre dpokla - 
dejme, ze / je realna. Pak / = f\ — fa, kde f\, fa jsou neklesajici (viz Veta |15.3(4| ). 
Protoze kazda neklesajici funkce ma vlastni jednostranne limity (Veta ??), ma je i 
/. Die Vety |16.3~6| plati ct„(/)(x) -> |(/(x+) + fix—)). Protoze die Vety |16.4~2| 
splnuji koeficienty odhady nutne pro pouziti Hardyho vety |16.4.1| , konverguji k 
| (/(*+) + fix-)) i soucty si (x). 

(b) Postupujme obdobnejako v (a), jenom pouzijeme tvrzeni (b) z Vety |l6.3.6| . 


16.4.4. Veta (Diniho kriterium). Necht; / e <!P([0, 2n]), x e R, s e C a necht; 
existuje 8 e (0, oo) takove, ze 


r s fix + 0 + fix -t)-2s df 

Jo t 


konverguje. Potom lim,,-^ si (x) = s. 
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Dukaz. Predpokladejme, ze 8 e (0, it). Z Lemmatu |l6.3.4| (d),(c) mame 
s£(x) - s = i / f(x - t)D n (t ) dt ~^ J sD n(t ) di 
= 2^ / (/c*r - 0 - j) Ai(0 df 

= i (T (/(* -0- 0A,(0 d? + JJ (/(* -0-5')A,(0d*) 

= Jo + 0 + /O - 0 - 2s) £>„(r) dt 

1 r f(x + t) + Kx-t)- 2 s . , 1 

= / -—-sm( 

27T Jo Sin | 

= J_ f S f(x + t) + f(x-t)-2s t 
2n Jo t sin I 


— sin(n + -)? df 

in(n + df 




f(x + Q + /(a —t) — 2 s 


1 


1 f s f(x + t) + f(x-t)-2s t \,a int - int ^ 

= — ---—zr(e 2 e i -e ‘ 2 e )d 

27T Jo f Sin ± 2 1 

1 r f(x + t) + f(x-t)-2s 1 / 

2?r Js 

Protoze je funkce 



- 2 

integrovatelna die predpokladu na na (0,5), stejne jako je integrovatelna funkce 
(i , f(x + t) + f(x-t)-2s 
sin | 

na (8, tt), oba integraly konvergujik 0 die Riemannovo-Lebesgueovo lemmatu |16. 3. 10| . 
Tedy s„ (x)-s-*- 0. ■ 


16.4.5. Veta. Necht' / € $>([0, 2n]) axel. 

(a) Existuji-li vlastnijednostranne limity f(x—) a f(x+) a take konecne limi¬ 
ty 


lim 


f(t) - f(x-) 


f(t) - f(x+) 
t -x 


paks/(X) ->• \(f(x+) + f(x—)). Specialne, pokud / ma konecne jedno- 
stranne derivace v x, pak s„ (x) -> f(x). 

(b) Necht; existuji cisla a, 8, K e (0, oo) takova, ze 

V? e (-8,8 ): \f(x + t) - f(x)\ < K \t\ a . 
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Pak s f n (x) -+ f{x). 

Dukaz. (a) Diky predpokladum vidfme, ze existuje 8 e (0, oo) takove, ze obe funkce 

t » j(f( x + 0 - /(*+)). t ^ j(f(x - 0 - /(*-)) 

jsou omezene na (0,5). Pro s = + f{x—)) pak dostavame omezenost 

funkce 

n . f(x + t) + f(x - Q - 2. _ f{x + t) - /(*+) | xj-t) - f(x-) 

_ t t t 

na (0, 8). Z Vety |16.4.4| pak plyne zaver. 

(b) Mejme pflslusna a, 8 a K a polozme s = fix). Pak pro t e (0, 8) plat! 

\fjx + t) + fjx-t)-2s\ < \f(x + t)~ f(x)\ f(x -Q- fjx) < 2Kta _ x 
t t t 

Tedyje funkce 

ti . \f(x + t) + f(x-t)-2s\ 
t 

integrovatelna na (0,5), takze tvrzenf opet plyne z Diniho kriteria |16.4.4| . ■ 

16.5. Fourierovy ?adyv Hilbertovych prostorech 

Budeme pracovat s vektorovymi prostory nad telesem F realnych nebo kom- 
plexnich cisel. 

16.5.1. Veta (Cauchy-Schwarz). Nechf (X , {■, •)) je unitarm prostor. Pak 
l<*.?)l < y/(x,x)y/(y,y), x,yeX. 

Dukaz. K dukazu zvolme x,y e X. Pak je funkce 

t <Hr(x — ty,y — ty), t e R, 
realny kvadraticky polynom nezaporny na M, protoze 

0 <{x-ty,y- ty ) = (x, x) + t 2 (y, y) - t{y, x) - t(x, y) 

= \\x\\ 2 + t 2 \\y\\ 2 -ti(x,y) + {^c)) 

= t 2 \\y\\ 2 -2tRe(x,y) + \\x\\ 2 . 

Tento polynom tedy musl mit nekladny diskriminant, tj. 

4(Re(v, y)) 2 — 4||x|| 2 ||y|| 2 < 0. 

Dostavame 

|Re{*,y)|<||x||||y||. 

Vezmeme nynl a e C z jednotkove kruznice splnujici {x, y) \ = a(x, y). Pak z 
prave dokazane nerovnosti mame 

Will? II = II IIII? 11 > |Re(«x,y)| = \Rca(x,y)\ = \{x,y)\. 
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16.5.2. Veta. Necht; {X, (•, •)) je unitarnf prostor. Pak ||x|| = ^/(x,x) je norma na 
X. 

Dukaz. Vlastnosti normy pro zobrazenf x i->- y/(x,x), x e H, snadno plynouz 
vlastnostf skalarmho soucinu. Trojuhelnfkova nerovnost pak platf dfky Vctc |l6.5d| , 
protoze 

II* + ?ll 2 = IMI 2 + IMI 2 + (*,y) + (y.*> 

<ll*H 2 + lly|| 2 + 2||x||||y|| 

= (11*11 + Ml) 2 - 


16.5.3. Lemma. Necht; X je unitarnf prostor. Pak je zobrazenf (•, •) : X x X —> F je 
spojite. 

Dukaz. Necht; mame dany posloupnosti {x„}, {y„} v X konvergujfcf po fade k x a 
y. Pak ||Xu|| —► ||x|| a tedy posloupnost {||x„||}je omezena. Proto rozdfl 
I {Xn,y n ) - (x,y )I = \(x„,y„) - (X„,y) + (x n ,y) - (x,y)\ 

= I {x n ,y n -y) + (x„-x,y)\ 

< ll*»ll \\yn-y\\ + \\x n -x\\ llyll 

konverguje k 0. ■ 

16.5.4. Definice. Necht' X je unitarnf prostor. Pokud X je uplny v metrice indu- 
kovane normou ||x|| = sj(x, x), pak se nazyva Hilbertovym prostorem. 

16.5.5. Definice. Necht; X je unitarnf prostor, r indexova mnozina a {x y \ y e F} 
je system prvku prostoru X. 

• Rekneme, ze system {x y ; y e F} je ortogonalnf, pokud platf 

Vy,/ eDy^y': (x Y ,x r ) = 0. 

Je-li navfc ||x y || = 1 pro kazde y e F, nazyvame system { x y ; y e F} 

ortonormalnf. 

• Ortogonalnf system {x y ; y e F} je uplny, pokud jeho linearnf obal je 
husty v X. 

• Ortogonalnf system {x y \ y e F} je maximalnf, jestlize neexistuje prvek 
x e X \ {0} kolmy na kazdy vektor x Y , y e F. 

16.5.6. Veta. Necht; {x n }^L x je ortogonalnf posloupnost v Hilbertove prostoru X. 

(a) Rada x n konverguje prave tehdy, kdyz konvergujerada II*nII 2 - 

(b) Konverguje-li rada Y^=\ x n, potom 

IE*.! =Xjll^nl| 2 . 
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Dukaz . (a) Necht' {sk } znacf posloupnost castecnych souctu rady x n- Pfedpo- 

kladejme nejprve, ze s n —> s pro nejake S e X, tj. rada Y-^=\ x n konverguje. Pak 
ale ze spojitosd skalarmho soucinu a ortogonality prvku {x„} mame 


k k 

(s,s) = lim {s k ,s k ) = lim Y Y{x n ,x m ) 

k —>-oo k-> oo m—\ 

= lim Y(x n ,x„) = lim Y\\x„\\ 2 . 
£-►00 “J £-►oo •“ 


Tedy Y.T= i II a:„ || 2 jc konvergentnf ajejf soucet je ||.y|| 2 . 

Predpokladejme na druhou stranu, ze Y.T=i ll-^nll 2 konverguje. Ukazeme, ze 
posloupnost {^} je cauchyovska v X. Pro dane s e (0, oo) totiz najdeme no € N 
takove, ze pro l > k > no platf 

l 

E \\ x n\\ 2 < s. 


Pak pro k,l e N, l > k > no dostavame 

l 

Ik —‘Sfcll 2 = (Xk+l + ••• + */,X£+l + ••• + Xl) = J2 ll x nl| 2<e - 

n=k+1 

Diky uplnosti prostoru X tedy castecne soucty rady YlV= \ x n tvori konvergent¬ 
nf posloupnost, tj. x n konverguje. 

Vzhledem k tomu, ze tvrzenf (b) jsme dokazali v prvnf casti dukazu (a), jsem 
s dukazem vety hotovi. ■ 

16.5.7. Veta. Necht; {v„} je ortogonalnf posloupnost nenulovych prvku v unitar- 
nfm prostoru X. Necht; x = Yn=\ c « u «> c n € IF- Potom c n = n e N. 

Dukaz- Dfky spojitosti skalarmho soucinu mame pro kazde n € N rovnost 
k 

(*• v») = = £»(«». v„). 


16.5.8. Definice. Necht; {v n } je ortogonalnf posloupnost nenulovych prvku v uni- 

tarnfm prostoru X a x e X. Platf-li c n = , n e N, nazveme {c„} Fourierovy 

koeficienty x vzhledem 

16.5.9. Veta. Necht' X je unitarnf prostor a {v n } je ortonormalnf posloupnost v X. 
Necht' x € X a {c„} jsou Fourierovy koeficienty prvku x vzhledem k {v n }. Potom 
platf 

f>| 2 < P|f 


(Besselova nerovnost). 
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Pokud x = X!n^=i c n v ni pak 

T. |c„| 2 = ||x|| 2 (Parsevalova rovnost) 

n=1 

Dukaz. Vezmeme k e N pevne a polozme Sk = Y^n=\ c nV n ■ Pak 


Tedy i (x — Sk, Sk) =0. Proto 

k 

\\x\\ 2 = llx-Sfc + S k \\ 2 = ||x-5 fe || 2 + ll^ll 2 > I|jfe|| 2 = y \ C n\ 2 - 

Jelikoz k e N bylo libovolne, Besselova ncro vnost je overena. 

Platf-li x = Y^=\ c n v n , pak mame z Vcty |l6.5.6| (b) vztah 

wi 2 = |i>*| = y ik»%i [ 2 = y kni 2 , 

tj. Parsevalovu rovnost. ■ 

16.5.10. Definice. Necht' X je normovany linearnf prostor. Posloupnost { v „} prvku 

z X se nazyva Schauderovabaze, jestlize pro kazdy bod x e X existuje prave jedna 
posloupnost {c„} prvku z F, pro kterou platf x = c nf«- 

16.5.11. Veta. Necht; X je Hilbertuv prostor a {v n } je ortogonalm system nenulo- 
vych prvku prostoru X. Pak jsou naslcdujfcf tvrzenf ekvivalentnf: 

(i) {i;„}je Schauderova baze, 

(ii) {v n } je uplny ortogonalm system, 

(iii) {v n } je maximalm ortogonalm' system. 

Dukaz. (i) => (ii) Necht; {v n } je Schauderova baze. Vzhledem k tomu, ze kaz¬ 
dy prvek x e X je pak limitou linearnf ch kombinaci prvku {v n }, je linearnf obal 
{u„; n e N} husty v X. Tedy {u„} je uplny. 

(ii) =>• (iii) Necht; x je vektor kolmy na vsechny v n ,n € N. Necht; e e M, e > 0 

je libovolne. Dfky (ii) najdeme cfsla c\,.. ,,c H takova, ze || x — i c < v i || < s - Pak 

s > ||x -y^CjVj | = ||jc || 2 + |y> Vj | > ||x|| 2 . 

Jelikoz e bylo libovolne, ||x|| = 0 a {v n } je maximalm system. 

(iii) =S> (i) Mejme dano tel. Polozme c„ = n e N, tj. c„ jsou Fou- 

rierovy koeficienty x vzhledem k ortonormalmmu systemu Dfky Besselove 

nerovnosti (Veta |16.5.9| platf 

wi 2 >f:i c „i 2 =f:||c n ^||. 
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Podle Vcty |l6.5.6| (a) je rada c nj^ L j konvergentni; oznacme tedyjeji soucet 
jako y. Pak pro kazde k e N plati 

(x - y, v k ) = (x - ^ c n i^j-, v k ) = ^lirn (x - c ” ^ 

= (X, v k ) - (x, v k ) = 0. 

Tedy x — y jc vektor, jehoz skalarni soucin se vsemi vektory v k , k e N, je 0. Z 
maximality systemu {v n } plyne x — y = 0, neboli 



Zbyvajiz jen dokazat, ze koeficienty c n = , n e N, jsou jednoznacne urceny. 

To ale plyne z Vety gjj . ■ 

16.5.12. Veta. Je-li X nekonecne-dimenzionalni separabilnl Hilbertuv prostor, ma 
ortonormalni Schauderovu bazi. 

Navlc je kazdy nekonecne-dimenzionalni separabilnl Hilbertuv prostor s X 
izometricky izomorfm. 

Dukaz. Vezmeme spocetnou hustou mnozinu {x„; n e NjvXa indukci z m vybe- 
reme mnozinu { x „ k } nenulovych vektoru takovou, ze pro kazde k e N je mnozina 

{x ni -- x nk } linearne nezavisla ajeji linearm obal je roven linearnimu obalu mno- 

ziny {xi,..., x nk ). 

Postupujeme takto: Bez ujmy na obecnosti predpokladame, ze vsechny vekto¬ 
ry x„, n e N, jsou nenulove a polozime n\ = 1. Predpokladejme nyni, ze mame 
vybrany indexy m,...,n k takove, ze vektory {x„,,..., x„ k } jsou linearne nezavisle 
a jejich linearm obal M je roven linearnimu obalu mnoziny {x\,..., x„ k }. Poloz- 
me n k+ i = min{« > n k ; x„ £ M}. Pak x„ k +i,... ,x nk+l -\ e M, a tedy linearm 
obal mnoziny {x ni ,..., x„ k+] } je roven linearnimu obalu mnoziny {xi,..., x nk+] }. 
Navic je x„ k+l M, a tedy je mnozina {x n] ,..., x„ k+] J linearne nezavisla. 

Oznacme nyni vektory {x nk } jako {y k }. Pak {y k } je linearne nezavisla mno¬ 
zina vektoru, jejiz linearni obal je roven linearnimu obalu {x„}, tj. je husty v X. 
Gramovym- Schmidtovym ortogonalizacnim procesem nyni sestrojime vektory {u k }, 
ktere budou navzajem kolme a bude pro ne platit, ze pro kazde k e N je linearni 
obal {u \,.... u k } roven linearnimu obalu {yi,..., y k }. Opet postupujeme induk- 
tivne. V prvnim kroku polozime Ui = y Mame-li nyni navzajem kolme vektory 
(i/i,..., Myt},jejichz linearni obal souhlasi s linearnim obalem mnoziny {yi,... ,y k }, 
polozime 

E {yk+ 1> u i) 

—-— yy—Ui- 
i = l II Mill 

Pak u k+ 1 je kolmy na vsechny m,..., u k , je nenulovy a linearni obal {u i,..., u k+ 1 } 
je roven linearnimu obalu mnoziny {y\ . v k }. Tim je konstrukce ukoncena. 
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Mame tedy ortogonalni system {uk} nenulovych vektoru, jehoz linearni obal 
je husty v X. Uvazujeme-li nyni mi'sto nej system { }> dostavame uplny ortonor¬ 

malni system, a tedy bazi (Veta |16.5.11[ ). 

K dukazu druhe casti tvrzeni staci dokazat, ze kazdy nekonecne-dimenzionalni 
prostor je izometricky izomorfm s l 2 . Vezmeme tedy ortonormalni bazi {v n } pro- 
storu X a definujme zobrazeni F : X —>■ i 2 jako 

Fx = {(x,v n )}™ =l , x G X. 

Die Parsevalovy rovnosti |l6.5.9| jc 


\\Fxfi2 = j:\(x, v n )\ 2 = ||*||| < 00 , X G X, 

n = 1 

a tedyje F skutecne zobrazeni do l 2 . Navic je F izometricke a zjevne lineami. Zby- 
va ukazat jeho surjektivit u. Mam e-li tedy dan prvek c = {c n } e l 2 , rada J2T=i c n v n 
je konvergentni die Vety |16.5.6[ Polozime-li a = c n v n , pak Fx = c die Ve- 

ty |16.5.7| , a F je tedy na. Tim je dukaz dokoncen. ■ 

16.5.13. Veta. Prostor L 2 ( 0, 2n) se skalarnim soucinem 

(/. g) = ^ /(« dx, fge L 2 ( 0, 2n), 

tvori Hilbertuv prostor. System e l0x , e llx ,e~ llx , e l2x , e~ 2x ,... tvori ortonormalni 
bazi L 2 (0, 2j r). 


Dukaz. Zobrazeni (•, ■) je zjevne skalarni soucin, pricemz nulovost funkce / splnu- 
jici {f f) = 0 plyne snadno z vlastnosti integralu. Uplnost prostoru L 2 (0, 2jr) je 
pak dokazana v [, ]. 

Funkce e l0x , e llx , e~ ilx , e l2x , e~ 2x ,... zrejme tvori ortonormalni system. Ukaz- 
me, ze jeho linearni obal je husty v L 2 (0,2ji). Mejme tedy danou funkci / e 
L 2 (0, 2jv) a s e (0, oo). Z Vety |l6]T^(b) najdeme spojitou funkci g : [—2n, 2jt] -»■ R 
takovou, ze ||/ — g\\ 2 < s. Podle Vety |16.3.7| existuje trigonometricky polynom P 
splnujici || g — P || oo <s - P a k 


if ~ P h < «/ - gh + \\g ~ P h < « + ^ (/ Q 27r I g(x) - P Ml 2 d *) 2 


Die Vety |l6.5.1l| je tedy system e l0x ,e llx , e llx ,e l2x .e 2x ,... ortonormalni bazi v 

L 2 (0, 2jt). u 


16.5.14. Dusledek. Necht; / e P([0,2jt]) a |/| 2 je integrovatelnana [0,27r]. Potom 
(a) / je integrovatelna na [0, 2n], 



16.5. FOURIEROVY RADY V HILBERTOVYCH PROSTORECH 


857 


(b) plati 

/= E f&y™ v L 2 (0,2n) 

(c) a 

hL 

Dukaz■ (a)Je-li / Q 27r \f(x)\ 2 dx konecny, je z Cauchyovy-Schwarzovy ncrovnosti ko¬ 
necny i integral 

J Q 1/0)1 dx < ^ |/(x)| 2 dxj ^ 1 dxj <oo. 

(b) Pro toze je sy stem e*°*, e llx , e~ llx , e ,2x , e~ 2x ,... ortonormalnibazivL 2 (0,2#) 
podle Vety |16.5.13| , ve smyslu prostoru L 2 (0,2?r) plati 

/=(s r *■“ 

= E hn)e inx . 

(c) Parsevalova rovnost |16.5.9| pak dostava tvar 

^£ 3I i/(x)i 2 dx = ii/n i2(0>2jr) = e la *"“>! = E |/(«)|- 


16.5.15. Veta (Riesz-Fischer). Necht; c n , n e Z, jsou komplexni cisla splnujici 
Yl < n=-oo\ c n\ 2 < °°- kak existuje / e <!P([0,27t]) takova, ze |/| 2 je integrovatelna 
na [0, 27 t] a f{n) = c„, n e Z. 

Dukaz. Opetpouzijeme fakt, ze system e l 0x , e llx , e~ ,lx , e l2x ,e~ 2x _tvoriortonor- 

malni bazi v L 2 (0, 2n). Tedy podle Vety |16.5~^ je funkce 

f =%y nx 

prvkem L 2 (0,2jt). Veta |16.5~7| pak dava, ze 


c n = (fe inx ) = f{n\ ne Z. 
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16.6. Teoreticke priklady k Fourierovym radam 

16.6.1. Priklad. Dokzte, ze realna funkce /(x) na R je trigonometricky polynom 
prave thedy, kdyz existuje polynom dvou promennych P(u,v ) takovy, ze plati 
f(x)=P( cos x, sin x). 

Resent. Predpokladejm nejprve, ze / je trigonometricky polynom, tj. 

f(x) = ^ a 0 + ^2 ( a k cos kx + b k sin kx), tei 

Zjevne staci dokazat, ze kazdy vyraz cos kx a sin kx je vyjadritelnyjako P( cos a, sin x) 
pro nejaky polynom P(u, v ) dvou promennych. Budeme postupovat indukci podle 
A:. Je zjevne, ze cos x i sin a je vyjadritelnyjako P( cos x, sin x) pro nejaky polynom 
dvou promennych. Tedy tvrzeni plati pro k= 1. Predpokladejme nyni, ze tvrzeni 
plati pro kazde j e {1,..., k} a dokazme, ze cos(A: + \)x a sin(A: + \)x lze takto 
vyjadrit. Ze vzorcu 

cos(A: + \)x = cos kx cos x — sin kx sin x, 
sin(& + \)x = sin kx cos x + cos kx sin x 

a indukcniho predpokladu vsak pozadovane tvrzeni plyne. 

Necht' nyni / (x) = P(cos x. sin x) pro nejaky polynom P dvou promennych. 
Zrejme staci dokazat, ze cos" x sin m x je trigonometricky polynom pro kazde n, m e 
N U {0}. Postupujme indukci podle m. Necht! m = 0a indukci podle n dokazujme, 
ze cos" x je trigonometricky polynom. To je zrejme pro n = 0. Predpokladejme, ze 
tvrzeni plati pro kazde j e {0,..., n\. Pak lze die indukcniho predpokladu psat 

l 

cos" x = y + 'Y2 ( a k cos kx + b k sin kx). 

Tedy 

cos" +1 x = cos" x cos x = f + ^2 ( a k cos kx + b k sin £x)^ cos x 


ao 

2 


x) + cos <kx + x)) 


+ y (sin(A:x + x) + sin (kx - x))). 


pricemz na prave strane mame trigonometricky polynom. Tedy cos" x je trigono¬ 
metricky polynom pro kazde n e N. Tvrzeni tak plati pro m = 0. 

Predpokladejme nyni, ze cos" x sin 7 x je trigonometricky polynom pro kazde 
n e N U {0} a j e {0. m}. Pak lze pro kazde n e N U {0} die indukcniho 
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predpokladu psat 

l 

cos" x sin m x = — + ^ (cik cos kx + bk sin kx) 
k= 1 

pro nejake / € N U {0} a koeficienty ao, ■ ■ .ai, b \,..., bi v M. Z toho pak dostavame 
cos" x sin m+1 x = ^ (cik cos kx + bk sin kx)^ sin a 

= ^ sin a + ^ (ak cos kx sin x + bk sin kx sin a) 
k= 1 
l 

= — sin a + (sin(&A + a) — sin(&A — a)) 

k= 1 

+ ^ (cos(kx — a) — cos(kx + a))), 

kde na prave strane figuruje trigonometricky polynom. Tvrzenije tak dokazano. * 

16.6.2. Priklad. Pro q e (—1,1) sectete radu X!nt=i sin«A a ukazte, ze je tato 
rada Fourierovou radou sveho souctu. 

Resent. Uvazujme radu 


£>"(cos«a + i sinnA) = y^(ge'*)”. 


Z Weierstrassova kriteria p~2.3.3| plyne stejnomema konvergence teto rady, oznacme 
h{x) jako jeji soucet. 

Pak 

qe lx _ qe lx {\ — qe~ ,x ) 

1 - qe ix (1 - qe ix )( 1 - qe~ ix ) 

qe lx — q 2 _ q(cos x — 1) + iq sin a 
~ 1 - 2q e ’ x+ f' x +q 2 ~ l —2q cos x + q 2 

Tedy 


h{ x) = - 


E q n smnx = \mh(x) = ------ = . 

b= j \-2qcosx + q 2 

Zaverecne tvrzeni pak plyne z Lemmatu |16.2.3| . 


16.6.3. Priklad. Sectete radu Y.T=o cos ™ a vypoctete 



cos (sin a) cos nxdx, «eNU {0}. 
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Resent. Z definice komplexni exponenciely mame pro x e R rovnost 


’ = £ 


n =0 



n =0 


+■£ 


sin nx 
n\ 


Tedy 

Y. C ° S = Ree e ‘* = Re (e cosx (cos(sin a) + i sin(sinx:)) 

n =0 n ' 

= e cosx cos(sinx). 

Jelikoz je zadana rada stejnomerne konvergentni, mame 



cos (sin x) < 


x= L e 


eos(sin x) cos nx dx 


-tbfr 



n =0, 
n e N. 


16.6.4. Priklad. Naleznete separabilni prostor se skalarnim soucinem H a orto- 
normalni system S3 C H takovy, ze S3 je maximalm (tj. zadny nenulovy prvek H 
neni kolmy na vsechny prvky S3) a neni uplny (tj. linearni obal S3 neni husty v H). 

Resent. Uvazujme prostor l 2 a v nem prvky a = (| f • • •) a e„, n > 2. Necht' H 

je linearni obal mnoziny {a} U {e„\ n > 2} se skalarnim soucinem zdedenym z l 2 . 
Pak S3 = {e n ; n > 2} je ortonormalni system v H, kteryje maximalni. 

Vskutku, nechi y = cx + J2 n =2 c k e k je prvek H kolmy na vsechny prvky S3. 
Zvolime m > k, pak mame 

0 =(y,e m )=c± n , 

z cehoz plyne c = 0. Dale 

0 = {y,e„) = c„, ne{2,...,k}, 


a tedy y = 0. 

Na druhou stranu neni system S3 uplny, nebo( vektor a ma od linarniho obalu 
S3 vzdalenost alespon a 

16.6.5. Priklad. Necht' /M —> TR je 27r-periodicka funkce majici spojitou derivaci 
a necht' f* n f (a) dx = 0. Pak plati 

j” f 2 (x)dx< j\ fix)) 2 dx. 
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Resent. Jelikoz ma funkce / spojitou derivaci, lezf / i /' v prostoru L 2 ([—tc, tc]). 
Oznacfme-li koeficienty / a /' ve Fourieroverozvojijakoa^, b[, respektive a/ , b[ , 
mame die Vety ?? rovnosd 

(/W) 2 dx = |(ajf) 2 + 7T((fl/) 2 + (b [) 2 ), 

(/'(^)) 2 dx = |(ajf ) 2 + £ Jt((a£’) 2 + (bf'f). 

Mezi koeficenty / a /' vsak platf nasledujfci vztahy: 

a o = l J Z'M d * = ^ (/00 - /(“ 7r )) = 0, 

a{ = f/(x)dx = 0 

a dale pro « e N 

a/ = —J /'(x)cosnxdx = — [/(x)cosKx]” jr H —J f(x)n sin/zx dx 
= 

bf = — f /'(x)sin«xdx = — [/(x) sinnxl^- [ f{x)n cos nxdx 

Tt J-„ 7t 7t J- n 

= —naf. 

Tedy 

(/«) 2 dx = |(a 0 / ) 2 + jr((a£) 2 + (b{) 2 ) 

= + (H) 2 ) 

n = 1 

< E Tt{(na[) 2 + (nb£) 2 ) 

= E X^a-n ) 2 + i b nf) 
n = 1 

= J(«<f )" + E V + (^') 2 ) 

= J {fix)) 2 dx. 
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16.6.6. Priklad. Nccht; a e (0,1) a 

(|X|“C0S(1/*), X 6 [—71, Jt] \ {0}, 

(0, X = 0, 

(a) Ukazte, ze / nema konecnou variaci na [— jt, n]. 

(b) Necht; g je 2jr-pcriodicka funkce integrovatelna na [— n, 7 t], kteraje rovna 
/ na nejakem okoli 0. Dokazte, ze s„ (0) -*■ 0. 

Resent (a) Uvazujme libovolne iVeNa deleni <0 obsahujici body 

( i 1 1 1 \ 

( (2N + 1)7T' 2Nn ' " ' ’ 3k’ 2jt \ ' 


Pak 



Jelikoz p- = co a JV bylo libovolne, V{f ; — Jt, n) = oo. 

(b) Nejprve si uvedomime, ze diky Vctc |16.3.1 1| plati lim„^ 0o (.s/ — s%)(0) —> 0. 
Staci tedy dokazat, ze s„ (0) -*■ 0. To vsak plyne z Vety |l6.4.5| (b), nebot' mame 
1/(0-/(0)| < \t\ a , t e {-it,it). 


16.7. Pocetm priklady k Fourierovym radam 

16.7.1. Priklad. Rozvinte funkci 

f(x) = Jt 2 -X 2 , X G (—7T, jt), 

do Fourierovy rady na M. Rozhodnete, zda rada konverguje stejnomerne na R 
pokud ano, urcete jeji soucet. Pomoci teto rady pak urcete soucty ciselnych fad 
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Resent. Funkce / je po 27r-periodickem dodefinovanf na R spojita. Navlc je mono- 
tonnf na [— n, 0] a [0, jt], a tedy ma na techto intervalech konecnou vari aci. Pr oto 
je / konecne variace na libovolnem omezenem intervalu v R. Die Vety |16.4.3| tak 
Fourierova rada funkce / konverguje stejnomerne na R k /. Mame 

a 0 =^J f(x)dx = ^J (n 2 - x 2 ) dx = ^Jt 2 
a 

a„ = — I (it 2 — x 2 ) cos(nx) dx 
77 Jo 

[ sinnxl^ 2 /Tx 2 sinnxl 71 f” 2.x sin? 

» Jo n \l n Jo Jo n 

= — [ xsinnxdx 
mt Jo 

_ 4 /r xcosnxi 71 r n cosnx ^ \ 
mt \L n Jo Jo n ) 

4 / itcosmt\ 
mt V n ) 


) 


Dale b„ = 0 di'ky sudosti funkce /. Tedy 

Dosadlme-li za x postupne 0 a it, obdrzime rovnosd 
(- 1)" +1 


nx, x e R. 


Z nich plyn( 


rztahy 




- (- 1 )*- 


0=r 2 + 4 gS- 
Ei = ^ 


16.7.2. Priklad. Rozvinte funkci 

/(x) = e x , x e (— it, 7r), 

do Fourierovy rady na R. Rozhodnete, zda rada konverguje na R a pokud ano, 
urcete jejl soucet. Pomoci teto rady pak urcete soucet clselne rady 
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Resent. Definujme funkci g na Mjako 

lkn , xe((2k-l)ji,(2k + l)ji),keZ, 


S( x ) = e *+, 


-- (2k-l)n,k e Z. 


Pak j e g fu nkce s konecnou variacf na kazdem konecnem podintervalu R a die 
Vety |16.4.3| konverguje Fourierova rada funkce / ke g na R. 

Pocftame-li jejf koeficenty, dostavame 

1 [ n x A e 71 — e~ n 
aa = — I e dx = -. 

it J- n 71- 

Dale pro Ik = J_ n e x cos kx dx, k e N, mame 
Ik = [e x cos kx]^ + k J e x sin kx dx 

= cos(kjr) ( e n — e~ n ) + k sin kxYL n ~kj e% cos ^ x dx^ 

= cos(kjt ) (e n — e~ n ) — k 2 Ik- 

Tedy 


a n = -In = {-!)"- 


7r (n 2 + 1) ’ 

Dale mame z jiz provedeneho vypoctu rovnost pro koeficenty b n : 

..„+i n (e n - e~ n ) 


k ='*L 


e x sin/jx dx = — I n = (-1)" H 


n 2 + 1 


Tedy 


, sinh7T 2sinh7r ^ (—1)” , . 

g(x) = -1- 2 . 0 ! ^ (coswx - n sinnx), x e R. 


Dosadime-li za x = 0, dostavame 

sinh ji 2 sinh 


-£ 


(-i) n 


y ( ~ 1)n =-(— _i). 

“ n 2 + 1 2 Vsinh7r / 


Odtud 
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16.7.3. Priklad. Rozvinte funkci 

fix) = sin3x + 4x, xe(—7T,7r], 

do Fourierovy rady na M. Rozhodnete, zda rada konverguje nal a pokud ano, 
urcete jcj 1 soucet. Pomoci teto rady pak urcete soucet ciselne rady 

E(-ir +1 ^. 


Resent. Definujme funkci g na M jako 


g(x) = 


( sin 3(x — 2kjt) + 4(x — 2kjt), 

(°> 


a: e ((2k - 1)t r, (2 k + \)n), keZ, 
x = (2k — 1)tt, k e Z. 


Pak j e g fu nkce s konecnou variaci na kazdem konecnem podintervalu M a die 
Vcty |16.4.3| konverguje Fourierova rada funkce / kc g na M. 

Jelikoz je / licha na (-7T, n), je a„ = 0 pro kazde «eNU {0}. Dale plati 



Tedy 

00 f-lin+l 

g(x) = sin 3x + 8 -sin nx , iel. 

tx n 

Pro x = 1 dostavame 


a tedy 


n3 + 4 = sin3 + 8 


(~D n+ 


E(-d" +1 

n =1 


sin n 


1 

2' 


16.7.4. Priklad. Rozvinte funkci 

f(x) = sin x, x e [0,7r), 

do Fourierovy rady na M, ktera obsahuje pouze cleny s cos nx. Rozhodnete, zda 
rada konverguje na I a pokud ano, urcete jeji soucet. Pomoci teto rady pak urcete 





S. FOURIEROVY RADY 


soucet cfselne rady 




Resent. Polozme 

S( x ) = |sin a| , xeWL. 

Pak die Vety |16.4.3| konverguje Fourierova rada funkce g ke g stejnomerne na R. 

Spocteme koeficienty teto Fourieorovy rady. Jelikoz je g suda, jsou cleny b n —0, 
n e N. Dale mame 

2 r 4 

cio = — I sin Ad* = — 

n Jo n 

a 

a„ = — / sinxcos/ixdx 

n Jo 

2 2 f n 

= — [sinx sin«x]g-/ cosxsinuxdx 

n rut Jo 

2 r cosnxi” 2 [ n . cos nx , 

=-— cos x- H-/ sin x-dx 

nn L n so nit Jo n 

2 r^ 1 )". 1 

=--1— H—jfln. 

nn i n n J n 2 


Odtud plyn< 


Tedy 


0, «liche, 

— « sude. 


sto = ^ ^ £ 4.2 1 , ! cos2fcx ’ X e R. 


Pro x = § pak dostavame 


a tedy 


1 _ 2 4 ” (-l) fc+1 

7T n 4k 2 - 1 ’ 


~ (_l)*+i _ „ i 

4k 2 -1 4 2' 


16.7.5. Priklad. Pro a > 0 rozvinte funkci 


/(x) = cosax, xe[0,4 
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do Fourierovy rady na E, ktera obsahuje pouze cleny se sin nx. Rozhodnete, zda 
rada konverguje na E a pokud ano, urcete jeji soucet. Pomoci teto rady pak urcete 
soucet cfselne rady 

(—1)^(2 k + 1) 

(2k + l) 2 - 4 ' 

Reseni. Polozme 

I cos ax, x e (0, n) + 2kn, 

0, a: = kn, k € 1. 

— cosax, x e (—7T,0) + 2kn, 

Pak g je licha funkce s konecnou variaci, a tedyjeji Fourierova rada konverguje ke 
g- 

Pri vypoctu jejich koeficentu mame a n = 0 dfky lichosd g a 



Predpokladejme nejprve, ze a N. Pak z predchozfho plyne 

b n = — r~g~ — -7T- [(-1)" cos(a7r) - 1], n e N. 
7i(a z - n 2 ) 

Pokud a = k pro nejake k e N, pak 

bk = J sin kx cos kxdx = — J sin 2 kx = 0. 
Tedy Fourierova rada g ma tvar 



[(—!)" cos(a7r) — l]sin nx. 
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Nynf uvazujme a = 2ax = |, pak mame 



Tedy 



16.7.6. Priklad. Rozvinte funkci 

fix) = sign(sin 3x), x e [0, n], 

do Fourierovy rady na M, ktera obsahuje pouze cleny s cos nx. Rozhodnete, zda 
rada konverguje na R a pokud ano, urcete jeji soucet. Pomocf teto rady pak urcete 
soucet cfselne rady 


E 


- (3k + l)(3fc + 2) 


Resent Uvazujme sude 27r-periodicke rozsfrenf / na R, tj. funkci 

I I, x € ((—7r, —fjr) U C—f ,0) U (0, f) U (§7T, tt)) +2kn,k e Z, 
0, x = jk,k e Z, 

-1, xe((-§jr-f)U(f,§jO) + 2fc7r,fceZ. 

Die Vcty |16.4.3| konverguje Fourierova rada g k funkci 


Spocteme koeficienty teto rady. Jelikoz je g suda, plati b„ = 0 pro kazde n e 
Jinak mame 


2 

a 0 = - 


- f"g(x) dx = | 
X Jo j 


a 


2 r n 2 

a n = — / g(x) cos nx dx = — 
n Jo 7i 
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Tedy 


1 0, n e {6k, 6k + 1, 6k + 3, 6k + 5}, k e N U {0}, 
4 ^ 3 , « = 6ic + 2,teNU{0}, 

n=6H4,^NU{0}. 

Proto ma Fourierova rada funkce g tvar 
1 4\/3 




Odtud plyne 


+ ^ £ (iifcT2 COS< “ + 2) * “ «T4 CO,< " + 4) *) ' 


Pro x = 0 mame 


*-^-I + ¥£(set2-st4) 

1 2V3 


1 zv j ^\ 

= 5 + ^r£ 


(3Ar + 1)(3^ + 2)' 


' (3* + l)(3fc + 2) 3 a/3' 


16.7.7. Priklad. Pro a € [0, ?r] sectete rady X!^=i ^ 2 “ a X!^=i cos ^ 2 °‘ ■ 

Resent'. Uvazujme funkci fix) = X[-a,a] e f([— n, n]) a rozvinme ji do Fourierovy 
rady. Mame 

a ° = n J ^ dX= ~n 

a 



Diky sudosti funkce / jsou pak vsechny koeficienty b n nulove. 
Podle Vety ?? plati 


Tedy dostavame 


/" l/WI 2 dx = |a 2 + f; n{a 2 n + b 2 n ). 


n 4a 2 4 sin /ice 

2 “ = y + 


E °° sin 2 na _ a{it — a) 

nf — 2 


z cehoz plyne 
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Dale plat! die Prfkladu ?? vztah 

n 2 ^ 1 ^ sin 2 «o: ^ cos 2 na 

t = E ^ + £ /;2 • 

n= 1 «=1 n=l 

z ktereho plyne rovnost 

cos 2 na ji 2 -3na + 3a 2 



DODATEK A 


Axiomy teorie mnozin 


Mnoziny jsou zakladnimi objekty teorie mnozin a zakladnimi vztahy mezi te- 
mito objekty jsou rovnost a nalezeni. Zakladnimi vypoved'mi jsou tedy tvrzeni: 
mnozina x je rovna (nebo neni) mnozine y. Mnozina x je (nebo neni) prvkem 
mnoziny y. 

Jazyk teorie mnozin obsahuje jednak symboly pro mnoziny (mala i velka pis- 
mena podle potreby s indexy), binarni predikatovy symbol = pro rovnost, binarni 
predikatovy symbol pro nalezeni e, symboly pro logicke spojky, kvantifikatory a 
pomocne symboly (napr. zavorky). Jsou-li x, y promenne pro mnoziny, pak jsou 
vyrazy pro vztah rovnosti x = y a nalezeni x e y formulemi jazyka teorie mno¬ 
zin. Rikame jim atomicke formule. Dalsi formule jazyka teorie mnozin vznikaji z 
atomickych formuli pomoci logickych spojek a kvantifikatoru. Pri budovani teorie 
postupne zavadime dalsi symboly, ktere jsou vlastne zkratkami oznacujici kompli- 
kovanejsi formule. 

Nejrozsirenejsim axiomatickym systemem teorie mnozin je Zermeluv-Fraenkeluv 
system, jehoz axiomy nyni uvedeme a doplnime strucnym komentarem. Podrob- 
nejsi vyklad lze nalezt v knize [|||, z niz cerpame i v tomto oddilu. 

A.0.1. Axiom (axiom existence). 

Ex : x = x. 

Tento axiom zarucuje, ze univerzum mnozin je neprazdne, tj. existuje alespon 
jedna mnozina. 

A.0.2. Axiom (axiom extensionality). 

VxVy : (Vm : (u € x O u e y)) O x = y. 

Axiom extensionality rika, ze libovolne mnoziny x a y jsou si rovny prave teh- 
dy, kdyz maji stejne prvky, tj. kdykoliv je prvek u v jedne z techto mnozin, je i v 
druhe. Tento axiom tak popisuje souvislost mezi predikaty rovnosti a nalezeni. 

A.0.3. Axiom (schema axiomu vydeleni). Je-li cp(x) formule, ktera neobsahuje vol- 
ne promennou z, potom formule 

Va Ez Vx : (x e z (x e a & <p(x))) (A.l) 

je axiom. 
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Pro kazdou pffpustnou volbu formule cp dostavame axiom teorie mnozin, a 
proto zde ho vonm e o schemata axiomu. Podle axiomu extensionality je mnozina 
Z ve formuli ( |A.l[ ) urcena jednoznacne. Budemeji oznacovat vyrazem 
{x 6 a ; <p(x)}. 

Tento axiom nam umoznuje definovat prunik mnozin opetjako mnozinu. Schema 
vydeleni je pouzito pro formuli x e b, kde a: je volna promenna a a, b jsou dane 
mnoziny. 

A.0.4. Definice. Necht' a a b jsou mnoziny. Pak mnozinu 
a n b = {x e a; x e b} 
nazyvame prunikem mnozin a a b. 

Spise z jazykovych duvodu budeme misto spojeni „mnozina mnozin“ pouzivat 
termin „system mnozin". 

A.0.5. Definice. Rekneme, ze mnoziny A a B jsou disjunktni, jestlize maji prazd- 
ny prunik. Rekneme, ze system mnozin M je disjunktni, jestlize kazde dve ruzne 
mnoziny z M jsou disjunktni. 

Uved'me jeste nekolik definic, ktere vyuzivaji axiom vydeleni. 

A.0.6. Definice. Necht; a a b jsou mnoziny. Pak mnozinu 
a\b = {x ea\ x <£b} 
nazyvame rozdilem mnozin a a b. 

A.0.7. Poznamka. Podle axiomu existence existuje alespon jedna mnozina. Oznac- 
me ji a. Potom {x e a; x ^ a:} je take mnozina. Tato mnozina neobsahuje zadny 
prvek. Nazyvame ji prazdnou mnozinou a znacime ji 0. 

A.0.8. Axiom (axiom dvojice). 

Va Vb EzVa; : (x e z (x = a v x = b)). 

Axiom dvojice zarucuje, ze pro dve dane mnoziny existuje mnozina, ktera je 
obe obsahuje jako sve prvky a neobsahuje zadne jine prvky. Diky tomuto axiomu 
muzeme definovat pojem usporadane dvojice. 

A.0.9. Definice. Necht; a a b jsou mnoziny. Pak mnozinu 
[a,b] = {a,{a,b}} 

nazyvame usporadanou dvojici prvku a, b. Tridy a a b nazyvame po fade prvni 
slozkou a druhou slozkou usporadane dvojice [a, b], 

A.0.10. Veta. Jestlize a,b,c,d jsou mnoziny a plati [ a,b ] = [c,d], pak a = c a 
b = d. 

A.0.11. Axiom (axiom sumy). 

Wa 3z Vx : (x e z O : x e y & y e a). 
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K libovolne mnozine a existuje mnozina z, ktera obsahuje prave ty prvky, ktere 
jsou prvkem nejakeho prvku mnoziny a. Podle axiomu extensionality je mnozina 
Z jednoznacne urcena mnozinou a. 

A.0.12. Definice. Necht; a a b jsou mnoziny. Pak mnozinu 
aU b = {x\ x e a v x e b} 
nazyvame sjednocenim mnozin a a b. 

A.0.13. Definice. Necht' a, b jsou mnoziny Mnozinu 
a divZ; = (a \ b) U (b \ a) 
nazyvame symetrickym rozdilem mnozin a a b. 

A.0.14. Definice. Necht; a a b jsou mnoziny Rekneme, ze a je podmnozinou b, 
pripadne ze b obsahuje a, znacime a C b, jesdize 

Vx : (x e a => x e b). 

Je-li a C baa ^ b, pak rikame, ze ajc vlastni podmnozinou b a tento fakt znacimc 
a$b. 

A.0.15. Axiom (axiom potence). 

VaBzVx : (x e z O x c a). 

Je-li a mnozina, pak podle axiomu potence existuje mnozina z, jejimiz prvky 
jsou prave vsechny podmnoziny mnoziny a. 

A.0.16. Definice. Necht' X a Y jsou mnoziny. Relaci mezi prvky mnozin X a Y 
nazveme kazdou mnozinu R C X x Y. Definicnim oborem relace R nazyvame 
mnozinu 

D(R) = {x ; By: [x,y]eR}. 

Oborem hodnot relace R nazyvame mnozinu 

H(R) = {y; Ex: [x,y]eR}. 

Jednim z nejdulezitejsich matematickych objektu je zobrazeni (funkce). 

A.0.17. Definice. Necht; F c X x Y je relace. Rekneme, ze F je zobrazeni neboli 
funkce, jestlize 

Vx Wy Vz: ([x, y] e F & [x, z] e F =► y = z). 

A.0.18. Axiom (axiom nahrazeni). Je-li F zobrazeni a D(F) je mnozina, pak H(F) 
je mnozina. 

A.0.19. Axiom (axiom nekonecna). 

Ez : 0 e z & (Vx : x e z =► x U {x} e z) 

A.0.20. Axiom (axiom fundovanosti). 

Va : {a ^ 0 => Ex : (x e a) & (x n a = 0)). 
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Axiom |A.0.20| zarucuje, ze vztah e nema jiste nezadouci vlastnosti. Vylucuje 
napriklad kazdou mnozinu y splnujici y e y. 

Zvlastnf postaveni mezi axiomy ma takzvany axiom vyberu, protoze nektere 
oblasd matematiky jsou budovany bez nej. Matematicka analyza vsak tento axiom 
pouziva, a proto jej zde uvadime. 

A.0.21. Axiom (axiom vyberu). Te-li R relace, pak existuje funkce F takova, ze 
F C R a D(F) = D(R). 

A.0.22. Poznamky. Necht; A, B a C jsou mnoziny. Potom plati: 

(i) 0 C A, 

(ii) je-li A c 0, pak A = 0, 

(iii) A C A, 

(iv) je-li A c B a B c A, pak A = B, 

(v) je-li iefiaSeC, pak A c C . 

Obecna metoda dukazu rovnosti mezi mnozinami plyne z axiomu extensiona- 
lity. Poznamka (iv) skyta novou moznost, jak rovnost mezi mnozinami dokazat. 

A.0.23. Poznamky. Necht; A, B, C a D jsou mnoziny Potom plati: 

(i) 0 n A = A, 

(ii) A n A = A, 

(iii) A n b = b n A, 

(iv) A n (B n C) = (A n B) n c, 

(v) A n B c A, 

(vi) je-li CciaCcS, pak Cc(4fl B), 

(vii) A = {A fl B) prave tehdy, kdyz A C B, 

(viii) je-li A c B a C C D, pak {A n B) c (C fl D). 

A.0.24. Poznamky. Necht; A, B, C a D jsou mnoziny Potom plati: 

(i) 0 U A = A, 

(ii) A U A = A, 

(iii) A U B = B U A, 

(iv) A U (B U C) = (A U B) U C, 

(v) Ac All B, 

(vi) je-li AcCaScC, pak (A U B) c C, 

(vii) A = (A U B) prave tehdy, kdyz B C A, 

(viii) je-li A C B a C C D, pak {A U B) C (C U D). 

A.0.25. Definice. Necht; A je mnozina. Potom mnozinu SA = A U {A} nazyvame 
naslednikem tridy A. 

A.0.26. Definice. Necht; / ^ 0 je mnozina a pro kazde i e / jsou A, jsou mnoziny. 
Pak mnozinu 


p|A,- = {x;Vi € /: if A,-} 
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nazyvame prunikem vsech mnozin ze systemu {A,-; i el} a podobne mnozinu 
)jA i ={x;3i£l:xeA i } 

iel 

sjednocenim vsech mnozin ze systemu {/!,; i e /}. V obou pripadech nazyvame 
mnozinu 7 indexovou mnozinou nebo mnozinou indexu. 

A.0.27. Veta (de Morganova pravidla). Necht; X a I jsou mnoziny, 7^0, a necht; 
Ai, i e 7, jsou mnoziny. Pak 

X\{jA i =f^(X\A i ) a X\fy^U(*W- 
is/ is/ is/ is/ 

A.0.28. Poznamka. Pojem naslednfka muzeme chapat jako unarnf operaci nad 
mnozinami. Je-li dana mnozina A, pak 8 A je mnozina, ktera se nerovna mnozine 
A. 

A.0.29. Priklad. Necht; X je konecna mnozina. Pak nelze mnozinu X zobrazit 
proste na svoji vlastnf podmnozinu. 

Resent. Dukaz provede me spore m. Necht; /: X X je proste zobrazeni splnujicf 
f(X) ^ X. Z Phkladu |A.0.35| (c ) plyne , ze existuje n e N takove, ze f n ~ 1 (X) = 
f n (X). Die tvrzeni (b) Prikladu |A.0.35| pak plati f(X) = X, coz je spor. * 

A.0.30. Priklad. Ukazte, ze mnozina X je nekonecna prave tehdy, kdyz ma stejnou 
mohutnost jako nejaka jeji vlastni podmnozina. 

Resent. Ma-li X stej nou mo hutnost jako nejaka jeji vlastni podmnozina, je X neko¬ 
necna die Prikladu [A029| . 

Je-li X nekonecna, obsahuje nekonecnou spocetnou mnozinu A (Veta |l.7.2^ ). 
Necht' tp: A N je bijekce a \jr: N -+ N je definovano jako \p-(n) = n + 1, n € N. 
Pak je zobrazeni 

proste a <p _1 ( 1) ^ w(X). Tedy co: X -> co(X) je 
podmnozinu. 

A.0.31. Priklad. Ukazte, ze mnoziny N, L = 

N; n je sude} maji stejnou mohutnost. 

Dukaz. Zobrazeni n i->« — l,n e S, je bijekce mnoziny S na mnozinu L a zobrazeni 
n i-> 2n — 1 je bijekce mnoziny N na L. Odtud plyne, ze mnoziny L, S a N maji 
stejnou mohutnost. ■ 

A.0.32. Priklad. Necht; X je nekonecna mnozina a Y je spocetna mnozina. Potom 


X e A, 
xeX\A, 

bijekce mnoziny X na jeji vlastni 

* 

{n e N; njeliche} a S = {n e 
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Resent N ejprve si uvedomme, ze zrejme X < X U Y. Ve zbytku dukazu tedy stacf 
die Vety |1.7.5| overit, ze X U Y < X. Protoze X je nekonecna, obsahuje podle 
Vety |1.7.22| mnozinu A C Z splnujfcf A fa N. Existuje tedy bijekce ip mnoziny N 
na A. Podle Prfkladu |A.0.3l| plat! N fa L, kde L je mnozina lichych cfsel. Potom 
take plat f (p(L) fa A. Odtud plyne (X \ A) U (p{L ) fa (X \ A) U A, a tedy podle 
Prfkladu |A.0.31| X \ <p(S) fa X, kde S je mnozina vsech sudych prirozenych cfsel. 
Podle predpokladu platf Y < N, a tedy Y \ X < Y < <p(S). Potom X U (7 \ X) < 
(Z \ <p{S)) U (p(S), neboli XL) Y < X. Tfm je dukaz proveden. * 


A.0.33. Prfklad. Oznacme Z mnozinu vsech posloupnostf, jejichz clenyjsou prv- 
ky {0,1}. Dokazte, ze platf Z ^P(N), a tedy Z je nespocetna. 

Resent Necht' A c N je mnozina. Definujme zobrazenf xa ■ N ->• {0,1} takto: 


XA(n) = 


n e A, 
n e N \A. 


Pak je zobrazenf A e tP{ N) w- ip a e Z bijekce. Die Cantorovy vety (Vet a |l.7.7[ ) je 
tedy mnozina Z vsech zobrazenf z N do {0,1} nespocetna. * 


A.0.34. Prfklad. Ukazte, ze mnoziny [0, l],t\fial majf stejnou mohutnost. 

Resent Protoze [0,1] C E, platf [0,1] < E. Funkce x i->- V arctg jc + x 6 E, je 
rostou cf, a te dy prosta. Jedna se tedy o proste zobrazenf E do [0,1]. ProtoE < [0,1]. 
Z Vety |1.7.5| ply ne [0,1] ^ R. 

Dale platf die Prfkladu |A.0.32| a |1.7.20| R\0«(l\0)Ufl=l. * 

A.0.35. Prfklad. Necht; X je mnozina a /: X X je zobrazenf. Dokazte nasle- 
dujfcf tvrzenf. 

(a) Pro kazde n e N platf f n ~ x {X) D f n (X), pricemz symbol /° znacf iden- 
ticke zobrazenf Idy a /" je n-krat slozene zobrazenf / samo se sebou, tj. 
f° = Idy a /" = / o f n ~ l pro n e N. 

(b) Je-li / proste a existuje n e N takove, ze f n ~ x {X) = f n {X), pak X = 

f (X)- 

(c) Pokud pro kazde n e N platf /” 1 (A) ^ /"(Z), pak je mnozina X ne¬ 
konecna. 


Resent (a) Tvrzenf dokazeme matematickou indukcf. Pro n = 1 zjevne platf X = 
/°(Z) D f^iX) = f(X). Pr edpok ladejme nynf, ze platf / n_1 (Z) D /”(Z) pro 
nejake ne N. Pak z Prfkladu |1.9.20| (a) plyne 

f"(X) = f{f n ~\Xj) D /(/ n (Z)) = / n+1 (Z). 

Tfm je tvrzenf dokazano. 

(b) Definujme mnozinu A C N jako mnozinu vsech n e N, ktera splnu- 
jf f n ~ x (Z ) = /"(Z). Podle predpokladu je mnozina A neprazdna. Podle Ve¬ 
ty |l.6.30| existuje minimum mnoziny A, ktere oznacfme k. Pokud k = 1 je tvr¬ 
zenf dokazano. Predpokladejme tedy, ze k > 1. Vezmeme y e f k ~ 2 (X), po¬ 
tom f(y) e f k ~ 1 (X). Ponevadz f k ~ 1 (X) = f k (X), existuje x' e X takove, ze 
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f(y) = f k (x') = f(f k ~ l (x')). Protoze / je proste, platf y = f k ~ l (x'), tedy 
y e f k ~ l {X). Podle casti (a) jiz vfme, ze platf f k ~ 2 (X) D f k ~ x {X). Dostavame 
tak f k ~ 2 (X) = f k ~ 1 (X), takze k — 1 je prvkem mnoziny A. Pak ovsem cfslo k nenf 
minimem A, coz je spor. Platf tedy k = la tvrzenf je dokazano. 

(c) Pokud /"(X) f n+1 (X) pro kazde n e N, vybereme pro kazde n e N 

prvek x„ e /" (X)\f n+x (X). Zobrazenf n i->- x n z N do X j e tedy proste, takze platf 
N < X. Mnozina X je tudfz nekonecna podle Vety |l.7.14[ Tedy i sama mnozina X 
je nekonecna. * 

Relace usporadanf a ekvivalence, zobrazenf. 

A.0.36. V Oddfle |l.4| jsme se zabyvali dvema dulezitymi typy relacf, totiz relacf 
usporadanf a relacf zobrazenf. Uved'me jeste dalsf dulezity typ relace. Necht; A je 
mnozina a necht; R je relace na A. Rekneme, ze R jc ekvivalence, jestlize je reflexiv- 
nf, symetricka a tranzitivnf. V tomto textu sice pojem r elace ekvivalenc e nebudeme 
pouzfvat, presto je vsak velmi dulezity. V Prfkladech |A.0.38| - |A..0.40| ukazeme za- 
kladnf vlastnosti tohoto pojmu a nekolik konkretnfch prfkladu. 

A.0.37. Prfklad. Necht; X je mnozina. Relace R je na X definovana takto: pro 
x,y e X platf x Ry, prave kdyz x = y. Dokazte, ze R je relace ekvivalence. 

Resent a 

A.0.38. Prfklady. Pro nfze definovane relace dokazte, ze jde o ekvivalence. 

(a) Necht; X, Y jsou mnoziny a /: X -»• Y je zobrazenf. Definujme relaci ~ 
na X takto: pro x,y e X platf x ~ y, prave kdyz f(x) = f(y). 

(b) Necht; n e N. Relace = (mod n) (kongruence modulo n) je na mnozine 
celych cfsel definovana takto: pro a,b e Z platf a = b (mod n ), prave 
kdyz n delf a—b. 

(c) Necht; Z je mnozina vsech zobrazenf mnoziny N do mnoziny {0,1}. Re¬ 
laci ~ definujeme takto: pro f,geZ platf / ~ g, prave kdyz existuje 
n e N takove, ze pro kazde k e N, k > n, platf f(k) = g(k). 

(d) Definujme relaci final takto: pro tjel platf xRy, prave kdyz x — y e 

a. 

(e) Necht; X je mnozina. Definujme relaci R na potencnf mnozine mnoziny 
X takto: pro A, B e P{X) platf ARB, prave kdyz A « B. 

Resent Pro zadane relace vzdy overfme reflexivitu, symetrii a tranzitivitu. 

(a) Reflexivita. Pro libovolne x e X platf f(x) = f(x), a tedy x ~ x. 

Symetrie. Pokud x ~ y, tj. f(x) = /(y), pak i f(y) = f(x), a tedy y ~ x. 

Iranzitivita. Necht; x,y,z eN,x~yay~z. Pak f(x) = f(y) a f(y) = f(z), a 
tedy i f(x) = f(z)- Platf tedy take x ~ z. 

(b) Reflexivita. Pro kazde me Z platf m —m =0 = 0- n, a tedy m = m (mod n). 
Symetrie. Necht; m,q e Z a m m q (mod n). Pak tedy existuje / e Z takove, ze 
m — q = l - n. Potom q — m = (-/) • n, a platf tedy q = m (mod n). 
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Iranzitivita. Nechi m,q, p e Z, m = q (mod n) a. q = p (mod n). Pak tedy existujf 
l\, I 2 € Z takova, ze m — q = /j • n a q — p = I 2 ■ n. Potom m — p = (l\ + I 2 ) ■ n, a 
platf tedy m = p (mod n ). 

(c) Reflexivita. Pro libovolne / eZaneN platf /(«) = /(«), a tedy / ~ /. 

Symetrie. Pokud f,geZ,f ~ g, pak existuje n e N takove, ze / (k) = g(k) pro 
kazde k e 'N, k > n. Tedy platf g(k ) = f(k) pro kazde k e N, k > n, tj. g ~ /. 
Iranzitivita. Nechf f g, h e Z. Pak existujf «i,«2 e N takova, ze pro kazde k e N, 
k > n\, platf f(k ) = g{k) a pro kazde k e N, k > platf g{k) = h(k). Polozme 
n = max{«i,« 2 }- Potom pro kazde k e N,fc > n, mame f(k) = g(k) = h(k). Platf 
tedy / ~ h. 

(d) Rejkxivita. Pro libovolne xel platf x - a: =0. Cfslo Oje racionalnf, a tedy platf 
x ~ x. 

Symetrie. Nech( 2c, y e M a x ~ y, pak x—y je racionalnf cfslo. Proto i y—x = -(x-y) 
je racionalnf a platf y ~ x. 

Iranzitivita. Necht; x, y,z e R, x ~ y a y ~ z. Potom jsou cfsla x - y a y — z 
racionalnf. Pak mame x — z = (x - y) + (y — z) a protoze soucet dvou racionalnfch 
cfsel je cfslo racionalnf, dostavame v ~ z. * 

A.0.39. Prfklad. Nechi X je mnozina ~ je relace ekvivalence. Pro kazde x e X 
polozme [x] = {y e X; y ~ x}. Mnozina X/~ = {[x]; x e X} se nazyva faktor- 
mnozina vzhledem k ekvivalenci ~. Ukazte, ze 

(a) pro kazde x e X platf x e [x], 

(b) pro kazde x, y e X platf [a;] = [y] prave tehdy, kdyz x ~ y, 

(c) pro kazde x e X/~ a. y e x platf x = [y]. 

Resent, (a) Tvrzenf je zrejme, neboi platf x ~ x. 

(b) Necht; x, y € X splnujf [x] = [y], Pak x e [x] die (a), a tedy x e [y]. To ale 
znamena, ze x ~ y. 

Necht; x,y e X splnujf x ~ y. Vezmeme libovolne z € [x]. Potom platf z ~ x 
a z tranzitivity ~ dostavame z ~ y. Odtud pak plyne z e [y]. Platf tedy inkluze 
[x] C [y]. Vezmeme nynf libovolne z e [y]. Potom platf z ~ y. Dfky symetrii platf 
y ~ x a pomocf tranzitivity ~ dostavame z ~ x. Odtud pak plyne z e [x]. Platf 
tedy i inkluze [y] C [x] a tvrzenf je dokazano. 

(c) Podle definice faktormnoziny existuje x e X takove, ze x = [x]. Potom 

platf y ~ x. Podle (b) pak dostavame x = [x] = [y]. * 

A.0.40. Prfklad. Nechi Z a ~ jsou mnozina a relace ekvivalence z Prfkladu |A.0.38| (c) . 
Uvazujme faktormnozinu Z = Z/~ a relaci <^, ktera je na na Z definovana takto: 
pro /, g € Z platf / g, pokud pro kazde / € / a kazde g e g existuje n e N 
takove, ze pro kazde k e N, k > n, platf f(k ) < g(k). Ukazte, ze je castecne 
usporadanf na Z. 

Resent. Overfme, ze relace <£ je na Z reflexivnf, slabe antisymetricka a tranzitivnf. 
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Rejlexivita. Necht; / e Z a /), / 2 e /• Potom /) ~ / 2 , a tedy existuje n e N takove, 
ze pro kazde k e N, k > n platf fi(k) = f 2 (k). Odtud plyne / /. 

Slaba antisymetrie. Predpokladejme, ze f,g € Z splnuji / « g a g « /. Vezmeme 
libovolne / e f ag e g. Potom existuje n\ e N takove, ze pro kazde k e N,& > «i, 
platf f(k ) < g(k). Dale existuje n 2 e N takove, ze pro kazde k € N,k > n 2 , 
plati g(k ) < f(k). Pro kazde k e N,k > max{«i,n 2 }, tedy platf f(k) = g(k). To 
znamena, ze / ~ g, a tedy podle Prfkladu |A.0.39| / = [/] = [g] = g- 
Tranzitivita. Predpokladejme, ze f,g,h e Z splnujf / <$C g a g h. Necht; / e / 
a h e h. Vezmeme libovolne g e g. Potom existuje e N takove, ze pro kazde 
t 6 N,i > «i, platf /(&) < g(&)- Dale existuje n 2 e N takove, ze pro kazde 
k e N,fc > n 2 , platf g-(fc) < /t(fc). Pro kazde « e N,n > max{«x,n 2 }, tedy plati 
f(k) < h{k). To znamena, ze / <?C h. a 

A.0.41. Prfklad. Necht' A, B, C jsou mnoziny a /: A —»• B, h: A —>• C jsou zobra- 
zenf takova, ze / je surjektivnf. Ukazte, ze nasledujfcf tvrzenf jsou ekvivalentnf. 

(i) Existuje zobrazenf g: B —> C splnujfcf h = g ° f. 

(if) Plati 

Vy e B Vxi,x 2 e / _1 ({j}): ^(*t) = h(x 2 ). 

Resent, (i) => (ii) Provedeme primy dukaz. Necht' g\ B C splnuje h = g ° f. 
Necht' y e B a xi,x 2 e A jsou takove, ze f(x i) = f(x 2 ) = y. Pak 

Kx t) = (g ° /)(*;l) = g(f(x\)) = g(y) 

= g(f(x 2 )) = (g ° f)(x 2 ) = h(x 2 ), 
a tedy podmfnka (ii) je splnena. 

(ii) => (i) Opet pouzijeme primy dukaz. Necht; /: A -»• B ah\ A -*■ C splnuji 
(ii). Pro kazde y e B definujme 

g(y) = h(x). x e / -1 ({y}). 

Podmfnka (ii) nam zarucuje, ze je g korektne definovana, nebot' pro kazde y e B 
nezalezi na vyberu x e / _1 ({>"})• Dale vezmeme x € A. Pak x e / -1 ({/(*)}), a 
proto g(f(x)) = h(x) z definice g. Tedy g° f = h. * 




DODATEK B 


Konstrukce mnoziny prirozenych a realnych 
cisel 


B.0.1. Definice. Mnozina prirozenych cisel N je vymezena nasledujicimi Peano- 
vymi axiomy: 

(i) 1 € N, 

(ii) kazdy prvek n e N ma sveho bezprostredniho naslednika n', 

(iii) jestlize plati n' = m ', potom n = m, 

(iv) pro kazde n e N plati n' ^ 1, 

(v) jestlize M c N je mnozina splnujici 1 e M a podminku 

Vn € N, n e M: n' e M, 

pak M = N. 

B.0.2. Poznamka. Pro n e N obvykle piseme n' = n + 1. 

Z Definice [B.0.1| neni automaticky zrejme, zda nejaka mnozina vymezena Pea- 
novymi axiomy existuje. K jeji konstrukci nam pomuze axiomaticka teorie mnozin 
u vedena v predchozim oddilu a pojem naslednika, ktery jsme zavedli v Defini- 

cip^. 

Z Poznamky |A.0.7| vime, ze 0 je mnozina stejne jako vsichni jejinaslednici. Zto- 
toznime prazdnou mnozinu 0 s cislem 0 (nula). Jejiho naslednika, tedy mnozinu 
S&, ztotoznime s cislem 1. Ke kazdemu jiz definovanemu cislu n pak ztotoznime 
cislo n + 1 s naslednikem mnoziny, ktera byla ztotoznena s cislem n. Mnozinu pri- 
rozenych cisel pak definujeme jako prunik vsech mnozin, ktere obsahuji mnozinu 
S0 = {0} jako svuj prvek a jsou uzavrene na operaci naslednika. 

Na mnozine prirozenych cisel definujeme operaci scitani nasledujicim predpi- 
sem. Cislo 2=1 + 1 ztotoznime s mnozinou SS0. Potom pro kazde n e N plati 
(ve smyslu ztotozneni s prislusnymi mnozinami) 

n = 1 + 1 +-l-l, « e N, 

kde scitame n-krat prvek 1 podle vyse uvedeneho principu. Operaci nasobeni de¬ 
finujeme predpisem 

m ■ n = m + m + ■ ■ ■ + m, m,n e N, 
kde scitame n-krat prvek m. 

Pro kazde n e N definujeme cislo —n jako objekt splnujici n + (—n) = 0. 
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B. KONSTRUKCE MNOZINY PRIROZENYCH A REALNYCH (JISEL 


Mnozinu 

Z = N U {0} U {-«; n e N} 
nazyvame mnozinou celych cisel. 

Ke kazdemu cislu k e Z, k ^ 0, definujeme cislo \ jako objekt splnujici k-j c = 

1 . 

Mnozinu 

0 = {/> • -; p e Z,q e N}, 

q 

nazyvame mnozinou racionalnich cisel. 

B.0.3. Veta. Kazda neprazdna podmnozina prirozenych cisel ma nejmensi prvek. 
Konstrukce realnych cisel 


B.l. Dedekindovy rezy 

V tomto dodatku uvedeme uplny podrobny dukaz Vety ??. Predpokladame 
existenci mnoziny racionalnich cisel Q, kterou jsme zavedli v Oddilu ??, spolu s 
jejuni zakladnimi operacemi. Tim mame na mysli operace scitani, odcitani, naso- 
beni a deleni nenulovym cislem, pricemz jsou tyto operace svazany 

• Vp,q e Q: p + q = q + p, pq = qp (komutativita scitani a nasobeni), 

• Vp,q,r e 0: ( p + q) + r = p + (q + r ), (pq)r = p(qr) (asociativitascitani 
a nasobeni), 

• Vp,q,r e 0: (p + q)r = pr + qr (distributivm zakon). 

Dale je na 0 definovano usporadani < s temito vlastnostmi: 

• Vp,q e 0: p < qv q < p, 

• Vp,q,r e &,p <q: p + r < q + r, 

• V/i, q e 0: (0 < p A 0 < q) 0 < pq. 

Jsou-li p,q e 0, piseme q > p, pokud p < q a p < q, pokud p < q a p ^ q. 

B.1.1. Definice. Je-li Ac0, rekneme, z e. p e Q. je maximum mnoziny A, pokud 
p e A a pro kazde q e A plati q < p. Obdobne, p e 0 je minimum A, pokud 
p e A a pro kazde q e A plati p <q. 

Ukazeme jak mnozinu racionalnich cisel doplnit pomoci takzvanych Dedekin- 
dovych rezu na cisla realna. 

B.1.2. Definice. Necht! a C 0. Pak a se nazyva fez, pokud 

(I) a je neprazdna a ruzna od 0, 

(II) WpeaWqe&,q<p:qea, 

(III) a nema maximum. 

B.l.3. Veta. Je-li a fez, p e a aq e & \a, pak p < q. 

Dukaz. Tvrzeni plyne primo z vlastnosti (II) a predpokladu q a. ■ 
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B.1.4. Priklad. Pro kazd+£ p e 0 plati p 2 ^ 2. 

Dukaz. Dokazeme tvrzeni sporem, tj. pfedpokladame existenci racionalnfho cisla 
p splnujiciho p 2 = 2. Zjevne muzeme pfedpokladat, ze p > 0. Pisme p = 
kde m,n £ N a cisla m,n jsou navzajem nesoudelna. Pak plati m 2 = 2n 2 , tj. m 2 
je sud+£ cislo. Pak i m je sude, takze muzeme psat m = 2k pro nejake k £ N. 
Plati tedy 4k 2 = 2 n 2 , cili n 2 je sude cislo. Jako vyse obdrzlme, ze n samo je sude. 
Tedy obe cfsla m i n jsou suda, coz je ve sporu s jejich nesoudelnostf. Tfm je dukaz 
dokoncen. ■ 

B.1.5. Priklad. Mnozina a = {p e Q.\p < 0 v p 2 < 2} je fez, ze mnozina Q. \ a 
nema minimum. 

Dukaz. Rozmysleme si nejdrfv, ze a je fez. Evidentne, kazde nezapome cislo je v a, 
a tedy a ^ 0. Protoze 2 2 > 2, je Q. \ a ^ 0. Je-li p e a a q e Q. mensi nebo rovno 
nez p, pak bud'je q < 0, a tedy v a, nebo q 2 < p 2 < 2.1 v tomto pfipade je q e a a 
podminka (II) je splnena. 

Ukazeme, ze pro kazde pea existuje q e A splnujicf p < q. Mejme tedy dano 
p e A. Pak p 2 < 2 a existuje tedy racionalni cislo h splnujici 0 < h < 1 a 


Pak q = p + h je racionalni cislo vetsi nez p a plati 

q 2 = p 2 + (2 p + h)h < p 2 + (2 p + 1 )h < p 2 + (2 - p 2 ) = 2. 

Tedy q je pozadovane cislo v a. Tim je ovefena podminka (III) a a je fez. 

Podobne ovefime, ze dane cislo p e Q. \ a lze zmensit na cislo q stale obsazene 
v &. \ a. Pak totiz p 2 > 2 a 



je racionalni. Navic, 0 < q < p a 

= p 2 - (p 1 - 2) + (4jr) 2 > pI - (pI ~ 2) = 2 - 

Tim je dukaz proveden. ■ 

Je-li a C &. fez, jeho prvk y jsou nazyvany dolnimi cisly a, zatimco prvky Q. \ a 
jsou hornimi cisly a. Pnkla qB.l ,4| ukazuje, ze ne pro kazdy fez existuje nejmensi 
horni cislo. Pro nektere specialni fezy to vsak pravda je, jak ukazuje nasledujici 
veta. 

B.l.6. Veta. Nechf r e 0. Pak a = {p e 0; p < rjjefez a rje jeho nejmensi horni 
cislo. 
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Dukaz. Zjevne a splnuje prvni dve vlastnosti Definice |B.1.2| . K dukazu (III) 
domme, ze pro pea plati 


P < 


si uve- 


a tedy ^ e a. 

Zfejme plati r a. Protoze p < r implikuje p e a, je r nejmensi horni cislo 


B.1.7. Definice. Je-li r e Q., pak fez a = {p e Q.\ p < r} se nazyva racionalni rez. 

Fakt, ze je a konstruovano z r jako vyse, budeme znacit a = r*. 

B.1.8. Definice. Jsou-li a, P fezy, fekneme, ze jsou si rovny ( a = P), pokud jsou si 
rovny jako mnoziny, tj. a C P a yS C a. 

Zavedeme na mnozine rezu usporadani takto: a < fi prave tehdy, kdyz a C ft. 

Dale a > ft, pokud ft < a a a < f), pokud a < ft a a ^ fi. 

Nyni mame znaceni < jak pro mnozinu Q,, tak pro mnozinu rezu. V dalsim 
textu by melo byt z kontextu jasne, na jake mnozine prislusnou relaci uvazujeme. 
Vsimneme si nasledujiciho pozorovani. 

B.1.9. Veta. Jsou-li a, ft rezy, pak a < ft prave tehdy, kdyz existuje p e GL splnujici 
pep\a. 

Dukaz■ Tvrzeni plyne okamzite z definic. ■ 

Dale si uvedomime, ze kazde dva rezy jsou porovnatelne. 

B.1.10. Veta. Nechf a, P jsou rezy. Pak bud a = P nebo a < P nebo P < a. Tedy 
pro kazde dva rezy a, P plati a < P v P < a. 

Dukaz. Nejdrive dokazeme, ze uvazovane tri moznosti se navzajem vylucuji. Predpokladame- 
li a = P, pak zjevne zadna ze dvou zbyvajicich moznosti nepripada do uvahy. Dale 
ne ni mn ozne, any zaroven platilo a < P a P < a. Kdyby tomu tak bylo, pak z Ve- 
ty |B. 1. 9| nalezneme p € P\a a q e a\p. Protoze p e P a q fi P, mame z VetygT3] 
p < q. Podobne dostaneme zqeaapfia platnost q < p. Tedy je zaroven p < q 
a <7 < p, coz je nemozne. 

Ukazme nyni, ze alespon jedna z mozno sti nastane. Neni-li a = P, pak bud 
existuje p e B \ a, a tedy a < P z Vety [B.1.9| nebo existuje q e a \ P, a tedy P < a 
(opet z Vety |B.1.9[ ). Tim je dukaz dokoncen. ■ 

B.1.11. Veta. Jsou-li a,p,y rezy splnujici a < P a P < y, pak a < y (tedy je 
usporadani < tranzitivni). 

Dukaz. Je-li a C P a P C y, pak zjevne a C y. Tedy a < y. ■ 

Dalsim krokem bude zkonstruovani scitani a nasobeni na mnozine rezu. Za- 
cneme s nasobenim. 

B.1.12. Veta. Necht' a, P jsou rezy. Je-li y = {p + q; p e a, q e P}, pak y je fez. 
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Dukaz■ Zjevne je y neprazdna, nebo+^ existujf p e a, q e P, a tedy p + q e y. Nenf 
vsak rovna 0, jelikoz lze vzft re0\aajel\j3a pak p + q < r + s pro kazde 
p e a, q e p. Tedy r + s y. 

Vezmeme r e y as e Q., s < r. Pak r = p + q pro nejaka p e a,q e ft. Polozme 
t = s — q. Pak 

t = s-q<r-q = p + q-q = p, 
a tedy tea. Proto s = t + q e y. 

K overenf podmmky (III) vezmeme r e y. Pak r = p + q pro nejake pea, 
q e p. Najdeme sea, ktere je vetsf nez p. Pak r <^ + ^r e y,a tedy y nema nejvetsf 
prvek. Tim je dukaz dokoncen. ■ 

B.l.13. Definice. Jsou-li a,P rezy, nazyvame rez {p + q; p e a, q e P} souctem 
rezu a a P a znacfme ho a + p. Jako u symbolu < bude pouzitf scftanf + jasne z 
kontextu. 

B.l.14. Veta. Necht; a, P, y jsou rezy. Pak 
(a) a + P = P + a (komutativita), 

(Tb) (a + P) + y = a + (P + y) (asociativita), 

(c) a + 0* = a (0* je neutralnf prvek). 

Dukaz. Diky komutativite scftanf na 0 mame 

a + P = {p + q; p e a,q e P) = {q + p;q e p, p e a} = P + a. 

Tfm je dokazano (a). 

Pomocf asociativity scftanf na 0 obdrzfme (b), nebo+^ 

(a + P) + y = {p + q; p e a,q e P} + y = 

= {(p + q) + r; p e a,q e P,r e y} 

= {p + (q + r); p e a,q e P,r e y} 

= a + {q + r;q e P,r ey} 

= a + (P + y). 

(c) Ukazeme, ze mnoziny a + 0* a a jsou totozne. Necht' nejprve r e a + 0* je 
dano, pak r = p + q pro nejake p e a a q e 0*. Pak q < 0, a tedy p + q < p, coz 
znamena, z e r = p + q e a. Obracene, je-li pea, nalezneme q e a vetsf nez p. 
Pak p - q e 0*, a tedy p = q + (p-q)ea + 0*. Tedy a = a + 0*. ■ 

B.l.15. Veta. Necht'a je rez a r e 0 je kladne. Pak existujf p e a, q e Q.\ a takove, 
ze q nenf nejmensf hornf cfslo a a q — p = r. 

Dukaz. Zvolme s e a a pro n = 0,1,2 ,3,... polozme s n = s + nr. Pak existuje 
neN splnujici s n a. Kdyby tomu tak nebylo, vezmeme q £ a a uvedomfme si, 

V«eN:s + fir<^. 

Tedy 

q-s 


Vn € N : n < 
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To je vsak ve sporu s Archimedovym principem. 

Vezmeme tedy nejmensf in e N takove, ze s m + 1 ^ a. Pak s m e a. Pokud s m + \ 
je nejmensf hornf cfslo a, polozme p = s m + ^ a. q = s m +1 + |, v opacnem pffpade 
stacf volit p = s m a q = s m + i. ■ 

Dale ukazeme, ze ke kazdemu fezu existuje fez opacny. 

B.1.16. Veta. Je-li a rez, existuje prave jeden fez P splnujfcf a + fi =0*. 

Dukaz. Ukazem e nejdrfve jednoznacnost. Jsou-li totiz a $2 dva takove rezy, platf 
dleVety|TT|(a) a (b) 

P 2 = 0* + P 2 = (a + ^1) + P 2 = (Pi + a) + P 2 
= Pi + (a + P 2 ) = Pi + 0* = Pi. 

Pristupme nynf k dukazu existence. K tomuto ucelu definujme 

P = {p e —p je hornf cfslo a, ale ne nejmensf}. 

Pak P je fez. Prvnf vlastnost (I) je videt z faktu, z e—qeP pro jakekoliv hornf cfslo 
q a q > r a ze ne kazde cfslo p e Q. splnuje je hornf cfslo a. 

Je-li p e P a q < p je racionalnf, pak —q > —p, tedy q je hornf cfslo a. Navfc 
—p nebylo nejmensf hornf cfslo, a tedy ani —q nenf. Proto P splnuje (II). 

Konecne, je-li p e P, je —p hornf cfslo a, ale ne nejmensf. Existuje tedy q e Q. 
takove, ze — q < —p a —q £ a. Pak 

_ P + g 
r 2 

splnuje —q<—r< —p, takze —r je hornf cfslo a, i kdyz ne nejmensf. Tedy r > p 
je v P a P nema nema maximum. 

Dale platf P + a = 0*. Je-li totiz p e P a q e a, platf 
p + q<p + r< 0. 

Tedy p + q e 0*. 

Obracene, je-li p e 0*, pak p < 0 a die Vety [B.1.15| existuje q e a a s e Q, 
s > r, tak, z e p = s — q. Pak -s e P, a tedy 

p = q- s = q + (-s) ea + p. 

Tun je dukaz dokoncen. ■ 

B.1.17. Definice. Je-li a fez, jednoznacne urceny fez P splnujfcf a + P = 0* zna- 
cfme jako -a. 

B. 1.18. Veta. Nechf a, P, yjsou fezy splnujfcf P < y. Paka + /S < a + y. Specialne, 
je-li a > 0* a y > 0*, pak a + y > 0*. 

Dukaz. Z Definice [B.1.13| plyne, ze a + P < a + y. Kdyby platila rovnost a + P = 
a + y, mame 

ft = 0* + P = (-a) + (a + P) = (-a) + (a + y) = 0* + y = y, 
coz je spor. 
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Jsou-li a, y > 0*, pak existuji p e a\0* a q e y \0*. Je tedy p+q e (a + y)\0*. 
Tedy a + y > 0*. ■ 

B.l.19. Veta. Necht: a, P jsou fezy. Pak existuje pravejeden fez y splnujici a + y = 

P- 

Duka z■ Exist o vali-li b y dva takove ruzne rezy 71,72, pak a + 71 ^ a + 72 diky 
Vete [B.1.10| a |B.1.18| . Pozadovany rez 7 obdrzfme jako 

Y = P + (-«)• 

Pak mame z Vety [B.1.14| 

a + y = a + (P + (-a)) = a + ((-a) + 

= (a + (-«)) + p = 0* + P = fi. 


B.l.20. Definice. Jsou-li a, P rezy, rez P + (—a) znacime jako P — a. 
B.1.21. Veta. Necht; a, P jsou rezy splnujici a > 0*, P > 0*. Pak 

7={rs0;r<O}U {pq\ pea nezapornc, q e P nezapornc} 

je rez. 


Dukaz. Ukazme nejprve vlastnost (I). Evidentne, kazde zaporne racionalni cislo je 
v 7, tedy je 7 neprazdny. Jsou-li a e (3.\a, b e Q. \ P, pak a, b > 0 a pro kazdou 
nezapornou dvojici p e a, q e P mame pq < ab. Tedy 7^0. 

K overeni (II) zvolme p e 7 a q < p. Je-li p < 0 nebo q < 0, je zjevne q e 7. 
Jinak existujinezapornacisla a e a ab e P splnujici p = ab. Pak 


a tedy e a. Proto 


ab 


Pro dukaz (III) zvolme libovolne cislo r e 7. Je-li r < 0, zjevne existuje prvek 
v 7 vetsi nez r. Jinak existuji p e a, q e P takove, ze r = pq. Z vlastnosti (III) pro 
rezy a a P existuji p' > pv a aq 1 > qve p. Pak 
pq < p'q' € 7 

a 7 nema nejvetsi prvek. Tedy 7 je rez. ■ 

B.l.22. Definice. Rez zkonstruovany ve Vctc [B.1.2l| se nazyva soucinem nezapor- 
nych rezu a a P a znaci se ap. 

B.1.23. Definice. Je-li a fez, definujeme fez |a| (absolutni hodnotu a) jako 
( a pokud a > 0*. 

\—cc pokud a <0*. 

Zjevne vzdy plati |a| > 0* a |a| = 0* prave tehdy, kdyz a = 0*. 


I«l = 
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Nynf rozsmme definici soucinu na vsechny rezy. 

B.1.24. Definice. Jsou-li a, p rezy, mame vzdy definovan soucin \a\\P\. Muzeme 
tedy polozit 

1 = — (|or11>81) pokud a < 0*, P > 0*, 

—(|a||/5|) pokud a > 0*, P < 0*, 

|o:||j6| pokud a < 0*, P < 0*. 

Stejne jako pro scftanf platf pro nasobenf ocekavane vlastnosd. 

B.1.25. Veta. Pro libovolne rezy a , /3 , y platf 

(a) aft = fla (komutativita), 

(b) (afi)y = a(fiy) (asociativita), 

(c) a(fi + y) = a/3 + ay (distributivita), 

(d) a0* = 0*, 

(e) aft = 0* prave tehdy, kdyz a = 0* nebo fi = 0*, 

(f) al* = a. 

(g) Pokud 0* < a < P a y > 0*, pak ay < fiy. 

Dukaz. (a) Je-li a, /5 > 0*, pak 

a/i = 0* U {pq; pea,p>0,qefi,q>0} 

= 0* U {qp; q e fi, q > 0, p e a, p > 0} 

= fia. 

Ostatnf prfpady plynou analogicky, ukazme naprfklad dukaz v situaci a < 0* a 
P > 0*. Pak 

a/3 =-(\a\m =-m<*\) = pa. 

(b) Uvazujme nejprve prfpad nezapornych rezu a, P, y. Pak 

(aP)y = 0* U {(pq)r; p e a, p > 0, q e P, q > 0, r e y, r > 0} 

= 0* U {p(qr); p e a, p > 0, q e P, q > 0, r e y, r > 0} 

= oc(Py). 

V prfpade a < 0* a p, y > 0*, pak 

(aP)y = (~(\a\\P\)y) = —(|c»f 11>81 |y |) 

=-imp\\y\)) = a(\p\\y\) 

= oi(Py). 

Ostatnf prfpady jsou analogicke. 

(c) Tento dukaz se provede zcela obdobne jako vyse. 

(d) Je-li a > 0*, pak a0* = 0* z definice. Pro a < 0* mame 
a0* = —(|a|0*) = -0* = 0*. 

(e) Je-li a,p >0*, pak vezmeme pea kladne a q e P kladne. Pak pq e ap £ 
0*, a tedy ap > 0*. Jelikoz a = 0* prave tehdy, kdyz |of | =0*, dostavame zbyvajfcf 
prfpady. 
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(f) Pfedpokladame-li or > 0*, pak zfejme plati 

arl* = 0* U {pq ; p e ap > 0, q e 1*, q > 0} C or. 

Obracene, mame-li dano pea, vezmeme q e a vetsi nez p. Pak existuje r e 1* 
splnujicir > y Pak tedy gr e a\*, pficemz qr > p. Tedyi p e al*. Proto arl* C a. 

Je-li a < 0*, mame 

Qfl* = -(la'll*) = —(lari) = or. 

(g) Nalezneme r e y,r > 0aq e P\a. Pak q > 0 a qr e fiy. Na stranu druhou, 

pro kazde pea kladne platf p < q, a proto pr < qr. Tedy qr e /}y \ ay, tudfz 
ary < /Jy. ■ 


B.1.26. Veta. Je-li rez a ruzny od 0*, pro kazdy rez /3 existuje prave jeden fez y 
splnujici ary = fi. 


Dukaz. Dukaz pfedvedeme pro pffpad or, ft >0*. Polozme v tomto pffpade 
y = 0* U {-; p e fi, p > 0, q </i a). 

Nejprve ovefime, ze y je fez. 

Pfedne, y je neprazdna mnozina. Vezmeme-li p £ ft aq e a kladne, pak £ ^ y, 
protoze pro kazdou dvojici p' e fi,q' £ a plati 

q' q 

Tedy y splnuje (I). 

Je-li p e fi, q £ a kladna aO<r < |, pak q' = j > q. Tedy q' £ a a 


Ukazme nyni vlastnost (III) fezu y. Jsou-li p e /3, q e a kladna, nalezneme 
p' e ft vetsi nez p. Pak y e y je vetsi nez dane y Tedy y nema maximum. 

Dale platf ary = /?. Nejprve, je-li p e fi nezaporne, q a a q' e a, pak 


Z vlastnosti (II) fezu /J tedy mame ^q' e /3. 

Obracene, nech+3 p e ft nezaporne je dano. Nalezneme p' e fi vetsi nez p a 
nejake qo e a kladne. Necht' red je kladne cislo splnujici 1 - y > y. 

Pouzijeme nyni Vety [B.1.15| k nalezeni q e a takoveho, ze q + r £ a. Pak 


p' 

q + r 


e y. 


q e a 


q + r >q 0 . 


—)>/(l- ~)>P'^ 
\-r q o p' 


P- 


Tedy 
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Cislo p je tedy shora odhadnuto ci'slem ~^~yq, ktereje v ay. Tedy i p e ya. Dohro- 
mady mame /5 = ay. 

Ukazme nynf jednoznacnost fezu y. Pfedne si uvedoimme, ze pouze kladny 
fez y muze splnovat ay = ft. Kdybyc hom meli dva takoveto ruzne fezy y\ a yi, 
fekneme y\ < yi, pak diky Vete |B.1.25| (g) plati ayi < ay 2 , coz je spor. 

Pfipady obecnych rezu a, se dokazuji analogicky. ■ 

Dulezite vlastnosd racionalnfch rezu jsou shrnuty v nasledujicich vetach. 
B.1.27. Veta. Pro kazda p,q e Q. plati 
(a) p* +q* = ( p + q)*, 

0) p*q* = (m)* = 

(c) p* < q* prave tehdy, kdyz p < q. 

Dukaz. (a) Je-li re p* + q*, pak r = s + t pro nejaka racionalni s < p,t < q. Tedy 
r < p + q, a proto r e (p + q)*. 

Obracene, je-li r e (p + q)*, pak r < p + q. Polozme 

, h h 

h = p + q-r, g = p — a t = q - -. 

Pak s e p*, t e q* a r = s + t. Tedy r e p* + q*. 

(b) Ukazme dukaz pro p,q >0. Je-li re p* a s e q* nezaporna, pak zjevne 
rs e (pq)*. 

Je-li t e (pq)* nezaporne, najdeme h > 0 racionalni takove, ze 
pq - t > h(p + q -h). 

Po eventualnim zmenseni h muzeme tez predpokladat, ze p — h i q — h jsou neza¬ 
porna cisla. Pak p — h e p*, q — h e q* a 

t < pq + h(h- p-q) = {p- h)(q - h) e p*q*. 

Tedy i t samotne je v p*q*. 

(c) Jsou-li p, q racionalni cisla a p < q, pak p e q* a p £ p*. Tedy p* < q*. Na 

druhou stranu, je-li p* < q*, pak existuje racionalni r e q* p*. Tedy p < r < q, 
a proto p < q. ■ 

B.1.28. Veta. Jsou-li a, fl rezy, a < f), pak existuje racionalni fez r* splnujici a < 
r*<fS. 

Dukaz. Jelikoz a < /}, existuje p e Q. takove, ze p e ft \ a. Nalezneme reft 
splnujici p < r. Protoze je r e ft a r r*, mame r* < /d Jelikoz p e r* a p a, 
plati a < r*. m 


B.1.29. Veta. Je-li a fez a p e Q., pak pea prave tehdy, kdyz p* < a. 

Dukaz. Je-li pea, pak diky p £ p* mame p* < a. Je-li p* < a, existuje q e a p*. 
Pak q > p, a tedy pea. m 
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B.1.30. Definice. Rezy budou nyni nazyvany realna cisla, pficemz racionalni rezy 
jsou racionalnf cisla. Ostatni rezy jsou iracionalnf cisla. Mnozinu realnych cisel 
znacime jako R. 

B.l.31. Veta. Necht; A, B jsou disjunktni neprazdne podmnoziny R splnujici A U 
fi=la 

Va e A, Vb e B : a < b. 

Pak existuje prave jedno cel takove, zea < c pro kazde a e A a c < b pro kazde 
beB. 

Dukaz. Polozme 

c = {p e Q; 3a e A : p e a). 

Ukazeme, ze c je fez, tedy realne cislo. Neprazdnost c plyne z neprazdnosti A. 
Navic c ^ Q., protoze je-li b e a q b, pak q £ a pro kazde a e A diky nerovnosti 
a < b. Tedy q £ c. 

K overeni vlastnosd (II) vezmeme p e c a q < p. Pak pea pro nejake a e A, 
tedy i q e a. Proto q e c. 

Konecne, c nema maximum. Je-li totiz pec , pak pea pro nejake a e A. 
Jelikoz a nema maximum, existuje q e a vetsi nez p. Pak tedy q e c je vetsi nez p. 

Plati, ze a < c pro kazde a e A, jelikoz kazde takove a splnuje a C c. Pokud 
by existovalo b e B splnujici b < c, nalezli bychom racionalnf p e c\b. Pak by 
existovalo a e A splnujici pea , tedy by bylo b < a, coz neni mozne. Proto c < b 
pro kazde b e B. 

Nakonec ukazme jednoznacnost nalezeneho c. Meli-li by chom d ve cisla c\ < 
C 2 splnujici zavery vety, nalezli bychom C3 mezi nim diky Vete |B.1.28| . Z vlastnosti 

A, B je pak C 3 e A diky C3 < C2, ale i C3 e B diky cj < C3. To je vsak spor s 

predpokladem A fl B = 0. ■ 

B. l.32. Definice. Mnozina del ma horni zavoru, pokud existuje xel splnu¬ 
jici a < x pro kazde a e A. Mnozina s horni zavorou se nazyva shora omezena. 
Je-li horni zavora A obsazena v A, nazyvame ji maximem A. 

Obdobne definujeme dolni zavoru, zdola omezenou mnozinu a minimum. 

B.l.33. Definice. Necht' A C Rje omezena shora a x e R manasledujici vlastnosti: 

• x je horni zavora A, 

• je-li y e R, y < x, pak y neni horni zavora A. 

Pak x nazyvame nejmensi horni zavorou neboli supremem. Podobne definujeme 

nejvetsi dolni zavoru, tj. infimum. 

B.l.34. Priklad. Necht; E = ;n e N}. Supremum mnoziny E je pak cislo 1, 
zatimeojejim infimemje 0. Povsimneme si, ze E ma maximum, ale nema minimum. 

B.l.35. Veta. Necht; A, B jsou disjunktni neprazdne podmnoziny R splnujici A U 
B = R a 

Va e A, Vb e B : a <b. 

Pak ma bud A maximum nebo B minimum. 
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Dukaz■ Necht; cje cislo, jehoz existence je zarucena Vetou [R.1.3l| . Je-li c e A, ma A 
maximum, je-li c e B, ma B minimum. ■ 

B.1.36. Veta. Je-li £cl neprazdna shora omezena, pak ma supremum. 

Dukaz. Polozme 

A = {a e R; Ex e E : a < x}, B = R\A. 

Zjevne pak kazde a e A neni horni zavorou E, zatimco k azde b e je horni zavorou 
E. Ukazeme, ze mnoziny A, B splnuji predpoklady Vety |B.1.35| , pricemz mnozina 
B ma minimum. To bude zrejme ono hledane supremum mnoziny E. 

Diky predpokladum na mnozinu E jsou A i B neprazdne. Je-li totiz x e E, 
pak kazde set mensi nez a je v A. Dale, je-li y G R horni zavora E, pak zrejme 
y e B. Ocividne plati AD B = 0 a All B =M. 

Necht; nyni a e A ab e B. Pak existuje x e E splnujici a < x. Tedy b > x, coz 
implikuje a < b. 

Tim jsou overeny predpoklady Vety |B.1.35| . Zbyva ukazat, ze A nemuze mit 
maximum. Mame-li totiz a e A, nalezneme x e E splnujici a < x. Pak libovolne 
cislo a', a <a! <x, lezi v A a je vetsi nez a. Tedy a neni maximem A. 

Mnozina B ma tedy minimum, coz je pozadovane supremum mnoziny E. m 

B.1.37. Veta. (a) Necht; a e R. Potom ||a|| = \a\. 

(b) Necht; a, b e R jsou cisla splnujici a < b a —a < b. Potom \a\ < b. 

B.1.38. Veta (trojuhelnikova nerovnost). Necht' a,b,c e R. Potom plati 

(a) \a + b\ < \a\ + \b\, 

(b) \\ a \-\b\\<\a-b\, 

(c) \a-b | < \a — c\ +\c-b\. 

Dukaz. (a) Pro a,b e R plati podle definice nasledujicinerovnosti: —\a\ < a < \a\ a 
— \b\ < b < \b\. Jejic h secten im dostaneme nerovnost -(\a\ + |fe|) < a + b < |u| + |Z>|, 
ze ktere podle Vety |B.1.37| (b) plyne dokazovana nerovnost. 

(b) Jednoduchou upravou vyrazu a pomoci tvrzeni (a) dostaneme \a\ = \{a — 
b) + b | < \a - b\ + \b\, tedy | g| - \b\ < | a - b\. Zamenou roll a a b dostavame 
\b\ — \a\ < \a — b\. Pomoci Vety |B . 1. 3~7| (b) pak obdrzime | \a \ — \b\\ <\a —b\. 

(c) Opet upravou vyrazu a pomoci tvrzeni (a) dostaneme \a — b\ = \(a — c) + 

(c-b)\<\a-c\ + \c-b\. m 

B.1.39. Lemma. Necht; a e R. Jestlize pro kazde s e R, e > 0, plati 0 < a < s, 
potom a = 0. 

Specialne, je-li a, be R a pro kazde s e R, s > 0, plati \a — b\ < s, potom a = b. 
B.1.40. Umluva. Necht; a e I, a ^ 0. Potom 
fl ° = l. 

Nasledujiciveta, kteraje nejdulezitejsim tvrzenim tohoto oddilu, rika, ze real- 
na cisla existuji a jsou v jistem smyslu urcena jednoznacne. Veta ma dlouhy dukaz, 
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ktery navic sam o sobe nema pro dalsi vyklad zvlastni vyznam. Proto jej uvadimc 
azvDodatkug. 

B.1.41. Veta (existence a jednoznacnost R). Existuje ctverice (M, +, •, <) splnujici 
podminky I—III, pricemz je temito podmmkami urcena jednoznacne v nasleduji- 
cim smyslu. Pokud ctverice (K°, +°, - 0 , <°) splnuje mutatis mutandis podminky 
I—III, pak existuje bijekce : R —» R° takova, ze pro kazde tjel plati 

• <p(* + y) = <p( x ) +° <p(y), 

• <p(x ■ y) = <p(x) - 0 <p(y), 

• x < y =* <p(x) <* <p{y). 

B.1.42. Poznamka. Formulace predchozi vety je ponekud komplikovana. Vyjad- 
reme tedy jeste jeji smysl neformalne. V Dodatku [§] presne popiseme, ktere prv- 
ky patri do mnoziny M a jak jsou definovany prislusne operace scitani a nasobeni 
spolu s usporadanim. Pokud bychom zvolili nejaky alternativni pristup a sestro- 
jili mnozinu M° spolu s operacemi +°, a usporadanim <°, ktere by splnovaly 
vlastnosti I—III, pricemz misto (M, +, •, <) bychom uvazovali (M°, +°, - 0 , < 0 ), pak 
podle predchozi vety existuje zobrazeni ( p, ktere je nejenom bijekci mnoziny M na 
mnozinu 1°, ale take operace a usporadani v R prevadi na prislusne operace a 
usporadani v K°. 

B.l.43. Veta. 

(a) Vr6l:t-0 = 0-x = 0, 

(jb) Vxel: -x = (—1)* x, 

(c) Vx, y e R: jcy = 0 =>• (x = 0 v y = 0), 

(d) Vx € R V« e N: (x")’ 1 = (x- 1 )", 

(e) Vx, y e R: (x > 0 A y > 0) =>• xy > 0, 

(f) Vx e R, x > 0 Vy e R, y > 0 V« e N: x < y o x" < y n . 

Dukaz■ (a) Plati 

x = l-x = (l + 0)-x = l-x + 0- x = x + 0-x. 

Pricteme-li v rovnosti x = x + 0 • x k obema stranam cislo —x, dostaneme dokazo- 
vane tvrzeni. 

(b) Plati 

0 = 0- x = (l — l)-x = 1 • x + (-1) • x = x + (-1) • x. 

Pricteme-li v rovnosti 0 = x + (—1) • x k obema stranam cislo —x, dostaneme do- 
kazovane tvrzeni. 

(c) Pokud x = 0, jsme hotovi. Pokud x ^ 0, pak existuje x -1 ela plati 

0 = x" 1 - 0 = x _1 (xy) = (x~ 1 x)y = 1 -y = y. 

(d) Pouzitim komutativity a asociativity nasobeni dostaneme 
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(e) Z poslednf vlastnosti ve druhe skupine dostavame, ze xy > 0. Podle (c) 
ovsem vidfme, ze xy 0, jinak by totiz bylo a nebo y rovno 0. Dohromady pak 
mame xy > 0. 

(f) Pokud n = 1, je tvrzenf zrejme. V prfpade n > 1 muzeme psat 

y n - x n s= (y - x) ■ (y" _1 + y n ~ 2 x +-1- yx n ~ 2 + a" -1 ). 

Pokud y > x, pak oba uzavorkovane vyrazy jsou kladna cfsla, a proto platf 0 < 
y n — x n , neboli x n <y n . 

Necht' nynf y n > x n . Pokud by platilo y = x, pak take y n = x n , coz je spor. 
V prfpade, ze y < x, dostaneme z jiz dokazaneho y n < x n , coz je opet spor. ■ 
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